Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


M'^/,rM     SCIENCE  CENTER  I. 


.^  .  ^ 


#v 


î 


r""* 


APPL\CAT10IÎ 

DE  L  ALGÈBaS 

A  LA.  GÉOMÉTRIE. 


a 


On  trousse  chez  le  même  Libraire  les  Ouinnges 
suivons  du  même  Auteur. 

Éléiiieiis  d'Arithmétique,  1 5* édition ,  1837,  8  franco. 
Élémens  d'Algèbre,  8*  édition,  iSSj,  5  francaa 


paéCIS  DE  GÉM^BTàÎK  qt4$]âN'|A$X^  à  rasage  des  élèves: 
qni  se  destinent  à  l'École  Polyleclinique.  Extrait  du  Cour» 
de  Géométrie,  troisième  édftion.  Ouvrage* adopté  par  TU- 
nhtosM,  pour  ,  l^euirilnenjÉ^t  de  hil^éoàïètjng  ;  par 
àWS.M  VJngBliT^  Picfe&eu»  de ^tbéwati^  au 
GoU^e  royal  dé*  Sietint^Louis,  ancien  élève  de  l'École 
normale  ,  i^mt^pe  de  la  Société  philçmatique  et  de  plur^ 
sieurs  autres^  Sociétés:  sàvaùibs.  i  ivoU' iaJB^  iSSy,  6fr. 


Se  trouvent  aussi j 

A  BORDEAUX, 
Chez  Gassiot  fils  aIh é  ,  Libraire ,  fossés  de  l'Intendance ,  n®  6 1 


IMPluantB    DE    BACHBUER, 

rae  du  Jardinet,  i3« 


APPUCATlbN 

DE  LALGÈBRE 

A  LA  GÉOMÉTRIE; 

PARM.JPURDON, 

43IBTUI»   DB    l'OBWI    lOTlL    DE    LÀ   lïGIO»    D'oURnUB  ,  IRSrBCTEDK    ç<n<T  t,\, 

ms  trmisE,   skihikiudb  ?omt  l'uimi»1[om  aux  écoles  kot^lis,  folt- 

TBCHHiaUI,     MIUTÀIH,    DE    LA     KASIEIE  ,     FORESTIÈKB ,      etc.;     MEIIBBE     DE     LA 
BOCIÏrt  raiLOMATUinB  DE  rAM5,  DB    LA'    SCMOtTÏ    EOTALB     ] 


^PARIS, 
BACHELIER,  MPRIMEnR-LIBRAmE 

:   l'Ccolb   rOLirBCHBiouB   bt   du   bduai   dbi   unuTinii»,  etc.  , 

QCAI   DES  GRARDÏ-ADGtnTlIlS ,    N"  55. 

1857 


v  s 


Jk    • 


It  .1 


.•r  / 


-^   ^ 


F 

*    X 


Tout  exemplaire  du  présent  ouvrage ,  qui  ne  porterait 
pas  ,  comme  cii^essoits ,  la  signature  de  Vauteur  et  celle  du 
lihraire,  sera  contrefait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prisée 
pour  atteindre  j  conformément  à  la  toi^  tesjabricateurù  et  les 
débiians  de  ces  exemplaires* 


v;^ 


uuUuwiiiJiJvwiw>MWvww»vifWftfrMVWY>nrr^^  **i'>ii'i'>'iiif> ■ 


AVERTISSEMENT. 


Les  seuls  cbangemens  importans  qui  signalent 
cette  nouvelle  édition ,  se  rapportent  au  second  et 
au  quatrième  chapitre.  Ainsi  p  le  paragraphe  du  se* 
cond  chapitre,  qui  a  pour  objet  la  Résolution  des 
triangles  rectiUgnes,  a  été  refondu  entièrement.  U 
en  est  de  même  de  l'appendice  de  ce  même  chapitre, 
intitulé  ;  Trigonométrie  sphérique.  Dans  les  éditions- 
précédentes;  ie  Jaisal<  dériver  d^un  seul  principe 
toutes  les  orxiiu>';s  i       "Maires  pour  la  résolution  des 
triangles  si^ér^ës>  isoit  dbliqtiangl*^ ,  soit  rectan- 
gles; mais  cette*  méthode  9  toute  analytique ,  avait 
llnoonvénient  de  conduire  à  des  relations  dont  plu- 
sieurs n^étaient  nullement  appropriées  au  calcul  lo- 
garithmique. Je  n'entrais  d'ailleurs  dans  aucun  détail 
sur  la  résolution  des  triangles;  en  sorte  que  mon 
travail  sur  cette  partie  n'était,  à. proprement  parler^ 
qu'une  ébauche.  Dans  l'édition  actuelle  p  pour  satis- 
faille  au  désir  de  quelques  professeurs ,  et  surtout 
pour  être  utile  aux  jeunes  candidats  de  l'école  na- 
vale f  j'ai  tâché  de  présenter  un  précis  plus  élémen- 
taire,  qui  renfermât  en  même  temps  tout  ce  qu'il  y 
a  d'essentiel  à  savoir  sur  le  calcul  des  triangles  sphé- 
riquesr 

Après  avoir  obtenu  au  moyen  d'une  seule  figure 
les  dix  relations  qu'^exîge^la  résolution  des  triangles 
rectangles  y  jlndique    la  manière  de  les  appliquer 


ij  AVÏKTISSEMEWT'. 

dans  toutes  les  circonstanèes  qui  peuvent  se  rencon- 
trer. Passant  ensuite,  aux  4t;langles  obliquangles  ^ 
j'établis  des  formules ,  toutes  calculables  par  loga-» 
rithmeSy  et  parmi  lesquelles  figurent  principalement 
les  Analogies  de  Neper.  La  discussion  des  cas  douteux 
est  d'ailleurs  débarrassée  de  toutes  les  difficultés  qu^on 
rencontre  ordinairement  dans  les  ouvrages  qui  trai- 
tent dd  même  sujet. 

J'ai  repris,  dans  le  quatrième  chapitre,  la  théorie 
analytique  des  foyers,  en  partant  d'utie  défini tîoit 
plus  générale  et  plus  rationnelle  que  celle  d'Eulèr. 
Cette  nouvelle  théorie  est  extraite,  pour  le  fond, 
d'un  opuscule  de  M.  Francfort,  ayant  pour  titre  t 
Essai  analytique  de  Géométrie  y  i85i. 

Enfin ,  le  paragraphe  de  ce  même  éhapitre ,  reïâtî? 
à  l'identité  des*cburbes  du  second  degré  avec  les  seçyî 
tions  coniques  (*),  a  été  augmenté  d'une  démonstra- 
tion géôméirique  fort  simpfe  et  fort  élégante  ,  due  à 
M.  Daudelin ,  membre  de  l'Académie  dé  Bruxelles. 

Ces  cliàngemens  auraient  accru  d'une  manière  sen- 
aîble  ré  tendue  de  ce  traité,  si  je  n'eusse  fait  înipriàief 
en  petit  texte  toutes  les  applications  des  théorîes> 
ainsi  que  les  parties  non  exigées  pour  Fadmisàion  à 
FÉcole  Polytechnique •  Par  ce  moyen,  le  nombi-e  dei 
feuilles  s'est. même  trouvé  réduit  de  deux,  «ur  les 
l^récédentes  éditions.  * 
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(*)  La  Ilote  sur  Vidéntitc,  placée  à  la  fia  de  Touvrage  Sans 
la  troisième. édition,  &e  trouve  maintenant  fondue  dans  ce 
paragraphe. 
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APPLICATION 


DE  L'ALGÈBRE 


A  LA  GÉOMÉTRIE. 


PREMIÈRE  SECTION 


CHAPITRE  I-. 


Déifeloppement  dune  première  méthode  pour  résoudre 
les  questions  de  Géométrie  par  le  calcul. 


1.  Introduction. —  On  a  vu,  en  Géométrie ,  que  les  lignes , 
les  surfaces  et  les  solides  peuvent ,  aussi  bien  que  toutes  les 
autres  grandeurs ^  être  exprimées  par  des  nombres  ;  il  suffit,  en 
effet ,  pour  cela ,  dé  prendre  pour  unité  Tune  de  ces  grandeurs 

géométriques.  C'est  ainsi ,  par  exemple,  que  {/a  exprime  la 
diagonale  d'un  carré  dont  le  côté  est  égal  à  i .  De  même ,  si  4 
e^  représentent  les  nombres  d'unités  linéaires  contenues  dans 
les  deux  côtes  d'un  rectangle ,  4  X  3  ou  12  exprime  le  nombre 
d'unités  de  superficie  contenues  dans  ce  rectangle ,  ou ,  en 
d'autres  termes ,  la  surface  de  ce  rectangle.  De  même  encore, 
4  X  3  X  5  ou  60  exprime  le  volume  d'un  parallélépipède 
dont  les  trois  arêtes  contiguës  sont  représentées  par  4 ,  3.  et  5. 

I 


y 


2  INTRODUCTION, 

Généralement,  si  l'on  désigne  par  a^  ^;  c^  les  nombres  d'u- 
nités linéaires  contenues  dans  les  arètjes  contiguës  d'un  paral- 
lélépipède yobyoc^  bc^  exprimeront  les  grandeurs  de  trois  de 
ses  six  faces,  et  abç  son  volume. 

On  voit  donc  que  TAlgèbre,  dont  les  métbodea  sont  appli- 
cables à  toutes  les  questions  numériques  possibles ,  peut  aussi 
servir  à  résoudre  les  questions  relatives  aux  grandeurs  que  l'on 
considère  en  Géométrie* 

2.  Qu'il  s'argisse^  par  exemple,  de  déterminer  la  grandeur 
d'une  ligne  diaprés  la  connaissance  d'une  ou  de  plusieurs  au- 
tres lignés  comprises  avec  la  première ,  dans  une  même  figure. 
On  suppose  le  problème  résolu,  et  Von  tâche,  à  F  aide  de  quel- 
ques propositions  de  Géométrie,  dont  V existence  est  delà  éta^ 
blie,  et  qui  ont  quelque  rapport  avec  renoncé  du  problème,  on 
tâche,  dis-je,  d exprimer  par  des  équations  les  relations  qui 
existent  entre  les  données  (représentées*,  soit  par  des  lettres , 
soit  par  des  chiffres)  et  les  inconnues,  toujours  représentées 
par  des  lettres.  On  résout  ces  équations,  et  Ton  obtient  ainsi 
les  expressions  des  lignes  cherchées  au  moyen  des  lignes  con~ 
nues  ,  expressions  qu'il  faut  ensuite  traduire  en  Géométrie. 

Si  la  question  proposée  est  un  théorème  à  démontrer  j  on 

traduit  algébriquement  les  relations  qui  existent  entre  les  dij^ 

férentes  parties  de  la  figure,  ce  qui  conduit  à  des  équaiions 

auxquelles  on  fait  subir  diverses   transformations,  dont  la 

dernière  donne  lieu  au  théorème  énoncé. 

En  un  mot ,  traduire  en  Algèbre  les  questions  de  Géométrie, 
et,  réciproquement,  traduire  en  Géométrie  les  résultats  obte- 
nus par  t Algèbre,  tel  est  le  bttt  qu'on  se  propose  dans  FAp;- 

PLICATION  DE  l'AlGÈBRE  A  hk  GÉOMÉTRIE. 

Développons  ces  notions  générales  sur  quelques  exemples. 

5.  Proposons -nous  d'abord  de  rechercher  les  propnéiés 
principales  du  triangle  rectangle  et  du  triangle  obUquangle  , 
en  partant  de  ce  seul  principe ,  que  deux  triangles  équiangles 
ont  leurs  côtés  homologues  pr  oportionnels ,  et  sont  par  consé- 
quent  semblables. 


r 


timoBcenoir.  3 

Soit  m  triftBgU  BkCiJlg.  i)  rectangle  en  A;  du  point  A  Fig.  i. 
alMÔBsoiift  AD  perpendiculaire  sur  BC,  et  poeont  BCssa,. 
ACzszh^  AB^c^  AD?:=A,  BD^sm,  et  DGan. 

Les  deu:^  triangles  BAC,  ADG  sont  rectangles,  Tun  en  A, 
l'autre  en  D  ;  de  plus,  ils  ont  Tangle  G  commun  ;  donc  le  3* 
angle  ABC  du  premier  est  égal  au  3*  angle  DAG  du  second, 
et  lp9  deux  triangles  sont  semblables.  Il  en  est  de  même  des 
trtaiiglesBAC,  ADB. 

Ainsi ,  comparant  les  côtés  homalo^ues  9  et  employant  les 
notations  qpi  vieniieot  d'être  établies ,  on  obtient  les  trois 
proportions 


a  : 
a  : 


b 

c 


€ 

b 


m. 


d'où  l'on  déduit 


(  b^  ==an (0, 

îduit  <   c'  =âm....   (1), 
{  bes^ah,^. ..  (3), 


^[alités  auxquelles  on  peut  réunir  celle-ci  :  a  =  m  -)-  n. .  (4), 

qui  existe  nécessairement  entre  les  deux  ségmens  BD  et  DG. 

Ces  quatre  équations  renferment  implicitement  toutes  les 
propriétés'  des  triangles  rectangles^  et  il  ne  s'agit  que  de  les 
faire  ressortir  par  des  transformations  convenablement  exé- 
entées. 

1».  —  Les  égalités  (1)  et  (2) ,  ou  plutôt  les  proportions  qui 
y  ont  conduit,  nous  apprennent  que  chaque  cité  de  l'angle 
droit  est  moyen  proportionnel  entre  Tftjpoténuse  entière  et  le 
segment  adjacent.  G'est  une  des  propriétés  principales  d« 
triangle  rectan^e. 

2^.  —  Ajoutons  membre  à  membre  les  égalités  (î )  et  (2)  ; 
il  vient 

ft'  +  c'  =  am  +  an  =r  û  (m  +  nj , 

ou,  à  cause  de  l'égalité  (4)i     6^  +  c""  =:â'. 

Ce  qui  démontre  que,  dans  tout  triangle  rectangle,  le  carré 
de  r hypoténuse  est  égal  à  la  somnte  des  carrés  construits  sur 
les  deux  côtés  de  F  angle  droit.  C'est  la  propriété  caractéristique 
du  triangle  rectangle. 


4  MNTROaîWiflCftf.  ' 

3**.  -*  MttUi]plions  le»  mêmes  égalités  (i)  et>'(2)  meAbre  à 

membre;  on  obtient » •  • . .   6'c'as:  â^mn; 

mais  l'égalité  (3)  donne  aussi.  .^ AV  =  a^h*.; 

donc    à^mn  =  ^'A%  et  par  cônsiéquent ,  h^zisztnn ,  ou  bien , 

m  :  h  ::  h  :  n. 

Ainsi ,  la  perpendiculaire  tibaissée  du  sotntnet  de  T angle 
droit  sur  Vhjrpotênuse,  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  ségfnéns  de  rhjrpoténuse. 

4^.  —  Divisons  membre  à  membre  les  égalités  (t)  et  (2)  ;  il 
vient 

~  =   —  ;     d'où     b-  le-  ::  n  :m; 

c*         am  *         ' 

c'ést-à-dire  que  lès   carrés  construits  sur  les  côtés  de  V angle 
droit  sont  entre  eux  comme  les  s^gmens  de  l'hypoténuse. 

£n  un  mot ,  toute  transformation  exécutée  sur  les  égalités 
(i),  (a),  (3),  et  (4),  conduirait  à  un  résultat  qui,  traduit 
géométriquement ,  ne  serait  autre  chose  qu'un  théorime  ou 
une  vérité,  plus  ou  moins  remarquable. 

4.  Observons  d'ailleurs ,  eh  passant,  que,  comme  ces  quatre 
équations  renferment  six  quantités,^,  6,  c,  ^,  m,  et  n,  il  s*en-« 
suit  que  deux  quelconques  Centre  elles  étant  données  ^  on 
peut  se  proposer  de  déterminer  les  quatre  autres,  à  l'aide 
de  ces  équations. 

Supposons,  par  exemple^  que  connaissant  Vhjrpotênuse  BG 
et  la  perpendiculaire  AD  ,  il  s^ agisse  de  déterminer  les  deux 
côtés  de  V angle  droit  ef  les  deux  segmens. 

.   Les  équations  (i),  (a)  et  (4)  donnent  d'abord,  comme  on  Ta 

déjà  vu, ^a  +  c'  =  a'  ; 

^ mais  si  l'on  double  l'égalité  (3) ,  on  a. ... .  2bc  ==  ^ah ; 

d'où .  faisant  sucessivement  la  somme  et  la  différence  de  ces 

{{b  +  c)'*  s=  a*  -f-  QMh, 
(6  —  c)'=  a^  — :2«a; 
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et  par  «ionsëquent; 

Connaisflaiit  la  somme  b  +  c  et  la  différence  6  -—  c  des 
deux  côtés  6  et  c^  il  est  facile  d'obtenir  chacun  d'eux  en  par* 
ticulier.  , 

On  a ,  d'après  un  théorème  connu ,  pour  le  plus  grand  côté 
(qu'on  peut  toujours  supposer  exprimé  par  6), 

b  =:-  I/ÔT+mS  +  -  l/a*  —  3û^, 

et  pour  le  plus  petit  c. 

Quant  aux  deux  segmens,  ils  sont  donnés  immédiatement 
par  les  équations  (i)  et  (2) ,  puisque  b^  Cj^  et  a^  sont  maintenant 
connus. 

6.  Remarque.  — -  La  seconde  partie  des  deux  valeurs  de  b 
et  de  c  nous  apprend  que,  pour  que  le  triangle  puisse  exister 
av^  les  données  établies ,  il  faut  que  l'on  ait 

^*  ^  2aA;     ou  au  moins^    a*  =  soA ; 
d'où  l'on  tire  ^ 

%  ^  -  ,     ou  tout  au  plus ,     &  =  -  : 

car  autrement^  les  valeurs  de  ^  et  de  c  seraient  imaginaires. 

£n  effet)  pour  construire  un  triangle  rectangle >  connaissant 
Fhjpoiéniise  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de 
Vangle  droit,  on  peut  employer  le  moyen  suivant  : 

Décriî^ez  sur  rhjpoténuse  BC  {^g,  2)  comme  diamètre  une  ^-     ^^ 
demi-circonférence  ;  élevez  au  point  B  une  perpendiculaire  BH 
égale  à  la  perpendiculaire  donnée;  menez  WL  parallèle  àBC  ; 
et  les  deux  triangles  ABC ,  A'BG  satisfont  également  à  la  ques-* 
tion. 


6  iffTRoiHfcri(nf. 

Otj  pour  que  le  problème  soit  possibVs ,  il  liMit  ëviil«iiftine«t 

que  BH  scût  plus  petit  que  -  BG,  ou,  tout  au  plus,  égal  à 

V 

-ÉC. 

Lorsqu'on  a  BH  =  -  BC,  ou  ^  =  -  « ,  le  triangle  rectangle 
devient  isoscèle  y  et  les  TaUurs  de  6  y  c ,  se  Mduisent  à 

ce  qu'on  peut  aussi  reconnaître  d'après  la  figure, 

6.  Considérons,  en  second  lieu,  un  tricmgle  obliquaugle  ABC 
Fîg-  3.  (fig.  3) ,  et  {MToposons-nous  d'exprimer  l'un  des  cotés,  AB,  par 
exemple,  au  moyen  des  deux  autres,  en  nous  fondant  sur  la 
propriété  principale  an  triangle  rectangle. .  «  «  ( a'stâ^'  +  c^)* 
Abaissons  du  cfommet  A  la  perpendiculaire  AD  (  qui  [^eui 
tomber  en  dedans  ou  au  dehors  du  triangle,  selon  que  l'an-» 
0le  G  est  aigu  ou  obtus)  ;  et  conservons  d'ailleurs  lea'mèanes 
notations  que  pre'cedemment  »  savoir  : 

BG=aa,  AC  =  *,  AÊ=:c,  ADssA,  BD  =  m,  DC:i=/i. 
Les  deux  triangles  rectangles  ADB,  ADG  donnent  les  égalités 

c»  =  A*  +  »»*. . .  • .  (i), 
b*  =1  k*  +  n^ (2), 

auxquelles  il  faut  ajouter  celle-ci  : 

a  Bs  m  ±1  7«,  .•...  (3). 

[Le  signe  supérieur  de  l'égalité  (3)  correspond  au  cas  où 
l'angle  G  est  aigu,  et  le  signe  inférieur,  à  celui  où  il  est 
obtus.  ] 

Cela  fùséj  retranchons  l'égalité  (^)  de  l'égalité  (i);  il  vient 

c»— ô^sssm*— »*;     d'où    c»=6»+m'— n\......   (4); 

mais  l'égalité  (3)  donne      m  ss  a  zf.  n^ 

et  par  conséquent,  m*z=:  a^zp  aa/i  -f-  n\ 
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Sobslttuaiit  cette  valeur  dans  Téquation  (4),  on  obtient  enfin 

c»  =s  ft"  4-  a'  zp  lan. . . .   (5). 

Donc  le  carré  de  Fun  des  côtés  duh  triangle  quelconque  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côiés  ,  moins  ou 
PLUS  le  double  rectangle  du  coté  sur  lequel  on  a  abaissé  une 
perpendiculaire  ,  multiplié  par  le  segment  opposé  au  coté  que 
Von  veut  exprimer  aii  moyen  des  deux  autres. 

L'égaKté  (5)  comprend  sont  une  forme  très  concise  les  deux 
théorèmes  principaux  sur  les  triangles  obliquangles. 

7.  Le  problème  suivant  est  très  propre  à  faire  ressortir 
Futilité  de  FAlgèbre  dans  la  résolution  des  questions  de  Géo- 
métrie. 

On  propose  de  diviser  une  ligne  donnée  AB  {fig*  4  )  ^^  ^'6*  4- 
MOYENifE  £T  EXTRÊME  RAISON,   c'est-à-dire  en  deux  parties , 
dont  Fune  soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  droite  ent&re 
et  l'autre  partie. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  B  un  point  de  AB, 
déterminé  de  manière  qu'on  ait  la  proportion 

AB  :  AE  ::  ae  :  eb. 

Posons     AB=ra,     AE  =  J:;     d'où    EB=a  — jr. 

La  proportion  devient      a  l  x  il  x  l  a  —  x; 
d'oà  Von  déduit  Féquation      x*  se  â'  «-«  ox, 

qui,  étant  résolue  y  donne 


x  =  -f=hv/«'  +  ^ 


De  ces  deux  valeurs  fournies  par  la  résolution  de  l'équation, 
la  prentûère  est  la  seule  susceptible  de  satisfaire  à  l'énoncé  du 
problème  ytel  qu'il  a  été  établi;  car  la  seconde  est  négative  et 
numériquement  plus  grande  que  a  ;  d'où  il  suit  qu'elle  ne  peut 
exprimer  une  partie  de  la  droite  donnée  a.  *Nous  verrons  plus 
loin  par  qœlie  circonstance  cette  valeur  se  rattache  à  la  pre-« 
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mière,  et  comment  on  doit  Tintierpréter  ;  occupons-nous  donc 
seulement  de  la  valeur 


•a  /  a* 


et  voyons  ce  qu'elle  signifie  en  Géométrie. 

Ce  résuTtat  indique  évidemment  que,  pour  obtenir  la  valeur 
de  X  en  ligne ,  il  faut  retrancher  la  moitié  de  a,  de  l'expression 

^  '' 

tf*  +  -r-.  Mais,   en  vertu  de  la  propriété  principate  du 


I  * — 

triangle  rectangle,  \/«*4-y  représente  l'hypoténuse  d'un 

triangle  rectangle  dont  les  deui;  côtés  de  l'angle  droit  sont  a 


a 
et  -.< 

'.a 


De  là  il  est  aisé  de  conclure  la  construction  suivante  2 

A  t extrémité  B  de  la  ligne  AB  =  a ,  é/et^ex  une  perpendicu^ 

laire  BC  égale  à-diy  et  tirez  AC  ;  il  en  résulte 

a 


AC 


=  \/-^  +  T' 


Du  point  C  comme  centre,  avec  le  rayon  CÇ=:  -  ,  décrivez 
un  arc  de  cercle,  BD ,  qui  coupe  AC  au  point  "D;  vous  aurez 

AD 


=  AC-CD=v/a«  +  f-f 


Enfin ,  rabattez  par  un  arc  de  cercle  AD  de  A  en  E  ;  et  le 
point  £  sera  le  point  demandé. 

En  eifêt,  on  a 


AE 


=  AD=z=  t/a*  +  ^  — ^=  X. 
«  V  4       2 


II  est  à  remarquer  que  cette  construction  à  laquelle  ùa  est 
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parvaiu ,  est  précisément  celle  qu'on  donné  dans  les  élémens 
de  Géométrie.  Pour  Tobtenir  par  des  considérations  purement 
géométriques  ,•  il  faut  une  analyse  assez  délicate  ;  tandis  qu'à 
Taide  des  symboles  de  rAlgèbre ,  on  U  trouve  facilement  et 
sans  aucun  effort. 

C'est  aiAsi  qu'en  appelant  l'Algèbre  au  secours  de  la  Géomé- 
trie, on  parvient  souvent  à  résoudre  des  questions  qui,  autre- 
ment ,  exigeraient  des  raisonnemens  difficiles  et  compliqués. 

8.  En  réfléchissant  sur  la  manière  dont  la  dernière  ques- 
tion vient  d'être  traitée ,  on  voit  que  la  résolution  d'un  pro- 
blème de  Géométrie  par  le  secours  de  l'Algèbre ,  se  compose  de 
trois  parties  principales  : 

i^  —  Traduire  algébriquement  V énoncé  du  problème,  ou 
Iq  mettre  eh  équation. 

2**.  —  Résoudre  r équation  ou  les  équations,  suivant  que  l'é- 
noncé renferme  une  ou  plusieurs  inconnues. 

3**.  —  Construire  ou  évaluer  en  lignes  les  expressions  algé- 
briques auxquelles  on  est  parvenu. 

Souvent  il  faut  y  joindre  une  4*  partie  qui  a  pour  objet  la 
discussion  du  problème,  ou  l'examen  de  toutes  les  circons- 
tances qui  y  sont  relatives.  (  Voyez  le  n®  5.) 

Or,  il  en  est  des  problèmes  de  Géométrie  comme  des  pro- 
blème^ d'Algèbre ,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de  règles  bien 
fixes  pour  mettre  un  problème  en  équation.  Le  précepte  établi 
en  Algèbre  est  également  applicable  (  vojrez  n*  2  }  aux  pro- 
blèmes de  Géométrie;  mais  la  manière  de  le  mettre  en  pratique 
varie  suivant  les  différens  problèmes  qu'on  peut  avoir  à  ré- 
soudre. Cependant ,  nous  développerons  dans  le  troisième 
chapitre  une  méthode  générale  à  ce  sujet.  Dans  celui-ci ,  nous 
n'emploierons  que  des  artifices  particuliers  à  chaque  problème  ; 
mais ,  comme  ces  méthodes  ,  quoique  indirectes ,  donnent 
souvent  des  solutions  plus  simples  et  plus  élégantes  que  la 
méthode  générale ,  il  est  nécessaire  de  les  faire  connaître. 

Les  équations  une  fois  obtenues ,  ^n  peut  les  résoudre  d'a- 
près les  moyens  que  fournit  l'^lgèm'e.  Toutefois ,  les  com- 
mençans  ne  sauraient  trop  s'exercer  à  faire  les  calculs  adroite- 
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temeniy  ea  cherchant  à  dégager  le  plus  simpl^nent  potAtÙe 
le»  iitcoBiiuesy  des  équalions  qui  ont  été  établies» 

Quant  à  la  troisième  partie ,  qui  a  pour  objet  de  construire 
les  explosions  des  inconnues,  les  ifègles  à  siûiFre  sont  faciles 
et  eu  petit  nombre.  C'est  donc  par  le  développemeiit  de  cette 
dernière  partie  qu^il  convient  de  commencer. 

§  I".  Construction  des  expressions  algébriques. 

9.  Nous  ne  considérerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que 
des  expressions  rationnelles  ou  irrationnelles  du  second  degré, 
c'est-à-dire  des  résultats  provenant  d'équations  du  premier  ou 
du  second  degré. 

Les  expressions  élémentaires ,  c'est-à'dire  les  expressions  à 
la  construction  desquelles  on  peut  ramener  toutes  les  autres, 
sont  au  nombre  de  six,  savoir  : 

JL   •  j  é  ab       ^      a* 

c  c 

(Uy  by  Cj  d^...  exprimant  les  nombres  d'unités  linéaires  con- 
tenues dans  des  lignes  données); 

I  • .  —  Soit  à  construire  F  expression  x = a — ft +c — d-^  e .  • . 

Ce  résultat,  pouvant  être  mis  sous  la  forme 

Jr  =  û4-c4-e+...  — (b  +  d  +  ,.  ,)f 

re(Hrésente  la  ^Ufférence  entre  la  somme  faite  des  lignes  a,  c, 
e, . . . .  et  la  somme  faite  des  lignes  b^d,... 

D'abord,  pour  obtenir  une  ligne  égale  à  a-^c4-^+-  •  •  •  ; 
Fig.  5. prenez  sur  une  ligne  indéfinie  âX  (fg»  5),  et  à  partir  du 
point  A,  AB=a,  BCs:c,  GD  =  e;  vous  aurex  ainsi 

AD  s:  a  +  c  +  e. 
Portez  ensuite  de  D  vers  A,  D£=:6,  £F=:^,  ce  qui  donne 

BF  =  b  +  d-, 
il  en  résulte  nécessairement  AF  =  a  +  c  +  c—  (^  +  ^)  =  ^' 
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C^pestf  aarecla  iiiéaiela€Ui(éy  coostraire  les  expresnons 
x=i3af  x^=.5b. .  «  •  ;  tout  se  réduit  à  porter  la  ligoe  a  oa  b  à 
la  SBÎte  d'elle-tmeitiey  plosieurs  fois* 

Oa  a  vu  d'ailleurs ,  en  Géométrie ,  le  moyeu  de  diviser  une 
droite  donnée  en^a ,  3,  4>  ^r  *  •  •  parties  égales  ;.  ainsi ,  il  ne 

serait  pas  plus  difficile  de  constiiiire  les  résultats    x  =:  ^ , 
aa  3a 

Par  exemple,  pour  construire  la  dernière  expression,  il 
suffit  de  diviser  a  en  ^  parties  égales  et  de  prendre  3  de  ces 
parties ^  ou  bien,  de  prendre  une  ligne  égale  à  3a ,  qu^on  di^ 
iriserait  ensuite  en  7  parties  égales. 

2°.  -^  Soit  à  construire  h  résultat    a:  =  —  : 

c 

on  en  déduit  la  proportion      c  l  a  II  b  \x; 

d'où  l'on  Toit  que  x  est  une  ^^proportionnelle  aux  trois  lignes 
données  c,  a  etb. 

Pour  Vohiemtj  Jbrmêz  un  angle  indéfini  XAY  {fig,  6) ,  el  à  pig.  6. 
partir  du  point  A^  prenez  sur  AX^  AB  =:=  c,  AC  =  a>  />«/« 
^urAY,  AD  =  ^.  Tïn^jB  BD  el  menez  par /ej70<nl G,  CE/m»- 
raUhle  à  BD.  La  ligne  AE  sera  la  ligne  cherchée. 

£n  effet,  on  a ,  d'après  cette  construction ^ 

AB:AC::AD:AE,  ou  bien,  c:a::ô:AE;  d'où  AE  =  — =x. 

c 

AxJTîLixtvr.'^^Sur  une  ligne  indéfinie  ÀJLj  prenez  ABrric^  Fig.  ^. 
AGr=a.  Du  point  B  tirez  une  droite  quelconque  BY,  et  prenez 
BD  =  b.  Joignez  AD ,  et  par  le  point  G  menez  CE  parallèle  à 
BYr  La  ligne  G£  sera  la  ligne  demandée* 

Car  on  aura 

AB  :  AC  ::  bd  :  ce,    ou   c  :  a  ::  h  :  CEr 

3**.  — L expression    a:  ==— ,     ou    a:  = ,  est  une  3' 

proportionnelle  aux  deux  ligues  a  et  c,  puisqu'on  en  déduit 

c  :  ai:  alx. 
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La  construction  est  donc  la  itièiàe  qneceUe-  de  rexpreséion 
précédente. 

On  peut  toutefois,  dans  certaines  circonstances ,  lui  substi^ 
tuer  celle-ci  : 
Fig.  S.  5u^  ^nff  ligné  AB  =  c  ijiff.  8) ,  comme,  dimmhtre ,  àéerwes- 
une  defni'Circonférence ;  du  point  A  comme  centre,  et  avec  un 
retyon  AG  égal  à  a,,  décrispez  un  arc  de  cercle  qui  rencontre  la 
demi^circonférence  au  point  G  ;  puis  abaissée  la  perpéndicu^ 
laire  GD  sur  AB.  Vous  aurez  AD  pour  la  3*  proportionnelle 
denïandée. 

En  effet  j  le  triangle  rectangle  AGB  donne 


a* 


AB  :  AG  ::  ag  :  ad,  ou  c  :  a  ::  «  :  aD;  d'où  ad=— =  ar. 


c 


iV.  i?.— Ge  mode  de  construction  suppose  évidemment  que 

l'on  ait  a  «^  c  ;  et  on  ne  l'emploie  avec  avantage  qu'autant  que^ 

dans  la  figure  du  problème ,  il  existe  déjà  une  demi-circon— 

,     fe'rence  décrite  sur  ç  comme  diamètre^  parce  qu'alors  il  n'y  a 

réellement  que  là  perpendiculaire  GD  à  abaisser  C^). 

4**.  ^~Le  résultat  oirss  ^ ab  exprime  une  mienne  propoiH^ 
\         tionnelle  entre  a  et  6  ;  car  on  en  déduit 

a:»z=ûX^;     d'où'  a  :  a:  ::  x  :  ^. 

Pour  la  construire,  /prenez  sur  une    ligne  indéfinie  AX 

Fig.  9-  (Jig.  g)  deux  parties  AB  =  û,  BG  =  ô  ;  puis  sur  la  somme  AC 

de  ces  deux  parties,  comme  diamètre  ,  décrivez  une  demi-cir^ 

conférence  et  élevez  la  perpendiculaire  BD.  Vous  aurez  BD 

pour  la  ligne  chercbée. 


(*)  Qaand  on  a  au  contraire  a'^c,  la  constmction  peot  se  modifier  ainsi 
qn^il  suit  :  sar  une  droite  inde'finie  (Jig»  8)  prenez  AD  =s  c,  pnis  élevez  au 
point  D  une  perpendiculaire.  Du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 
à  a,  décrivez  nn  arc  de  cercle  qoi  coupe  la  perpendiculaire  en  un  f^oint  G, 
puis  tirez  GB  perpendiculaire  à  AG.  La  distance  AB  e&t  la  3«  proportion.-^ 
aelle  demandée  j  car  on  a . 

AG«        a* 


« 


^»-AD 


DES  EXPRESfilOIlS  AI^BRIQUES.  l3 

En  effet,  le  triftngle  rectangle  ADG  donne 

AB:DB;:DB:BC,  ou  «:DB,::DB:/);  d'où  db=v/û*=3c. 

* 

AOTBSXBBiT.-^  Sur  la  plus  grande  ligne ,  AB  =  d  (^g.  lo),  Fig,  lo. 
décrivez  une  ■demi'»circortférence  ;  prenez  sur  AB  une  partie 
ACs=s  b ,  et  élevez  en  C  la  perpendiculaire  CD.  La  corde  AD 
est  la  ligne  demandée. 

Carie  triangle  rectangle  ADB  donne 

AB  :  AD  ::  ad  :  AC,  ou  a  :  ad  ::  ad  :  b;  donc  XD=\/ab. 


5**. .  •  .^  =  V^a'  -)-  b^  exprime  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  dont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  a  et  b. 

Formez  un  angle  droit  (lKh{Jig,  ii);  f\xv& prenez  kh^=z a ^  Fig.  u. 
kQz^b,  et  tirez  F  hypoténuse  BC  ^  vous  aurez 


BC=   V^AB^  AC's=  t/a'  +  b^ssx. 


6**.  ...x=  V^a*  —  A'  est  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  a  et  l'autre 
côté  b.  ;.' 

PREMiêRE    CONSTRUCTION.  —  Trocez    un  angle   droit  XAT 
{Jig.  12)  ;  sur  AX prenez  AB  =  ft,  puis,  du  point  B  comme  Fig.  la. 
centre,  et  avec  a  pour  rayon,  décrivez  un. arc  de  cercle  qui 
coupe  AY  en  un  point  C.  Vous  aurez  AC  pour  la  ligne  de- 
mandée. 

En  effet,  cette  construction  donne 


AC  =\/bC  —  AB',     ou  bien ,     AC=  \/a^  —  b*=  x. 

Seconde  construction.  — Sur  AB  =  a  (Jig.  i3),  comme  ^\^^  ,3. 
diamhtre ,  décrivez   une    demi -circonférence;   à  partir  du 
point  Apprenez  une  corde  AC  sa  b.  L'autre  corde  CB  sera  la 
ligne  demandée.  Cela  est  évident. 

Troisième  construction.  —  L'expression  V^a* — b^  peut  se 
mettre  sous  la  forme  v/(a4-ô)  (a  — ^),  et  représente  une 
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mqyenn&proporiionnelie  entre  les d^u%li%w$(ii'+'byet{a'^). 
Fig,  14.  .  Sur  une  ligne  indéfinie  AX,  prenez  ABt=a  {Jig.  i4)j  e^ 
parlez  h  de  B  cw  depuis  de  B  en  D.  Décrivez  sur  AC,  comme 
diamètre,  une  d^mi-H^irconférence ,.  et  élevez  4m  point  D  /a 
'  perpendiculaire  D£.  Vous  4un»  1à  corde  AE  ^ur  la  Ugne  étr 
uândés^ 

Car  il  résulte  de  cette  construction 

AË  =  ACxAD  =  (û4-*)  ifl  —  b); 
d'où  kE=\/{a  +  b){a  —  b)z=zx. 

10.  De  la  constr action  des  expressioi^  l/<i*+ô*  et  V^a*—  6*, 
il  est  &cile  de  déduire  celle  du  résultat 


xz=Ya^  —  6»  +  c»  — d* 


a:  =  1/  a*  —  ^»  +  c»  —  é£*  + 


Fig.  i5.  D'abord,  ^ur  AB  =  a  (j(^.  il^ ,  comme  diamhire,  décrivez 
une  demi-circonférence,  et  à  partir  du  point  A  9  prenez  une 
corde  AC  =  &  ;  ^ww  tirez  Vautre  corde  BC.  Vous  aurez 

BC  =  V^a*  —  b*. 


Soi|  posé  |/a'  —  é'*  =  m  ;  il  eji  résulte  a*  —  t'=a^' , 
et  la  valeur  de  œ  devient    «  se  j/jfi »-f- 4^*-*- 1^  ^  ^*  ••-^  ..... 

Prolongez  ensuite  AC  et  une  partie  CD=sC|  /?«w  «ires  8D; 
vous  aurez 

BD=  V/m*+o»=  v/a»— 6»+c*. 

Soit  |/a»— ^*+c»5=  n  ;  d*où  a»_é«+c»  =  n'  ; 

il  en  résulte    x  =  yn^ — £f*+e* — . . . 

Maintenant,  #urBD,  comme  diamku^ ,  décrivez  une  demi^ 
circonférence  /  prenez  une  corde  DE  ;=  d,  et  lirez  BE.  Vdus 
aurez 

BE=  V^n»  — i;fv=  v/a»— 6»  +  c»— rf". 
Continuez  ainsi  cette  suite  de  eonstruttioBS  jusqu'à  ce  que 
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VOUS  soyez  parTenu  au  dernier  des  carrés  qui  entrent  sous  le 
radical  de  la  valeur  de  x.^ 

II.  La  construction  précédente  sert  principalement  à  éra* 
luer  en  lignes  les  radicaux  numériques, 
Soii ,  pour  premier  exemple ,  à  construire  x  =  v/ 1 5. 
On  peut  d'abord  mettre  cette  expression  sour  la  forme.  • . . 

:r=  ^5x3  9  et  elle  représente  ainsi  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  5  et  3. 

Mais  il  est  plus  simple  de  la  transformer  en  cette  autre  ex- 
pression :  «=  |/ 16  —  I  =  ï/(4)' ~  I  • 

Alors  tout  se  réduit  à  construire  un  triangle  rectangle  dont 
riiypoténuse  est  49  et  Tun  des  côtés  est  égal  à  i. 

On  trouvera  de  même 

\/i_=  t/4  +4—'       =  /(2)'+(2)'ll7=  y/  a-+b-^c^ , 

|/.ÏT=  j/g-fi-H        =^(3)*+i+i , 
1/43  =  ï/36+9-.i-i  =v/(6r+(3r-i-i. 

L'artifice  consiste  à  décomposer  le  nombre  sous  le  radical^ 
dans  la  somme  algébrique  de  plusieurs  carrés ,  ce  qui  est  tou- 
jours possible. 
'  On  démontre  même  dans  l'analyse  algébrique ,  que  tout 
nombre  entier,  s'il  n'est  pas  un  carré ,  estdécomposable  dans 
la  somme  de  deux,  trois,  ou  quatre  carrés  au  plus. 

iS.  Nous  sommes  actuellement  en  état  de  construire  les 
expressions  algébriques  les  plus  compliquées. 
Commençons  par  les  monômes  rationnels, 

^abc 
Soit  proposée  1  expression     jp=     ,    . 

^1  1    r  ^ob      c 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme    x  =  -^  X  -• 

Or,  —y-  exprime  évidemment  une  i^  proportionnelle  aux 
trois  lignes  d^  %a^  et  b. 


t6  .coirsTAircflov 

Soit  donc  cette  ligne  construite  ,  et  posons  -^  =r  m  ;  il  en 

c         ' 
Tésnlte    aras  m  X  - ,     qui  exprime  encore  une  4*  proppr^ 

/ 

tionneUe aux  trois  lignes  e  y  met  c. 
Soit  encore  à  construire    x  =^ 


V 


r>  .  .        ,  ^a*       a       b        b       c 

Cette  expression  revient  à  or  =  -=-t  X-;X-7:X-?X-« 
/  ^d       d      f      f      ^ 

D'abord, -r^,  ou — 5-7 — exprime  une  ^  proportionnelle 

? 

aux  lignes  3^,  20,  et  a. 

Posant  ^=«.     oaa 

a       b        h       c 

d      f       f       g 
Or  m  X  -j  repre'sente  wwe  4*  proportionnelle  aux  lignes,  J, 
m,  et  â. 
Soit    m  X  j=  w  i    il  en  résulte^ 

b       b       C 
j:  =  n  X-?X-?X  -• 

f      f      S 


En  continuant  ainsi ,  l'on  parviendra  ,  à  l'aide  de  cinq  4*' 
proportionnelles,  à  une  dernière  ligne  qui  représentera  la 
valeur  proposée. 

N.  B.  —  Le  nombre  des  4*"  proportionnelles  est  toujours 
marqué  par  le  degré ,  ou  par  la  somme  des  exposons  du  dénp^ 
minateur. 

15.  Passons  aux  expressions  fractionnaires  polynômes. 

Soit  à  construire  x  = ; — ^,—7— .  ' 

a* —  aa6  +  A' 

On  peut  d'abord  l'écrire  ainsi  : 

7  /  b*c\ 

a^lia  4.  3é  4.  -— J 


(„-,.+^) 


■  r 
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Si ,  aprèâ  avoir  supprimé  le  facleur  a  commiui  aia  Ûi^x 

b*c  A* 

termes ,  on  pose  -—^  =;=  m ,     —  =z=  «,     il  en  résulte 


a' 


et  cette  expression  représente  alors  unê^^  proporiionnelie  aux 

trois  lignes  a  -—  26  -f-  n ,  â,  et  aa  •—  36  <4*  ^> 

Quant  aux  deux  lignes  m  et  n,  on  peut  les  construire  facile- 
ment, d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  mettre  en  ^w- 
dence,  au  numérateur  et  au  dénominateur^  tous  les  focteurs 
Uitéraux,  moins  un,  qui  entrent  dans  F  un  des  termes. 

Il  faut  toutefois  avoir  le  soin  de  feiire  ressortir  lu.  lettre  qui 
entre  le  plus  de  fois  comme  facteur  dans  les  deux  termes  de 
la  fraction,  parce  qu'alors  il  y  a  moins  de  constructions  par- 
lieUes ,  à  cause  des  réductions  qui  se  présentent;  mais  ces 
simplifications  demandent  de  l'habitude. 

On  trouvera  pareillement  que  Texpression 


X 


a^'-^^cfb'^^ab^c-^b^cd  ^^«(m^it+ac— />) 


en  nlettant  le  facteur  ab^  en  évidence  au  numérateur  et  le 
facteur  b*  en  évidence  au  dénominateur,  puis  posant 

a?  an*  cd  l^c^  c'^d 

Ces  dernières  expressions  étant  consti*uites,  on  en  déduit  la 
valeur  de  x^  qui  est  une  4*  proportionnelle  aux  trois  lignes 
2a— 3i— jT-J-r,  û,  et  m— n+2^?— i?. 

On  peut  remarquer  qu'il  y  a  beaucoup  d'analogie  entre  ces 
transformations  et  celles  qu'on  exécute  pour  rendre  les  expres- 
sions algébriques  calculables  par  logarithmes. 

14.  Considérons  maintenant  les  expressions  radieales  du 
second  degré. 


•     / 


i8  coNsmvcTioii 

Soit,  premièrenient,  l^expressioii    xss  {/a^-^bd* 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme  x  =  W  afa J  ; 

et  si  l'on  pose  —  2=  m  »  ^ig^^^  facile  à  construice  y  il  en  résulte 

expression  qui  représente  une  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  lignes  a  et  â  —  m. 

AuTBEMERT.  —  Soit»  fait  w.' = bdy  il  vient  x  k=  |/a* — «•  * 

d'rà  Fon  voit  qu'après  avoir  eonstrutt  une  moyenne  propor- 
tionnelle n  entre  be%  d^  il^  suffit  de  déterminer  Ftin  dès  côtés 
de  l'angle  droit  d^un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoté- 
nuse tf ,  et  n  pour  autre  côté. 

Soit  en  second  heu,     x  =  1/ r- . 

Cette  expression  revient  à  celle-ci  : 


X=}Jl 


Or  on  a 


b{a^b) S^ITS'  ' 

quantité  qu'on  peut  construire  aisément  d'après  ce  qui  a  été 
dit  n""  15. 

Désignant  donc  cette  quantité  ou  cette  ligne  par  m,  on  ob- 
tient X  =  }/b  X  999  expression  facile  à  construire. 

En  général,,  pour  toute  expression  radicale  du  second  de^ 

gré,  il  suffit  de  mettre  en  évidence,  sou&  le  radical,,  un  des . 

facteurs  littéraux  qui  entrent  dans  les  termes  du  numérateur, 

é^fÊût  eiMUiple  ;  te  second  facteur  sous  le  radical  est  alors  une 

expression  rationnelle  qu^ il  faut  construire  et  désigna  ensuite 
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ptit  vme  lettre  m  ;  la  question  se  rëdmt  fi»alwsnt:â  omislmire 


iV.  ff . — Si  Ton  avait  une  expression  telle  que    x 


=«V^. 


il  faudrait  commencer  par  faire  passer  lé  coefficient  a  sous  le 
radical;  ce  qui  donnerait 


r=  ^^  =  1/ J3<^, 


en  posant  et  construisant    m  =  — > — . 


RemarpiB  iikportanie  sur  fnoiiûGi&sÉiTs. 

15.  Dans  toutes  les  expressions  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé de  construire  >  nous  avons  suppose  » 

i"*.  —  Tous  les  termes  du  numérateur,  de  même  degré  entre 
eux,  ainsi  que  tous  ceux  du  dénominateur  ;  2^.  —  le  def;ré  du 
numérateur  plus  grand  que  celui  du  dénominateur ,  d'une 
unité  pour  les  expressions  rationnelles ,  et  de  deux  unités  pour 
les  radicaux. 

Une  expression  est  dite  BOKOGiifE  lorsque  ces  deux  condi- 
tions sont  remplies  ;  et  elles  le  sont,  toutes  les  fois  que,  dans 
la  traduction  algébrique  de  l'énoncé  du  problème ,  on  a  dé" 
signé  par  une  lettre  chacune  des  lignes  qu'on  a  dû  foire  entrer 
en  considération.  Il  suffit,  pour  se  convainore  de  la  vérité  de  ^ 
cette  assertion^  de  réfléchir  sur  la  nature  des . relations  que 
fournit  la  Géométrie  pour  la  mise  d'un  problème  en  équation. 
Ce  sont,  en  effet,  ou  des  proportions  entre  des  lignes  exprimées 
chacune  par  une  lettre ,  ou  bien ,  des  égalités  entre  des  sur- 
faces (telles  que  la  proposition  du  carré  de  rhypotéifuse  et 
celles  qui  en  dépendent).  Mais  une  surface  est  touîours  ex- 
primée, soit  parle  carré  d'une  ligne,  comme  a*,  soit  par  le 
produit  de  deux  lignes,  comme  ab\  donc  les  équations  du 
problème  doivent  être  elles-mêmes  homogènes,  c'est-à*dire 
que  tous  leurs  termes  doivent  être  de  même  degré.  D'ailleurs , 
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on  sait  que  toutes  les  transformations  exécutées  sur  des  quan- 
tités homogènes  conduisent  nécessairement  à  des. résultats 
homogènes.     -         •    i 

B 
Ainsi ,  soit  jr  r=  -j  ^  d'où  Â:r  s=  B,     le  résultat  auquel  on 

est  parvenu  pour  Tune  des  inconnues. 

I**. . .  B  et  A  doivent  être  séparément  homogènes; 

2?. .  •  Comme  a:  exprime  déjà  une  ligne ,  il  faut  que  A  soit 
d'un  degré  moindre  dune  unité  que  B  ;  autrement ,  l'équa- 
tion Ax  =  B  ne  serait  pas  homogène.       , 

Donc  enfin,  dans  l'expression  :r  =  -r,  les  deux  condi- 
tions énoncées  ci-dessus  doivent  être  satisfaites. 

Quant  aux  radicaux  du  second  degré  qui  peuvent  être  géné- 
ralement représentés  par  x  =  V/ A ,  comme  on  en  déduit 
a:'=  A,  et  que  le  premier  membre  a^  exprime  une  surface ,  il 
s'ensuit  que  le  second  membre  A  doit  aussi  exprimer  une  sur- 
face. Donc,  si  A  est  fractionnaire,  le  degré  du  numérateur 
doit  surpasser  de  deux  unités  celui  du  dénominateur. 

Mais  si ,  dans  la  vue  de  rendre  les  calculs  plus  simples ,  on 
convient  de  prendre  pour  unité  l'une  des  lignes  que  l'énoncé  du 
problème  prescrit  de  faire  entrer  dans  le  calcul  ^  comme  les 
diverses  puissances  de  i  sont  égales  à  i ,  le  degré  de  chacun 
des  termes  où  cette  cligne  se  trouvait  élevée  à  diverses  puis- 
sances, doit  nécessairement  diminuer  d'i^ne  ou  de  plusieurs 
unités  ;  et ,  dans  le  résultat  obtenu  pour  la  valeur  de  l'incon- 
nue ,  les  deux  conditions  de  Vhomogénéité  doivent,  en  géné- 
ral ,  cesser  d'exister. 

Par  exemple ,  si  dans  les  expressions 

^ab       _  aa^&'c        _a*—bd       _  ^  /g^— a6*c+3F 
^—T'  ^~M^g'  ^—~V^'  ^-"  V         ï=^^        ' 

on  suppose  6  =  i ,  elles  se  réduisent  à 


a       ^ific 

4 


é'-^d  /fl^  — 2C4-3 

c  V       fl—  I 
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Cependant ,  comme  la  construction  de  la  ligne  cherchée  dé^ 
pend  des  grandeurs  de  toutes  les  lignes  données,  et  en  parti- 
culier, de  la  ligne  prise  pour  uniié  ,  il  faut  préalablement  la 
rétablir  dans  l'expression  de  x  ;  ce  qui  n'offre  aucune  diffi- 
culté ,  car  y  en  désignant  cette  ligne  par  une  lettre  y  m ,  par 
exemple,  il  suffit  de  Fintroduire  dans  les  différens  termes, 
comme  facteur,  à  une  puissance  àtun  degré  tel  que  les  deux 
conditions  dhomogénéité  soient  remplies. 

Ainsi ,  soit  1  expression    x  -ssi  — .       — , 

qui  n'est  pas  homogène,  parce  qu'on  a  supposé  Tune  des  lignes 
de  la  question ,  égale  à  i. 

Puisque  l'un  des  termes  du  numérateur  est  du  3*  degré,  et 
qu'un  de  ceux  du  dénominateur  est  du  a*  degré ,  tous  les  au- 
tres termes  doivent  être  respectivement  ramenés  à  ces  mêmes 
degrés. 

Donc,  en  désignant  par  m  la  ligne  prise  pour  unité,  on  a 

„                                û*— 2flm*  +  3éiî»i 
pour  1  expression      x=: ^     — —^     qui  peut  se 

construire  d'après  les  règles  établies  précédemment. 

De  même ,     x  =s  -5 ,    ,  ^  devient  —s — t    .  .    >. — * 


o  '  .  Iaej~ce        oV 


Chacun  des  termes,  sous  le  radical,  devant  être  du  a*  degré> 

-  aef        aefin 

on  iranstormera  -?—  en 


bd 


ce       cem^     a^f      a^f 


w  •  fs     fe 


l'eipression  deviendra 


bd 


cem^ 


dm?' 


Posant  aloE& 


s 


as 
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j,  «  .  /ce         iw* 

,     dou     î=  y^y  X  —, 


î*  ?=  -7^—    ===  -y  X  — - 


d'où    r  qes 


et  construisant /i;  7,  r»  d'apirès  les  principes  connus,  on  ob- 
tiendra pour  X  la  valeur  ^sfs  ^p^^tf  ^w^^  expression  qui 
rentre  dans  celle  du  n^  10. 

It.  N.  B.  —Dès  qu'on  applique  l'Algèbre  à  une  question 
4e  Géométifpie  9  la  représentation  des  lignes  de  l'énoncé  par 
des  lettres /suppose  foujours  qu'on  ait  pris  une  certaine  ligne 
pour  unité;  mais  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

Ou  le  résultat  auquel  on  parvient,  pour  l'expression  de 
l'inconnue,  est  homogène^  ou  bien,  il  ne  l'est  pas. 

Dans  le  premier  cas  >  la  connaissance  de  la  ligue  prise  pour 
lUiité  C|t  ii^îfférente  à  la  construction  du  réattllat 

Dans  le  second,  cette  ligne  est^  pour  aiiusi  dire,  en  évi- 
dence i  et  spn  introduction  dans  ]e  résultat  est  indispensable 
pour  la  consti^^ttctiûiiit 

On  doit  donc ,  jusqu'à  un  certain  point ,  distinguer  deux 
espèces  d'unités  linéaires  :  IHit^E  qi^Vm  peut  appeler  Yunité  im- 
plicite:  c'est  celle  qui  correspond  à  des  résultats  immédia-r 
tement  homogènes ,  et  que  la  représentation  algébrique  des 
ligq^çft  suppose  toujours,  au  moins  d'une  manière  tacite; 
Vautrk^  qm  aexait  alors  Vumié  explicite  ;  c'est  une  des  lig^nes 
données  de  la  question ,  e%  que,  pour  simplifier  le  calcul ,  on 
a  jugé  à  propos  de  faire  égale  à  i.  Son  rétablissement  dans  le. 
résultat  du  calcul  est  toujours  facile,  au  moyen  des  deux 
conditions  d'honiogénéité. 

Nous  aurons  souvent,  surtout  dans  le  2*  chapitre ,  occasion 
d'appliquer  ces  derniers  principes. 
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17.  Construction  des  équaUoms  da  second  degré  à  une  inconnme. 
Quoique  les  règles  établies  précédemment  suffisent  à  la  rigueur  pour  1^ 
construction  des  résultats  auxquels  on  est  conduit  par  la  résolution  d^une 
équation  ^  soit  du  i®'^  soit  du  ^*  degré  (  puisque  ces  résultats  sont  toiqottrSy 
ou  des  expressions  rationnelles,  ondes  expressions  irrationnelles  du  second 
degré) ,  il  n'est  pas  inutile  de  faire  connaître  une  construction  qui  se  déduit 
de  Féquation  elle-ttêmé  sans  qu'on  soit  obligé  de  résoudre  éétte  dernière; 
parce  qu'il  y  a  des  oi)^ofistan«ces  nù  cette  construction  dontoe  liëù  à  Ubè  so- 
lution plus  simple  et  ^us  élégante  du  prolllème. 

Remarquons  d'abord  que»  tonte  équation  du  second  degré  pouvant  être 
ramenée  à  la  forme 

k*  àz  px  :ss:  ±1  if , 

(les  signes  des  differens  termes  «ont  mis  en  évtd^ce)>  sa  construction 
exige  quVn  la  rende  homogàne.  Or,  par  hypothèse,  x  exprime  une  certaine 
ligne  9  donc  il  faut  que  p  représente  aussi  une  ligne,  et  g  une  surface  qu'on 
peut  toigours  supposer  transformée  en  un  carré  k*  ;  et '«dors  l'équation 
devient 

X*  d:  p*  =  d:  *«  ; 

ce  qui  donâe  lieu  y  par  rapport  aux  signes  y  aux  quatre  é^pÉtiens  auivantês  : 

X*  +  ;?«  =  -h  **...     (i),  X»  4- /»x  =s  —  A»...     (3), 

X*—  /7x  =:  -f-  Je*.,,     (a),  X»  —  /?x  =  —  Jt*...     (4). 

P^aiUeui» ,  il  est  aisé  dé  voir  que  les  racines  des  deux  équations  (i)  et  (3) 
ne  diffèrent  que  parle  signe,  de  celles  des  équations  (a)  et (4)  ;  etct»mné> 
pour  Ift  moment,  nou»  ne  voulons  que  connaître  en  lignaa  let  ««Inrt  mb- 
MOhies&èB  fWoiWbêi  il  B'êfttuit  que  la  question  se  réduit  à  emèsMiite  le»  racittev 
des  équfttioné  (9)  et  (4)* 
Considérons  donc ,  en  premier  lieu ,  l'équation  (1) 

ou  x>  —  /);x  SS  -fi  *». 

Elle  peut  être  miae  sons  la  forme  x  (x  «*  />  )  ss  4-  it*  ;  et  traduite  en  Géo- 
métrie ,  elle  revient  à  cet  énoncé  :  Construire  un  rectangle  connaissant  la 
différence  p  de  ses  côtés  eoniîgus,  et  sa  surface  k».  Car,  si  l'on  appelle  «le 
plus  grand  côté,  x— /^  exprime  le  plus  petit;  x(x— «^)  est  une  seconde 
expression  de  sa  surface  qu'on  a  déjà  supposée  égale  à  un  carré  donné  A;*. 

Cela  posé,  pour  résoudre  ce  problème,  décrivez  sur  une  droite  AB=zp 
ifg-  16),  comme  diamètre,  une  circonférence  entière ^  élevez  au  point  A  une  Yi»,  i6\ 
perpendiculaire   ÀCsk/^f  mencB  par  le  centre  O  la  sécante  iXHD.  Vous 
aurez  CD  pour  la  racine  positive  de  réquatioh ,  et  CE  poUr  là  videur  absolue 
de  la  racine  négative. 

En  effet,  on  a  évidemment  la  proportion 

CD  :  AC  ::  AC    ce,     «u    a>  :  a  ::  a  :  qd^  ;>, 
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ce  qui  donne  CD  (CD  ^  p)  =i  k*  ^ 

d'où  Ton  voit  que  CD  Térifie  ^équation 

X  (x  —  /?)  =  k*. 


La  proportion 
revient  encore  à  celle-ci 
d'où  résulte  Pégalité' 
ou  bien  encore , 


CD  r  AC  ::  AC  t  ce, 

Œ-hp  :  kiik  :  CE, 

CÇ(  CE -+.;»)     =*., 
—  CE  (—CE—;»)  =  *«,• 


donc  —  CE  ^vérifie  aussi  Tëquation     x  (x  ^  p)  r=  k*. 

•AT.  B,  —  Il  est  évident  que  la  construction  précédente  est  toiyours  pas- 
sible ;  et,  en  effet ,  les  deux  racines  de  la  proposée  sont  nécessairement 
réelles ,  quelles  que  soient  les  grandeurs  depetk. 

Les  racines  de  Féquation  (^)  you  x*  ^  px  ss  k», 

seraient 4'ailleufs  —CD  et  +CE. 

Soit^  en  second  lien,  Féquation  (4)  ou 

X*  —  ;?ar  =  •—  A:». 

On  peut  y  en  chfDgeant  les  signes ,  la  ramener  k  x  (;i— ar)  ==  A*  ;  et^souê 
cette  nouvelle  forme,  elle  est  la  traduction  algébrique  de  cet  énoncé  :  Cons- 
truire un  rectangle  connaissant  la  somme  p  de  deux  côtés  eontigus  et  sa  sur-- 
face  k*.  Car,  si  Ton  appelle  x  Tun  quelconque  des  côtés,  p  —  or  est  Fex* 
pression  du  second;  ainsi  sa  surface  a  j)our  valeur  «(/'-r^'x),  et,  l'on  obtient 
Féquation  ci-dessus. 
Fig.  17.      Pour  la  construire  ,  déocives  sur  une  droite  AB  z^  p  {fig,  17),  comme,  diar 
/nèti'e,  une  demi-circonférence;  élevez  au  poiM  A  tufe  perpendiculaire  AC;=:ky. 
et  menez  par  le  point  C  la  droite  CD  parallèle  à  AB  ;  abaisses  offin  la  peu- 
pendievdaire  DG.  Vous  obtiendrez  AGet  GB  pour  les.dçuj^  rai^injss  ^  la 
proposée. 

En  effet,  cette  construction  donne  évidemment  la  proportion 

AG  :  DG  ::  DG  :  GB,    ou  bien    AG  :  A:  X  A:  :  />  —  AG; 


AG(;p  — AG)  =  A:>, 


d'où  Von  déduit  Pégalité 

qui ,  comparée  avec  Téquaiion 

lionne  évidemment     x  ==  AG. 

La  même  proportion  revient  encore  à 

d'où  Pon  déduit  l'égalité 

qui ,  comparée  à  l'équation 

donne  également     x  =s  GB. 

Les  deux  racines  de  l'équation  (3  )  ou  x>  «f-^ix  =  —  k*  {  qui  sont  négt^ti- 
yes),  seriiîentrapréçentéQspajr— fAGet  — GB. 


/i-GB  :  *  ::  A:  :  GB, 

GB(/^— GB)  =  A:«, 
x(^  — x)     z=zk\ 
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îf*  B.  -^  La  eonstmction  ne   donnerait  auean  résultai  ù  .  Ton   avril 

k  >  ^,  puisque  alors  la  parallèle  O)  ne  reneontrerait  plus  la  circj^ference^ 

et  en  effet  •  dans  le  cas  de  A:  ^  ~ ,  d^où  A"  >  ^  •  les  deux  racines  sont  Ima- 

ginaires. 

Si  Ton  aTait     A:  =:  ^ ,    ou    à*  =:  ^ ,  la  parallèle  CD  de? iendrait  tan- 
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gente  au  point  I ,  et  les  deux  racines  seraient  égales  à  AQ  et  OB. 

18.  Scolie  général.  **  Les  principes  que  non^venons  d'é- 
tablir sont  suffisans  pour  la  construction  de  tous  les  problèmes 
dont  les  équations  conduisent  à  des  résultats  rationnels,  ou  à 
des  expressions  irrationnelles  du  second  degré.  Nous  ajouterons 
cependant  une  observation  ;  c'est  que ,  dans  chaque  problème, 
il  faut  tâcher  de  faire  servir  la  figure  de  l'énoncé  à  la  construc- 
lio^  des  résultats  ;  car  c'est  ordinairement  dans  la  liaison  plus 
ou  moins  directe  entre  la  construction  et  la  figure,  que  c6n« 
siste  le  plus  ou  moins  d'élégance  de  la  solution  du  problème 
par  le  secours  de  l'Algèbre  :  les  problèmes  soÎTans  en  fourni- 
ront des  exemples. 

§.  II.  Résolution  de  diverses  questions  relatives  à  la 

ligne  droite  et  au  cercle. 

C'iest  e^  proposant  d'abord  quelques  problèmes  particuliers 
et  faisant  ensuite  quelques  réflexions  sur  la  manière  dont  ces 
problèmes  ont  été  résolus ,  qu'on  peut  initier  les  commençans 
dans  les  méthodes  de  rAppLiCàTioF. 

19.  Premieb  problème.  —  Inscrite  un  carré  dans  un  triangle 
donné  ABC  {Jîg.  i8)  ;  c'est-à-dire,  trouver  sur  le  cAte  AB  un  Fig.  i8. 
point  E  tel ,  que  si  l'on  mène  EF  parallèle  à  BC,  et  EG,  FH, 
perpendiculaires  sur  BG,  la  figure  GEFH  soit  un  carré. 

Supposons  le  problème  résolu ,  et  abaissons  du  sommet  A 
la  hauteur  AD  du  triangle.  Il  est  évident  que  si  le  point  I  était 
déterminé  de  position,  il  en  serait  de  même  de  EF,  et  par  con- 
$équent  du  carré  cherché.    ' 

Posons  donc    DI.:=;  EG  ==  EF  s;:  ;r ,     et  tâchons  d'obtenir 
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ou^  iKioUipliant  les  dçux  premiers  ternies  par  AD, 

MA  X  AD  ;  âd'  ::  AB  :  AB  —  DE. 

Or ,  quoique  nous  ne  connaissions  pas  les  longueurs  de  MA 
et  ÂDy  le  rectangle  MA  X  AD  n'en  est  pas  moins  connu  ;  cftr 
si  y  du  point  A  qui  est  déterminé  de  position,  nous  menons  la 
tangente  ALy  ce  qui  est  permis,  nous  avons,  d'après  un  théo- 
rème de  Géométrie,  MA  X  AD  =  AL=sm*  (en  désignant 
par  m  la  nouvelle  ligne  connue  AL  ). 

On  a  d'ailleurs 

a!d  =  x^+j*,     AB  =  â,     DEss2DIs=a(6  — â:); 
d'où  ÂB-^lJE  =  a  —  2b  +  ^x. 

Ainsi,  la  proportion  ci-dessus  devient 

TO*  :  «•  +  j^  ::  a  l  a  -^  2b  +  ^x; 

d'où  Ton  tire      /n*  (a  —  26  -(-  ^^r)  5=  a  (ar'  +  J""*)  >'  •  •  •  •  •  (î^) 

telle  est  la  seconde  équation  du  problème. 

On  peut  faire  subir  quelques  simplifications  aux  équations 
(1)  et  (2). 

1^. —  L'équation  (i)  étant  développée^  devient 

a:*  +  j^*  =  abx  +•  T^cjr  —  (6*  -|-  c?  — ^  r')  ; 
on  a  d'ailleurs  pour  la  seconde, 


m* 


X»  +  j^  =  —  (aa:  +  «  —  2*). 

Cela  posé,  1®.  le  triangle  ACF  (fig.  19)  donné  AG=fr"+c*, 

et  le  triangle  ACL,  AL'ou  m*= AC  —  LC '=  *•  +  c»  --  r»; 

m' 
.  .  n?.  —  La  quantité  —  est  une  troisihne  proporitormelle 

,  m* 

quon  peut  supposer  construite,  et  en  posant  —  =.  n  9   on 

obtient  m*  zss  an. 
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Par  là ,  on  obtient  poar  les  deux  e'€|ttat!on8, 

^*  +  J"*  =  ^bx    +  2cy  —  an (3), 

or*  +  j^»  =  ii(2X  +  a  —  a*) •  (4). 

Égalant  entre  elles  ces  deux  valenis  de  Jt*  -f- j^,  on  trouve, 
toute  réduction  faite, 

{b  —  n)  ar  +  ç;^  =  n  (a  — *  ft).  •'. .  (5), 

équation  qui  n'est  que  du  premier  degré  dn  x^jy  et  qui  peut  ^ 
remplacer  l'équation  (3)  ;  en  sorte  que  la  question  est  ramenée 
à  éliminer^  entre  les  deux  équations  (4)  et  (5).  L*equation  en 
X  que  Ton  obtiendra  ainsi ,  étant  résolue,  fera  connaître  la 
distance  AG,  et  par  suite  la  position  du  point  D. 

Si  l'on  effectue  cette  élimination  qui  n'offre  aucune  diffi-^ 
culte,  Ton  trouvera  pour  équation  finale  en  or, 

[c*  +  (n  —  6)*]  +  an  [(n  —  b){a  —  b)  —  c^  x 

-=«[(«  —  ai)  c^  —  n{a  —  A)*]. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  la  résolution  de  cette 
équation ,  parce  que  le  résultat  qu'on  obtiendrait  serait  très 
compliqué^  et  que  sa  construction,  déduite  des  principes  qui 
ont  été  établis  précédemment,  n'offrirait  aucun  intérêt  (^). 

Second  mqyen  de  résolution  du  problème  proposé. 

Supposons  toujours  le  problème  résolu ,  et  soit  D  (Jig:  ao)  ^^.  ^^^ 
le  point  demandé.  Menons  en  ce  point  la  tangente  DK ,  et  par  ' 
le  point  A  la  tangente  AL ,  comme  dans  l'analyse  précédente. 

Les  deux  triangles  ABM,  ADK,  sont  semblables  ;  car  ils  ont 
l'angle  A  commun  ;  de  plus ,  ARIXsaKDE ,  par  la  propriété 
des  angles  alternes  internes  ;  mais  KDE  et  DME  sont  égaux 
comme  ayant  même  mesure  ;  ainsi  AKD  =  DME  ou  AMB. 

On  a  ddnc  la  proportion    AB  :  AD  ::  AM  :  AK, 

d'où  l'on  tire 

AB  X  AK  =  AD  X  AM  =  ÂL.' 


(^  Nous  renvoyons  au  n^  182  poor  la  eonstruction  géométrique  des  équa- 
tions (i)  et  (a). 
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a  yb  ::  a —  m  :\r, 

en  prenant  BAC  pour  Fangle  de  construction^  jmisque  Ton  a 
déjà  AB  =  a,     AC  =  ô.  " 

A  partir  du  point  B  sur  BA ,  prenez  une  partie  BG  égale 
à  m;  il  en  résulte  AG=a  — m  ;  menez  ensuite  GD  parallèle 
à  BG  ;  le  point  D  sera  le  point  demandé. 

En  effet,  on  a  la  proportion    AB  :  AC  ::  AG  :  AD,      , 
d'où      a  :  b  ::  a  -^  m  :  AP;     donc    AD  ==  x. 

Il  est  visible  d'ailleurs  que ,  si  Ton  mène  DE  parallèle  à  *AB, 
l'on  a  DE  =  GB  =  m. 

Discussion  du  résultat.  —Tant  qu'on  aura  m  <^  a  ou  AB,  la 
valeur  de  X  sera  positive,  et  pourra  être  construite  comme 
précédemment. 

Si  Ton  suppose  m=a,  la  valeur  de  x  se  réduit  à  o,  et  le 
point  D  se  confond  avec  le  point  A  ;  ce  qui  est  évident,  puis- 
que la  ligne  AB  satisfait  à  la  question. 

Soit  maintenant  m>  a,  la  valeur  de  x  devient  négative, 
et  peut  (le  signe  étant  mis  en  évidence)  prendre  la  forme 

b  (m  —  a) 
a  . 

Pour  interpréter  ce  résultat,  il  faut,  en  vertu  des  principes 
établis  en  Algèbre  (  voyez  la  8*  édition  de  inon  Algèbre)  ,  re« 
monter  à  l'équation  du  problème,  ou  à  la  proportion 

*  :  «  ::  ô  —  ^  :  m, 

s 

et  y  changer  xen^-^x;  ce  qui  donne 

b  l  a  II  b  '•^^  X  l  m. 

Or,  6  — âr^  qui  exprimait  la  distance  CD,  devenant  b  4*^» 
représente  maintenant  la  somme  de  deux  lignes  ;  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  qu'autant  que  le  point  cherché  se  trouve  en 
D' sur  1^  prolongement  de  CA ,  c'est-à-dire  en  sens  contraire  de 
celui  où  il  était  d'abord  placé. 
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Cette  modification  une  fois  établie  dans  la  proportion ,  on 
cnde'dait    a*-|-<wrass*w,     d'où    x  =  ^ -. 

Quant  à  la  construction  de  ce  résultat ,  il  suffit  de  porter, 
à  partir  du  point  B^  la  ligne  donnée  m  de  B  en  G',  ce  qui 
donne  AG'=m  —  a,  puis  de  mener  GD'  parallèle  à  BC.  Le 
point  D'  est  le  point  demandé,  c'est-à-dire  que  D^E'  parallèle 
à  ABy  est  égale  à  m.  Gela  est  d'ailleurs  évident. 

a4*  Remarque •'^hdi  solution  négative  qu'on  a  obtenue  dans 
le  cas  de  m  ^  a ,  n'indique  pas  une  rectification  à  faire  dans 
l'énoncé  de  la  question  (car,  quelle  que  soit  la  grandeur 
de  fit,  il  est  évidemment  toujours  possible  de  placer  cjtte  ligne 
dans  l'angle  AGB,  parallèlement  à  AB,  en  prolongeant  les 
deux  c6té8,  si  cela  est  jiécessaire) ,  mais  bien  une  dif£ârence 
de  position  du  point  D  par  rapport  au  point  fixe  A,  suivant  la 
grandeur  de  m.  Ainsi ,  lorsque,  pour  résoudre  le  problème, 
on  suppose  le  point  D  au-dessus  du  point  A ,  cette  position 
est  exacte  tant  que  l'on  a  m  ^  a  ;  mais  elle  devient  fausse 
dès  qu'on  a  m  ^  a  ;  et  le  signe  —  obtenu  dans  ce  cas ,  sert 
à  rectifier  cette  position ,  en  indiquant  que  la  distance  du 
point  donné  au  point  inconnu  y  doit  être  portée  en  sens  con^ 
traire  de  celui  ou  elle  avait  été  d'' abord  portée. 

Gela  est  si  vrai ,  qu'on  peut  éviter  tout  résultat  Aégatif  en 
fixant  convenablement  un  autre  point  de  départ,  par  exemple, 
en  prenant  GD  au  lieu  de  AD  pour  inconnue. 

En  efiet,  soitGD=x',  les  autres  notations  restant  les  mêmes, 

on  a  b  l  a  II  X  l  m,     d  ou     :»:= , 

a 

résultat  qui  est  essentiellement  positif,  quelles  que  soient  les 
grandeurs  relatives  de  a,  6,  m. 

Tant  que  l'on  aura  m  <^  <z,  la  valeur  de  x'  sera  plus  petite 
que  b;  et  après  l'avoir  construite ,  si  on  la  porte  sur  CA,  à  par- 
tir du  point  G ,  l'extrémité  D  tombera  au-dessus  de  A  ;  mais  si 
l'on  a  m>>  a,  la  valeur  de  x'  est  plus  grande  que  ^ ,  et  le 
jpiÀnt  cherché  tombe  en  I/,  au-dessous  du  point  A. 
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Observons  d'ailleurs  que  Tex pression         x   ==  2—  > 
|)eat  se  mettre  60us  Tune  des  deux  formes 


^  a 


ïa  1*  «oirï^t>ondant  au  tîas  où  l'en  a  "m  <  tt,  et  fei  deuxième 
à  celui  où  Ton  a  m  >  a. 
Hais  comme ,  par  la  première  manière  de  râoudre  la  f{ixes- 

iVa — m)  &(^-— a) 

tioft  I  /oa  a  trouva      x  =t  -  — 


a 


il  s'ensuit  que  les  deux  inconnues  x  et  x'  sont  Ke'eA  entf e  «Iks 
fur  ta  relation  j:'  as  6  -^  a?  ; 

dr  élknt  pmh^  dahs  le  cfts  de  m  <;^  a,  et  négaiff  lot^qat  Von 
a  m>ô. 

2$,  Reprenons  maintenant  le  problème  du  n®  ^,  et  tâchons 
d'en  interpréter  la  solution  nêgathe. 

Remarquons  d'abord  que  la  première  des  deux  valeurs 
obtenues  est  la  seule  qui  puisse  satisfaire  à  la  question  telle 
qu'elle  a  été  énoncée ,  puisqu^on  demande  de  diviser  a  en 
deux  parties,  etc^ . . .  et  que  la  valeur  absolue  de  la  seconde 
solution  est  plus  grande  que  a. 

Mais  on  peut  modifier  l'énoncé  ainsi  qu'il  suit  : 

Fiff.  22.      Étant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B  {Jtg^  aa),  trouver 

sur  la  ligne    AB    ou    sur  son  prolongement    un   troisième 

point   tel  que  sa  distance  au  point  A  soit  moyenne  proportion^- 

nelle  entre  sa   distance  au  point  B  et  la  distance  des  deux 

c  points  A  et  B, 

D'après  ce  nouvel  énoncé ,  comme  il  n'y  a  pas  de  raison 
paiir  supposer  le  point  db^rché  à  i^uche  plutôt  qu'à  -droite  du 
point  A,  on  le  suppose  d'abord  à  droite ,  c'esl^à-dii«  eniàe  A 
et  B..  (Il  ne  peut  être  en  E",  ^:ar  AE''  étant  pltis  gr&uid  à  la  fois 
q^ie  AB  et  BE'',  ne  saurait  être  moyen  proportionnel  entre 
ces  deux  ligpes.  ) 
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Séil  Aéskc  E  le  point  di^rehé;  et  posons  AEasjr,  ÂBx&a^ 
d'oùBE=?'a^^jr;  an  ^  b  pr«qiQjrtion    alx  n  xl  a-^^x^ 


d'où*        je  =  a* 


— /ï^r,  et  5f  =  —  ^  ±:  y  **'  +  j» 


La  première  valettr  est  positive  et  se  construit  comme  il  a 
été'  dit  n*  7. 
JA^^cfîfi^^.  vaJl^Uff  est,  négnUvi^s  ^^  P^^  ^  construire,  il  £aut| 

âprè^  avoir  déterminé  la  ligne  AC  <^^a&  à  v  *'*"'"  T  '  P^^^^ 
ger  AC  jusqu'à  sa  rencontre  en  D'  âvec  /a  circonférence  déjà 

décrite,  ce  qui  donne  AD'  égal  à  -  +  l/^'  "^  T'  P"'*  ''^■' 

batt^  p^  tm  orc  de  cercle  ,  AIX  4^  A  en  K  à  la  gauche  du 
point  A  (conformément  à  la  remarque  du  n®  24)  ;  et  la  dis- 
tance Af  devra  satisfaire  également  à  la  question. 


on  a 


En  effet ,  à  cause  de    AE'  =  -  +  \/^^+  7» 

et  ABxBE' t!xz^  +  a  \/a^  +  ^. 

Donc  ÂE' =  AB  X  BE' ;     oubi^n,     AB  :  AE' ::AE':BE'. 

Ainsi  le  nouveau  problème  admet  deux  solutions. 

Sk  r4>n  deaum^e  comment  il  se  fiurt  ^ue  ces  deux  solutions 
soient  comprises  dans  U  nuteie  fprmule ,  quoiqu'en  mettant 
le  problème  en  équation,  on  ait  d'abord  supposé  le  point 
cherché,  à  droite  du  point  A,  et  non  à  gauche,  voici  l'expli- 
cation qu'on  petit  en  donner  : 

3,. 
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,  >S0it  d'a)>ord  le.poinjt  cherché  entre  A.  et  B  ;  on  a,la  prapiorltoti 

*  a:  X  ::  a:  :  «— a?,     d'où     a?* 4.^fla:  =  «• . . .   (i) 

Supposons-le  sar  le  proloDgemen  t ,  en  E^,  par  exemple  ;  comme 
o»  a  AE'  c=  7 ,  il  en  re'sulte      BE'  =  at  +  a:  ; 
et  la  propoi'tion  devient 

«  :  a:  ::  X  :  a  +  a:;     d'où    a?'  —  iM:  =  a»..,   (2) 

Cela  posé,  si, l'on  résout  l'équation  (i),  en  tie  tenant  ccwpte 
que  de  la  valeur  qui  correspond  au  signe  4"  du  radical ,  on 
obtient 

de  même ,  si  l'on  résout  l'équation  (2) ,  en  ne  tenant  compte 
que  de  la  valeur  qui  correspond  au  signe  +  ^^  radical,  il 
vient 

Or,  cette  valeur  est  précisément ,  au  signe  près ,  la  seconde 
valeur  que  donne  l'équation  (i)  par  sa  résolution  complète. 

Le  signe  —  qu'on,  obtient  pour  cette  seconde .  valeur ,  .cor* 
respond  (n°  ^4)  à  une  rectification ,  non  dans  l'énoncé  du  pro- 
blème ,  mais  dans  la  position  qui  avait  d'abord  été  attribuée 
au  point  cherché. 

On  éviterait,  comme  dans  le  problème  précédent,  toute 
solution  négative ,  en  prenant  pour  ihconnùe  {fig*  22  )  la  dis- 
tance du  point  cherché  à  un  autre  point  A',  tel  que  l'on  eût 


AA'>^+  y/a«+^\ 


4. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  AA'  =  2a,  et  posoRS  h!^i:=sx 
d'où  AE  =  ar'  —  20 ,     BE  =  3a  —  x'\ 

la  proportion  indiquée  par  l'énoncé,  devient 

a\  X* — 2a  ::  ar'  — 3fl  :  3a  — a^';  .       i 
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ce  qui  donne          {x  —  2a)*  =  ià*  —  oj/ ,  . 
et  par  sjiite,  x  =— ±i^2Z a*. 

» 

Ces  deux  valeurs  sont  essentiellement  positives,  puisque  le 
radical  est  numériquement  moindre  que  — • 

On  peut  d'ailleurs  les  mettre  sous  la  forme 


d'où  x'— aa  =  — f±^a»  +  ^'; 

* 

et  comme  on  avait  trouvé  a:  =  —  - ±:  i/a*  +  ^^  il  s'en- 
suit que  X  et  x'  sont  liées  par  la  relation* 

.  -^^  —  2a  =  a:,     ou    a/  =  aa  -f-  j:. 

Seulement  x  est  positif  pour  le  point  E,  et  négatif  pour  le 
point  £^ 

^'  B.  — L'erreur  que  Ton  commet  en  attribuant  ftu  point  cherché  telle  ou 
telle  position ,  peut  se  manifester,  non-seulement  par  un  résultat  négatif , 
mais  encore  par  une' expression  imaginaire. 

Svpposons  en  effet  que,  dans  ce  même  problème,  au  Ueu  de  prendre 
le  point  cherché  en  £  ou  en  £',  on  le  prenne  en  £"  (Jg,  22) ,  c'est^-dire  à. 
droite  des  deux  points  ^  et  B. 

En  posant  AE" = or,  d'où  BE"  =  x  —  a ,  on  trouve ,  par  la  substitution 
de  ces  Valeurs  dans  la  proportion , 

«Cxi:  x:x  —  a;    d'où    X»  —  AT  ss  ^  a>, 

et  par  suite ,  x  ==  -  d:  1/    —  — 

a         ▼  4  ' 

Ce  résultat  imaginaire  tient  uniquement  à  ce  que  l'on  a  attribuéjau  point 
cherché  une  fausse  position  ;  ce  qui  est  évident  d'après  ce  qui  a  été  dît  aiu. 
commenœiiiettt  de  ee  numéro. 
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26.  Les  principes  établis  (n***  23,  24  et  25)  peaveiit  çtre 
résumés  de  la  manière  suivante  : 

I**.-—  Toutes  les  fois  que,  dans  1^  résolution  d'un  problème 
de  Gfeométrie  par  le  secours  d)^l*:àîgèbre,  iHnconnûeli'éjpréàëhtc 
la  distance  d'un  point  fixé  à  un  autre  point ,  comptée  sur  une 
droite  fixé ,  ^t  qu^oh  ^MièhtpdtH'  éxpréêsiôh  lie  cé^^ût^n-^ 
nue,  des  résultats,  les  ups  posi^fs  et  les  ai]iir^  p^^tifti,,^  si 
Von  est  convenu  dé  porter  les  valeurs  positives  dans  un  sens 
quelconque  à  partir  du.pointjixe^  les  yakurs^  ^égaiiif^  4!^ 
vent  être  portées  en  sens  contraire  du  précédent. 

2®.->—  Le  moyen  de  faîte  disparaître  les  solutions  négatives, 
est  Je  rapporter  le  point  cherché  à  un  autre  point  fixe  ,  dont 
la  distance  au  pretnier  point  fixe  soit  assez  grande  pour  qu*on 
soit  assuré  que  tous  les  points  Mtsc^skibleê  de  satisfain»\lk 
renoncé,  se  trouvent  dun  même  c$té par  rapport  à  ce  second 
point;  et  ceta  es^  toujours  possible,  en  général,  puisque  la 
tigiie  sur  lllqùéllè  èe  comptent  ce$  dfstances  peut  être  prolon- 
gée autant  qu'on  veut. 

Les  résultats  négatifs  proviennent  uniquenient  de  ce  que 
l'origine  des  distances  a  été  d'abord  choisie  da.ns  i\ne  position 
intermédiaire  entre  Içs  points  cherçb es  j  et  le  sigQLe*-'i^Qdiq[i]Lç 
la  différence  de  position  de  ces  points  pqr  rapport  qi$.  premier, 
point  fixe. 

*  3®. —  Si,  dans  la  résolution  d*une  question  i^d'un  problème, 
ou  d*un  théorème) ,  on  veut  faire  entrer  en  C04)si4^J^Û<p  \mk 
4i$taii^e$(«B(tre  un  premier  point  fine  ^td'auMne6^)ii48>>^[fftiite> 
avec  celai-^ci  sur  Ik  même  lilgné,  ififtis  dlifii^>des%eibis  diffârètïiis  ^ 
et  qu'on  regarde  comme  positives  les  distances  domptées  dans, 
un  sens  y  on  doit  regarder  comme  négatives  celles  jjui  ^9^^ 
comptées  en  sens  contraire  du  précédent. 

Nous  nedomiôns point ^i d^ déihOîistràâon géniale  de  ce^ 
principes  ;  mais  dans  la  suite ,  nous  les  verrons  se  confirmer  de 
plus  en  plus,  et  nous  en  sentirons  mieui;:  Tusage  et  l'importance. 

27.  Remarque.  —  Nous  ajouterons  à  ces  considérations  une 
rémài^que  fort  utile  sur  Ta  multiplicité  de^  valeur^ ^i^iq^tf^lkii, 
on  est  conduit  par  la  résolution  complète  des  éifuatioBS. 


i 
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ttunare  «[«elqiififoi»  que  ks  i^uadons  d'un  problème  don- 
■uent,  par  lapport  Mtx  ngnei ,  un  Ute  grand  99mbjtt  d*  rëml» 
tats  dont  «s.  sâil  eaft  aiiac^ptible  dp  M.lU|Gair9  i  Vénodcé  ;  k» 
attires  sooA  inatil^f  à  cAntid^^r»  on  bien,  c«  aont  dm  aokitians 
d'aiitras  i^oUèmea  qui  Ofil  avec  la  qiieitioa  poposae  wie  r^i» 
ktkm  plus  osmoîni  inlMne^  I^  difficulté  consista  alorsà  di^r 
cerner  panni  ces  dîSâre&taii  eipves^ions,  celles  qni  inondent 
à  in  question  dOe^sneme ,  et  ceUes  qui  y  sont  étiascèses  ou 
n'y  répondent  qu'indirectement.  . 

Ke^ptaons  pont  est^mpk  la  qi^estion  qui  a  été  traitéf9  n^  4^ 
et  qui  avait  pour  bilt  de  construire  un  triangle  rectanglfi,  eùn^ 
m^ÙMM  FfyfHSténwe  et  fa  perpemUcufaire  o^awée  4y  9ûm^ 

d'€Mk)  eo  les  ajoutant)  pius  les  Mwatrayanit  Tune  de  Va«tre, 

(ft  -f.  C'y  srr  ^  -+►  ^ah^ 
(fr  -.  cy  ^sM  a^  ^  tàmk. 

Or,  si  Von  résout  complètement  ces  deux  dernières  éc[uations 
pair  «apportai^ «4-tf  et  ^-v^C)  on  obtient 

*  +  c  =  d:  y/à"  +  aoA  =  ±:  a\ 

b  ^  c  ss  ±.  ^4^  -^  ^ah  =t  dl  a"; 
ce  qui  donne 

*=  ±  i  a' rfci  1^,    et    c  =  ±:- a' 3:i«*. 
a  a  a      ^^  a 

Ces  formules  prétentent» par  k combinaison  des  signes, 
quatre  systèmes  de  valeurs,  savoir: 


a       ^^  a 

et 

cs^ 

a             a       ' 

(0 

a             a 

et 

9 

« 

*  =  —  i^'  +  io' 
a         •    a 

et 

e« 

â^  "^  ;  * 

(3) 

a            a 

et 

C    = 

— 

a         '     a 

(4) 

Les  êmux  de(iii«r«  syslètii^s^iiont  éTidennMiit  ii 
jÂùsqucies  valeurs  de  6> «te  doût  négatives,  et  que,  d'après 
Fënoncéy  on  n'en  deman<^  que  les  valeurs  absolues. 

Quant  aux  systèmes  (i  )  et  (2) ,  ils  rentrent  l'un  dans  l'autre , 
et  correspondent  aux  deux  triangles  BAC,  BA^G.  Le  second  sys- 
tème est'donc  inutile  à  considérer,  puisqu'on  est  toujours  le 
maître  de  désigner  par  b  le  plus  grand  4es  deux  côtés  cherchés. 
C'est  ce  que  nous  avons  fait  (n^  4)  ^^  n'établissant  que  le  prer 
mier  système.  » 

On  trouvera  à  la  fin  de  ce  chapitre  de  nouveaux  exemple»  de 
ce  genre. 

'  •  Nous  recommandons  toutefois  aux  commençans  de  raiettre 
beaucoup  de  prudence  et  de  discei^nement  dans  ces 'suppres^ 
sions  de  valeurs  -^  autremçnt^  ils  courraient  le  risquç  d'omettre 
de  véritables  solutions. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'une  manière  par-* 
ticulière  de  la  discussion  des  problèmes,  parce  que  c'est  une 
des  parties  les  plusi  délicates  {n^.8)j  et  celle  qui  demande  le 
plus  dç  soin. 

28.  Quatrième  problème.  —  On  demande  de  diviser  un  irapezê  doim^.  ABâQ 
Fig.  a3.  (f€'  ^3)  ^'^  deux  parties  ASGL^  lODC ,  qui  soient  entre  elles  dans  Un  rapport 
donné  m  ;  n ,  par  une  ligne  LG  parallèle  aux  deux  bases. 

Élevons  en  v^n  point  quelconque  £  de.  AB  une  p^pe](icUcalaire  £F,  et  pre- 
nons la  distance  £1  pour  inconnue. 

Posons  4'ailleurs,.    Il  =  »,     CB  t=z  a^     AB  =  Ç,     EF  ==  fe; 

(  les  trois  dernières  lignes  sont  les  seules  données  absolument  nécessaires } . 
Comme ,  par  hypothèse ,  on  doit  aToîr  la  proportion 

ABLG  :  LGGD  ::  m  :  n,      '  '       '* 

il  en  résulte  ABCD  :  ABLG  ::  m  -f-  ^  :  wi  ; 

d^  .    .  ABLG  =5;  — î?—  x  ABCD..*  (1).  :^ 

m  -f»  n 

Qr,      .      ABCD  =  ±^tj.  x  h,  ,  ABLG  =  ^^  "^  ^  x  j?. 

'  a  a  , 

i^nsi  y  tout  96  réduit  à  déterminer  LG  en  fonction  de  x  et  de»  lignes  daig- 
nées. 
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Pour  «fela,nMnMit.iai  cannelé  à  BD  «t  AM 'p«rpeadiMlAlf»à€a>;  !•§ 
daiixtiiaB£^««nl|Ubi^A£ft,  AXJL, domMnt  •     >.  >• 

GH  :  LK  ::  AM  :  AN  ::  A  :  x; 

j                                    ^  „         CH  XX        (a  —  ft)x 
donc  LK  =s £ sss  ^ — r-^- , 

et  par  conséquent 

IXi  =  LK  +  KG  .('-*>'■+*  =  ^'  -  '^fc"  •*•  **. 

Substituant  cette  valeur  dans  Texpression  de  ABIXrj,  on  obtient 

ABLG  =  ('-^):-^'**xx. 

Donc  y  enfin  >  réquation  (i)  do  problème  dévient 

(g  ^  &)  jr  ,^  aM »       ^  ^  ^  ^  ^   ^. 

■  ■       "     -  X    x  =r   ■     ■  .    '       X  ■         X    A. 

ou  bien,  to«^  réduction. faite, 

X»  + rrrr  x  =  1 X    r  }*  . .   (a) 

d^où  Ton  déduit 


£in  simplifiant  cette  expression ,  on  obtient  eaftn 

^inspection  seule  de  ces  valeurs  preuve  qu^élles  sont  toigours  réellM. 
Quant  aux  signes  dont  elles  sont  affectées ,  il  peut  se  présenter  deux  cm 
prineipaux,  isairoiiK  .      '  ,  ,        i 

a  "^  b,     ou    a  ^  b.  •    ' 


l't.i,  t 


Dans  le  premier  cas,  qui  est  celui  de  H  ^gwe  ^tuelle,  J|  mi  évjideiii» 
diaprés  la  forme  (5)  de  ces  valeurs,  que  la  première  est  positive,  et  que  là 

seconde  est  fi4$«'r(;v^ -puisque  le  radical  est  pfus  grand  que  ^ 


M 


Dans  le  second ,  comme  —         -  se  cbange  en  r-; — ,  et  que  le  radical 


;,    .  bh 

revient  plus  petit  que  ;  ■  -     (car  la  quantité  sous  Iff signe  est  alors  la  diffé- 
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ProIoD^Miis  e«e«re  jAC,  US);  jmtfe^kleur  reticonti^  en  O ,  et' menons  I» 
iinpenai6nUireiiidéAiâe:£DE'ilje8'<Uftixtriani^^  donnent 

OE  :  OF  ::  *  :  «;   d'où  OE  :  a  ::  a  :  &  —  a; 

donc         .      OE  =f  .~5?L.     OF  =  ïi^  1  A  =     "^ 


Portant  OF  de  O  en  F^  on.obtient 

F'E  ==  F'O  4-  OE  =  ^±JÙh,  '  ' 

Soit  d'ailleurè,  comme  dans  la  construction  précédente  ^  £F  divisé  an 
point  JSl  <|«ns  le  rapp^pj^t  m  :  n  ;.  il  en  résulte  ,        , 

nA 


£K.= 


m 


Cela  posé 9  sur  EF'j  comme  diamètre,  décrivez  une  denU-cireonfërencxi ^ 
élevez  au  point  K  la  perpendiculaire  KH ,  et  tirez  £H  j  vous  avez 

ÊH  =  EK  X  ET  =  -^  X  îL±-f^. 

^Sur  Œ)  comme  diamètre ,  décrivez  encore  ttne  demi-eireonfir4pfce,  et.prm*. 
nez  une  corde  EH'  égale  à  FH.  ;  il  en  résulte  , 

d'où .  . 

OH'  =.  VoÊ'-  ÊB?  =  V^^^  -  -4-  X  ^±±^. 

XJ^O  —  a)«         m  +  n  h  —  a 

Enfin  f  du  ;»oiiit  0^  comme  .centre ,  et  avec  le  rayon  OH^,  décrivez,  un  arc  il^ 
eercle  qui  rencontre  EF'  en  deux  points  I  ef  F;  vous  aurez  £1 ,  EF,  pour 
les  deux  solutions  che|>chées. 

£n  effet  y  on  déduit  de  cette  dernière  construction  ^ 


El  =  BO  -  OJ  =  j— ;-  y  ^_^  ^  __  X  ^.g^::-^ 
El'  =  EO  +  OF  =  giL  4.  y^^^^_^lÇ±: 


a)& 
a 


Soit,  en  troisième  lieu,  a  s=t  b. 


f^r  3»  '    Le  trapèse  se  réduit  alors'  à  un  parallélogramme  {Jt^,  37  )  ;  et  les  deux; 
valeurs  de  x,  considérées  sous  la  forme '({),  deviennent 


"^  ah  dz  ah 


1 


-.*/• 
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o  '    ••   '         «^-  A  ■ 
bu  bien,  *  =  -    et    x  = . 

Mais  41 ,  conformément  aux  principes  établit  en  Algèbre  (  chap.  4  9  8*  édi- 
tion ) ,  on  remonte  à  Téquation  du  problème  9 

m  T"  Il 
on  TerrA  qu^elle  se  réduit  à  une  équation  du  premier  degré  » 

oàkx  =5  — - — ;    d'où    * 


Donc ,  il  suffit  de  dStfUer  la  perpendieulaire  CF ,  an  point  I ,  dans  le 
rapport  m  :  n  ;  ce  qui  est  d^aiUenrs  évident ,  pnisqi^  les  deux  parallélo- 
grammes ABLG,  LGCDy  qui  ont  même   base,  sont  entre  eux  comme 

lems  lianteinrs.    ^  • 

• 

!S9.  CiKQiniiifi  PROBLiMK.  —  Étant  donnas  un  angle  YAX  (fg,  98)  et  nn  F|g.  39. 
point  D  déms  Vintérieur  de  cet  angle,  on  propose  de  mener  par  ee  point  mne 
droite  LDtf,  de  telle  manière  que  le  triangle  intereepté  AIjN  soit  ^l'à 
un  carré  donné  m*. 

Abaissons  des  points  N  et  D  les  perpendiculaires  NP ,  DC  y  et  menons 
DB  parallèle  à  AT. 

Prenons  AL  pour  inconnue ,  et  posons  AL  ss  x,  DG  =  Ik  y  AB  =  «, 
a'où    BL==:c  — a. 

Cda  posé ,  les  deux  triangles  seftiblâbles  ALN,  BLD,  donnent 

* 

BL  :  DC  ::  AL  :  NP,  ou  *  —  a  :  *  ::  X  :  NP  ;   donc  NP  =  -^  ; 

X  —41 

j^f^  X  NP 
fittis,  par  hypothèse  >  on  doit  ai^ir  ALN  ou  ■  =sm*;  ainsi  Ton 

a  pour  Péquation  du  problème , 

hx 

X    X  *- r  =  m*, 

a(x  —  a) 

011,  eilisetuant  les' calculs  et  ordonnant, 

jc»  —  a  _  X  = — 1^ — ....  (i) 

» 

Cette  équation  étant  résolue,  .donne 

m*    _.     m  g  y  .     . 

X  sr  -r-  =E  — -  y  m*  —  tan. 
h  H 

Pour  que  ces  valeurs  soient  réoUes,^  il  faut  que  l'on  ait  m*  >  iak,  ou  aii 
moins,  m*  =  aoA. 


i. 


4B  oisGiasioM 

.    L^équation  (9)  étant  résolue ,  donne 

De  ces  deux  valeurs ,  qui  sont  essentielleaMnt  réelles ,  la  première  est  pa^ 
j£ci«e  et  la  seconde  est  négative.  Or,  Je  dis  qne  la  valeur  positive  correspond 
au  triangle  AL'TC 
En  effet ,  les  deux  triangles^  ALTi*'»  BL'H),  domiMit 

N"T^  î  DC  ::  AL*  :  bl»;   ou  N^P*  :  fc  ::  «V  :  «  —  ^; 

d^où  N'fP*  =  — ——  ,  et  par  conséquent   X  —  :s:  m^t  équation  qui 

retient  à  ceUoKîi.  :    ■■     »  . —  X  -- —  =  m*  ;  oe  qui  fi&it  voir  que  ks  .soin- 

—  X  ^  O.  3 

tions  AL^",  AL*1S[*,  sont  comprises  dans  la  même  équation. 
Votci  d^ailleurs  la  construction  du  résultat 


m'   _.   ^  /m*  /'m*     ,        N 


=  -T 


m* 
Prenez  k  gauche  au  point  A  y  une  distance  ÉkK!  égale  à  -7- ,  et  A  droite  du 

n 

m* 
même  point ,  une  distance  AG  =  aa  ;  ce  qui  donne  GK'  =  -r^  +  >«• 

Déerûfez  sur  GKf  une  demi-circonférence;  au  point  A  élevez  la  perpendicu- 
laire Al',  et  tires  la  corde  KfV,  vous  avez 


KT  =  t/AK^  X  GK'  =  \/^  (21  +  ,u.). 
Iia»a((e(  ennute  KO*  <fe  K'  en  L"  e(  <fe  K'  nt  L*  ;  il  en  rteulte 


AL-=:  -  AK'  +  KV=  -  2^  ^-  \/t(t"  -^  **)• 

i\r.  B.  r-  Il  serait  aisé  de  reconnaître  que  le  point  V  doit  tomber  entre  ▲ 
et  B.  Çyoyes  ■<>  3o.) 

On  peut  comprendre  les  quatre  solutions  dans  une  mteie  formule ,  ém 
posant  réquation 


** 


-»(-^)"=-"(*nr) 


n 
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^oA  Von  dAliiit 


m* 
Le  signa  supérieur  de  d:  ---  correspondrait  alors   aux  deux  solutions 

ALN,  AUN'i  et  le  signe  inférieur,  aux  solutions  AL'N'',  AL'N''. 
On  bien  encore^  on  pourrait  multiplier  entre  eux  les  deux  bcteors 

"- -R- '  + -T- "'*  +  -*-'- -r,' 

il  en  résulterait  Péquation  du  4*  degré 

.        âm*  .    Sam*  &a*m* 

.     i^  h*  h*  ' 

qui  comprendrait  les  quatre  solutions. 

Ia  remarque  qui  a  fitit  l^objet  de  ce  numéro,  est  une  nouvelle  confirmation 
du  principe  d9  (26)  sur  les  changement  de  signe  des  distances  comptées  en  sens 
contraire  les  unes  déft  autres; 

32.  Nous  pourrions  maintenant  nous  proposer  d^examiner  les  cireona- 
tances  relatiTes  aux  diverses  positioiis  que  le  point  D  est  susceptible  de 
prendre  par  rapport  aux  deux  lignes  AX ,  A*!.  Mais  comme  cette  discussion 
n'offre  aucune  difficulté ,  nous  nous  contenterons  d^en  (aire  connaître  les 
résultats ,  avec  la  manière  d'y  parrenir. 

i^f  cas.  —-Supposons  le  point  D  {fg.  3i)  placé  au-dessous  de  AX  et  à  Flg.  3i. 
la  droite  de  A7,  en  IK. 

Cette  èondition  s'exprime  en  introduisant  (n<*  a6)  dans  le  résultat,  —  ik  à 
la  place  de  h  y  puisque  les  distances  des  pointe  D  et  1/  à  la  ligne  AX  sont 
comptées  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre;  et  il  vient 


'  =  -T=^V-T-(-T--*'> 

La  nature  de  ee  résultat ,  dont  les  valeurs  sont  toujours  réelles,  prouve 
que  les  triangles  qui  lui  correspondent  sont  plaéés  dans  les  deuï  angles 
ÎAX,t'AX'. 

a^  cas.  —Le  point  D  peut  être  placé  à  la  gauche  de  AT  {Jig,  3a),  et  Fig.  3a. 
au-dessus  de  AX ,  comme  en  D*. 

Bans  ce  cas,  il  est  elalr  que  la  distance  AB'  est  comptée  en  sen»  con- 
^nàtt  de  AB;  ainsi,  il  suffit  de  changer  a  en  — a  dans  la  formule  primi> 
*ivs,ee  qui  donne 
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Les  solutions  correspondantes  se  trouvent  encore  plaçais  âifils  lus  afl. 
gles  TAX,  Y'AX^ 
Fîg.  33.      3«  eas.  —  Le  point  D  (fig.  33  )  peut  être  «îtué  dans  l'angle  X'AÎ',  opposé 
par  le  sommet  à  Fangle  XAT. 

tf  faut  alors  changei^  à  la  fois  a  et  A  en  —  a  et  -^  h  diAS  le  résultat ,  qui 
devient 

m*    .  ^  y      m*  /'     m*  „       \ 

i 

1..^!1J3 -.  _^ ^ 

et- comme  ces  deux  solutions   peuvent  être  imaginaires,  elles  doiveiil  4tf e 
toutes  les  deux  placées  dans  Tangle  X'A"^'. 

On  pourrait,  par  des  raisonnemens  analogues, à  èeux  du  nO  3i ,  exfJiquer 
pourquoi ,  dans  chacun  de  ces  trois  cas,  on  n^obtient  que  deux  solutions , 
tAiidis  qvUl  dtiit  y  en  avoir  quatre  quand  on  considère  la  question  d^une 
manière  générale.  I 

S5.  Nous  terminerons  cette  discussion  par  Teiamen  de  deux  cas  par- 
tUttllWs. 
Fig.  34.      i^^  —  ^i(  1«  PolAt  D  {fg.  ^)  placé  sur  la  Ugne  AX. 
'tkns  ce  èas  ,  on  a  A  =  e ,  et  Texpression 

m*  _^  in   .y :—- 

,    .  m»  =fc  i!n»  A     ^  o 

devient  *  =  —  ,  ou  «  =s  -*  et  or  ss  -. 

o  o  o  ■ 

De  ces  d)iux  valeurs  >  la  première  est  infinie,  et  Tautre  se  présente  sous 

la  forme  -. 
o 

Mais  si  Ton  reilionte  à  i^^uatioh 

hx*  —  3m*x  -3  —  ^ani*, 

«lie  se  réduit,  dans  l'hypothèse  de  ft  =5  o  ,  à 

—  4*i*«  s=:  —  ^am*  ;    d'où    x  =  «  s=  AD. 

Cbnnaissant  la  base  AD  du  triangle  cherché ,  on  obtiendra  sà  Ikatttëurr, 
d'après  la  condition 

y  X   --  =  m»  j    d'où    y  =  ~  — «-  î 

3  •       X  et 

•  « 

cette  hauteur  étaùt  t^buféè  et  ponsiMilë ,  ott  la  parlera  sur  AH  ^erj^ndieu- 
laire  à  AX»  puis  on  mènera  HN'  parallèle  à  AX.  et  l'on  aura  enfin  le 
triangle  ADN'  pour  réponse  à  hr  question.  ^ 

Quant  à  la  solution  infinie,  elle  signifié  que  Tlin  des  triangles  de  laïques- 


tioli  a  une  liase  infnie  éi  nûh'  «rfiitéto  nulté,  pûU^iùéf  3^*  d=  m»,  dôhw 

3JM' 

^^  =  -^  =  o.  C»e»t  ce  que  derfent  la  solution  ALN  de  la  ligure  ag  lon- 
gue lé  j^int  n,  se  rapproc^nt  de  plus  en  plus  de  aX,  finît  par  tombei< 

»*>.  -^  Soit  ie  pMiit  D 4>^.  35  )  plaeé  êià  AT.  p.     ^^ 

Dans  ce  das ,  on  a  a  =  o,  et  l^ezpression  de  «  se  réduit  à  '^' 

D'ailienrsy  l^é^ïit^    >^  )^  ~=am«    dfonne 

r«^,    étrpaifddnbé^pM^   ,  =  *,   j.=r^i;od; 

fest-à-dire  qn^en  prenant  sur  AX  une  distance  AL  ëgaîe  à  ^"'*     et  tirant 
DL ,  on  aura  ALD  pour  première  solution, 

Qtami  k  U  sèobndej  elle  se  lédnit  éaoore  è  na  ti^angfc  dont  la  Mse  est 
nulle  et  la  hauteur  injmie  ;  et  c^est  ce  que  devient  AL'N'  (J^  aol)  quand  le 
point  D»  se  rapprochant  de  plus  en  plus  de  la  ligne  AHf  finit  par  se  trouver 
surAt.  " 

54.  I^ous  bomeroDs  là  ce  qae  nous*  avions  à  dire  sur  la 
construction  et  là  discussion  des  problèmes.  Mais  nous  ajou- 
terons une  observation ,  c'est  que  les  constructions  des  riomi-i 
tats  ne  doivent  être  regardées  que  comme  un  moyen  plus  ou 
moins  élégant  der  représenier  ces>  réscdtafsr;  que,  sous  le 
rapport  de  la  rigueur,  leur  évaluation  numérique  est  préfé- 
rable ,  et  qaff  f  on  doit  recourir  àr  ce  dernier  moyen  toutes  las 
fois  que  la  construction  cesse  d'être  fljimple  et  facile. 

Les  problème^  sntvsin»  c^t  ptiincipalèineirt  poir  objet  là' 
recherché  de  quel<|iiie8  formules  €[và  now^  seroïit  utiles  pav 
la  suite. 

Mi  St'^rÈim  PmtÊàHt.  -^  Étant  dimtês  lèé  tràiâ  éôtét  tt^un 
triangle  Â&&{Jig.  36),  mprépoêt:  de  Mfeffinirier  tèxphusiûh  ^-^  3g. 
de  sa  surface. 

Pour  fixer  les  idées  »  nous  conviendrons  de  désigner  par  a, 
^,  c,  le^ côtés  respectivement  opposés  aux  angles  A,  B,  C. 
(Cette  notation  fort  commode  est  surtout  en  usage  dans  la 
Tr%Qnoméfriè.) 

4.. 
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Nous  aurons ,  d'après  cette  convention, 

BC  =  a,     AC  =s  6,     AB  =  c, 

posons  d'ailleurs  AD  =j^,  BD  =  x;  d'où  DC  =  tf— jr,  ou 
X  —  n,  suivant  que  la  perpendiculaire  AD  tombe  en  dedans 
ou  au  dehors  du  triangle.  Cela  posé ,  on  n  pour  la  surface  du 
triangle, 

ABC  =  ?^^i-^  =  121^  ; 


a  a 


donc  tout  se  réduit  à  déterminer  j*  en  fonction  des  trois  cô- 
tés a,  bf  c, 
-    Or,  les  deux  triangles  rectangles  ADB,  ADC,  donnent 

r*  +  ^*  =  ^> (i) 

^.  +  (a  -.  xy  =  br,.  (2). 

Cette  seconde  équation  reste  la  même  quand  on  substitue 
X — a  à  la  place  de  a — x. 

Retranchons  l'équation  (2)  de  l'équation  (i)  ;  il  vient 

*  •     t ,       j>   ^               a'  -f-  c*  —  ^*  ' 
—  tf»  +  2aj:  =  c'  —  ^\     d'où     a?  = . 

Remplaçant  x  par  sa  valeur,  dans  l'équation  (i),  on  trouve 

•^•  =  ^-( ^ )/ 

et  par  suite,         y  =  —  [/ ^a*c*  —  (a»  -f  c*  —  6*)*. 

(On  ne  met  point  ici  le  double  signe  devant  le  radical  puis- 
que, d'après  la  nature  de  la  question,  l'on  n'a  besoin  que  de 
la  valeur  absolue  dejr.) 

Rapportant  enfin  cette  valeur  de  y  dans  l'expression  du 
triangle  ABC,  et  désignant  la.  surface  de  ce  triangle  par  S, 
on  obtient ,  toute  réduction  faite,  /  . . 

S  ==  2  |/4û*c»  —  (««  +  c*  —  A»)» (3) 

ou         S  =t  i  v/  aa'^'  +  2a*c»  -f  aô'c*  —  a*  —  6*  — c4 . 

4 
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Téll€  est  Texpression  de  b  surlace  di|  triangle,  érdu^  *u 
moyen  des  trois  côtés  a,  b,^  c. 

36.  On  peut  donner  à  l'expression  (3)  une  autre  forme» 
qqi  soit  propre  au  calcul  logarithmique. 

Remarquons,  quie  la  quantité  sous  le  radical,  étant  la  diffé- 
rence des  deux  carrés ,  peut  se  décomposer  en 

(aac  4-  a'  +  «'  —  6*)  (mc  —  <^'  —  ç*  +  ft*).^ 

D'ailleurs,  chacun  de  ces  deux  facteurs  est  lui-même  la  dif- 
férence de  deux  ai^tres^ carrés,  savoir: 

(a  -Jr  cy  —  *f,       et       ^»  -^  (a  —  c)*, 

lesquels  se  décomposent  en,  &«  +  ^  +  *)(«  +  ^  —  *)  r 

et  (^-f-a  — c>(*  — a-f-c). 

Donc    S  =  i  l/(fl -H*  +  c)  (a  -f  c  -  ô)  (6 +«— c)  (*-H— 4l; 

et  si'  Ton  fart,  pour  plus  de  simplicité, 

fl  -+-  6  -f-  c  =  ap, 
d'où  a  +  ^  —  c  =  2p  —  20, 

^  +  c  —  a  =  ap  —  an, 

il  vient     S  =  7  |/2^  (ap  —  aa)  (ap  —  ift)  (a/>  —  ae)  t 

ou,  toute  rédi^iction  faite, 

^=}/p(^-^)(P^à)(f^c);....   (4) 

ce  qui  fournit  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  la  valeur  numérique  de  la  surface  d'un  triangle, 
connaissant  les  trois  côtés  ^faites  Sabord  la  scmtne  des  troiâ 
côtés  ^  et  prenez  la  moitié  de  cette  somme)  retranchez  alterna- 
tivement de  cette  moitié,  chacun  des  trois  côtés;  cela  vous 
dpnne  trois  différences.  Faites  ensuite  le  produit  de  la  demi- 
somme  etdçs  trois  différences,  puis  extrayez  la  racine  carrée  de 
ce  produit  )^  vous  avez  ainsi  en  nombre  l'expression  deinandée. 


S4  IH5C0S9lOlf 

Soii  pour  applicâtton ,     a=  iS,    6=a  1 2 ,    crsr  7 ;  il  en  ré- 
suite     a  +  b  +  Cj      ou     2/1  =  34^     d'où   ^=iq;     donc 

Ainsi  AB€  =  /Ï7  >i;  a'ik^Sl'x  To.. 

Appliquons  les  logarithmes. 

On  a ,  d'après  les  tables  de  Gallet, 

L  17  =  1,23044892 
1.  2  s=  o^3oio3oQo 
1.  5  =  9,69997000 

L     10    ==    I.OOOO.OOOQ 

■  ■■       ■  t 

-  JSpipmp  3,23044892 

'    Donc  1.    S   ss  1,6152245, 

et  par  /conséquent,       S    &=      4'  >^^^  »  ' 

c'est-à-dire  que ,  si  )'w  H  juri^  le  mkU»  fm^  ui^  U9^¥^»  U 
surface  renfernie  4i  f^èires  carrés  plu^  23 1  millièmes  de  mè/re 
cturé. 

N,  B.  — Pour  ^e  la  fpruuilç  (4)  donne  une  valeur  réelle, 
il  faut  (comme  /:;»  ^st  e^^^itiell^nient  positif)  que  les  irais 
autres  facteurs  soient  positi/s  à  la  fois ,  ou  bien ,  qu'il  7  en  ai^ 

Or,  on  ne  peut  avoir  en  même  temps    |2  -r-  a  <^  o , 

/i— 6<o; 

car  l'addition  de  ces  deux  inégalités  donnerait  2/7— -(^4-^)^0 1 

ou    ap  <  fl+ft  j 

4mK  f&^;  «^  qvi  ^st^^^rd^.    ' 
^4^U  doup  4iv.^c  Ji^  jrçÂ»  Jin^gaUtéf^ 
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c*estrà-dire  un  quelconque  des  eôêé^  moindre  que  la  aornine 
des  deax  auUits. 

C'est  en  effet  la  condition  nécessaire  pour  qu'un  triangle  soit 
possible  quand  on  doi^n^  ^'^^  çâ^9* 

Si  Tune  des  inégalités  psécédeutea  a^ait  lieu  ^w^  im  ordre 
inver^ ,  l'ex^^ression  serait  imaginaire. 

57.  Nous  proposerons  9  pour  nouvelle  application,  de  déter- 
miner la  surface  d*un  traphze  ABCD,  en  fonction  des  quatre 
côtés. 

l'on  doit  trouver 

_.  -• 

Soit  â=  Oy  auquel  cas  le  (r#pèzp  ^e  ré4i^it  à  uu  tfiftpgle; 

il  vient  S  =  ^p  {p'^b){p  —  c)  (p-^d),     comme  au 

numéro.  36. 

58.  SEPTiàm  PROBLÈME.  —  ^tpipûner  Ut  relation  ^ui  existe  entre  le*  trois  , 
cotés  d'un  triangle  quelconque  «I  le  rayon  du  cercle  circonscrit  k  ce'trian^, 

knnt  de  passer  à  la  résolution  de  cette  question  ^  noua  rappelerons  la 
démonstration  d^un  théorème  de  Géométrie. 

Lbhiis.  —  Daiu  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD  (Jlg.  38),  ie  rectangle  des  p|.^  %^^ 
éiagonaiêt  ês$  égal  k  la  tomme  des  rectangles  des  cêiés  Of^ntài  ;  o^Oft-^-^Iro 
que  Ton  a 

fiD  X  AC  x=:  AB  X  DÛ  4t  iJ[>  X  BC. 

g^t  jpffiftp  4^  point  B  Ij^  droite  B]E),  4e  mapiére  c^^on  %it  Panj^la  C3C 
;al  à  Pangle  ABD  ;.  il  en  résulte  nécessairement  Tangle  DBC  égal  à  Tangle 


ABE. 

Gela  £ût,  les  deux  triangles  BCE»  ABD,  sont  semblables  comme  ayant 
deux  angles  égaux  y  savoir  :GB£=i^D  par  construction^  et  BC£=:ADB 
puisquHk  sont  inscrits  et  appuyé^  sur  If»,  même  arc. 

1 

Où  a  donc  la  proportion               CE  :  BC  ::  AD  :  BD; 
d'où  l'on  déduit  C£  X  BD  =  BG  x  AD (r) 

I 

^areiilsBMBt  Iss  den^  tmiiganles  ABE^  ^C,  ^oq^  pfm}>la)>l«a  puis<j[ue 
AB£=E  BBG  d?apvèa  l^  eousUi^càÏQnf  At  que  3A{1:^  WXÇ  çoja^f^e  appuyés 
sur  le  même  arc. 

On  a  donc  la  [Proportion             A£  :  Ail  :  t  DC  :  BD  ; 
d'QÙ  Ton  tire  .     A£  x  BD  ss  AB  x  DC (a) 
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Ajoutant  Tvom  à  Tautre  les  égalités  (i)  et  (^),  op  obtient      . 

(CE-hA£}BD,     ou    AC  X  BD=:BC  X  AD  4- AB  X  DG. 

C.Q.F.D. 

Appliquons  ce  théorème  à  la  question  proposée. 
^^'  ^*      Soient  ABG  (fg.  39)  le  triangle  donné,  et  O  le  centre^  du  cçrc^e  e^r- 
conscrif. 

Tirons  le  diamètre  COD  e:t  les  cordes  AD  y  BD  ;  puis  faisons  ,  diaprés 
les  notations  du  n<^  34  ^ 

»  'y 

BC  =  a,     AC  =  b,     AB  =  c,    et    OC  ^  r; 

il  en  résulte    AD  =  V/^r»  —  *»,    BD  =  |/4r»— «•,'  puisque  les  angles 
CAD,  CBD,  sont  droits.-* 
Cela  posé  j^  on  a  2  en  vertu  du  théorème  précédent , 

AB  X  CD  =  CB  X  AD  H-  AC  X  BD/ 

ou  >  employant  les  notations  convenues , 

_— ___              ,           \  ^  •  •'     . 

acr  =  a  V'  4''*  —  fc»  ■+•  fc  K  4''*  —  *' W 

.  Telle,  est  la  relation  géijiérale  qui  existe  entre  les  côtéç  d'un  triangle  et  Idi 
rayon  du. cercle  circonscrit. 

CettQ  formule  renfermant  quatre  qua^ntités  a,  b,  c^  r,  on  peut  se  .pro- 
poser de  déterminer  une  quelconque,  au  moyen  des  trois  autrçs  ',  et  cel^ 
conduit  à  différens  problèmes  que  nouç  allons  résoudre  et  discuter. 

59.  i^.  •—  Étàii$  donmées  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est,  cormii^,  las  corde^ 
de  deux  arcs  y  on  demande  la  corde  de  la  somme  de  ces  deux  arcs.   ^     ., 

Soient  X  {fg.  39)  le  cerclé  donné,  AC,  CB,.  les  cardfcs  aussi  données  ; 
AB  sera  la  corde  de  la  somme  des  deux  arcs. 

On  connaît  donc  dans  la  formule  (Ajles  quantités  a,  b,  r,  et  iïiie  s^git 
que  d'obtenir  c.  ;.    *  ' 

Or,  ce^te  formulo  d^nne  immédiatement 

<?  =   --  \/ht*  — 6»  H t/4r«  — «>....    (B) 

40.  i^*  —  J^terimner,  la  corde  du,  double  d*un  arc,  connaissant  la  corde  dfi 
cet  arc» 
f  ig*  4^.      Soit  (ait  dans  la  formule  (B),  ^=  a  {Jig,  4o);  alors  e  exprime  évldem^* 
m^t  la  corde  du  double  de  l'arc  soutendu  par  a  ou  par  &  j  et  il  vient 

a 
c 


=  -i/4'- -'»•:••;   CC)^ 


V. 


DES  ^ROBLèUES.  ^7 

m 

4i.  30.  —  Méciproquement,  déterminer  la  coràe  de  U  m»itié  rf'wi  éite , 
eamuûssmU  la  corde  de  cet  arc. 

Dans  la  formule  (C),  les  quantités  c  et  a  ^tant  liées  «ntre  elles  de  manière 
que  Tune  est  la  eorde  dn  double  de  Tare  soutendu  par  Tautre,  il  s^ens«it 
que ,  réciproquement ,  la  seconde  a  est  la  corde  de  la  moitié  de  Parc  son- 
tendu  par  la  première  c.  Ainsi ,  toot  se  réduit  à  déterminer  a  en  fonction 
de  c,  diaprés  la  formule  (C).     . 

Or,  si  Ton  chasse  le  dénominateur  et  qu^on  élève  les  deux  mernlvea  au 
pané,  il  vient 

.c*r^  =  &a*r^  —  «<, 

ou,  ordonnant,  a^  —  4*"'**  =  "~  **'**• 

Donc  «»  =  4i«  tir  y/^r^  —  c^f* , 

otf  bien ,  «»  =  r(y  d:  V^4r«  —  c*) , 

let  par  conséquent ,  a    =  yr  ( ar  dt  ^ir*^c*) (D;. 

(Nous  ne  mettons  point  ici  le  double  signe  devant  le  premier  radical, 
parce  que  nous  n'^avons  besoin  que  de  la  valeifr  num^iqne  de  a.  ) 

L^expression  de  a  qn^on  vient  d'obtenir  présente  deux  valeurs  essentiel- 
lement di£férentes  ;  et  cela  doit  être. 

En  effet,  la  corde  AB  appartient  non-seulement  à  Tare  ACB,  mais  encore 
à  Parc  ADB  ;  ainsi ,  lorsqu^on  demande  la  corde  de  la  moitié  de  Tare  sou- 
tendu par  la  corde  AB,  il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour  trouvei^AC,  corde 
de  la  moitié  de  ACB ,  que  AD,  corde  de  la  moitié  de  ADB. 

Toutefois ,  si  Ton  suppose  d'avance  que  Tare  soutendu  par  la  corde  don- 
née AB  est  niolndre  qu'une  demi-circoi^érence ,  il  CiMidra  prendre  pour  a  la 
plus  petite  des  deux  valeurs  cl-dèssus ,  c'est-à-dire  eelle  qui  correspond  au 
ligne  inférieur  du  radical  ;  et  l'on  aura 

^  /"'^  ■  I  ■■  ■    .1  ,  ,  ■ 

a  ==   Y  r  {^r —  V^4'**  —  ^*)' 

Le  contraire  aurait  lieu ,  si  l'arc  donné  était  plus  grand  qu'une  demi-cir- 
conférence  ;  et  il  faudrait  prendre  pour  a, 


/•    '"     '■■■         ;  ■  '^  " 

n  est  d'ailleurs  facile  de  se  convaincre  que  si  AG  est  exprimé  par  la  pre- 
mière de  ces  valeurs ,  AD  est  représenté  par  la  seconde. 
En  effet,  le  triangle  rectangle  CAD  donne 


.  AD  =  V4r»—  AC'f 

mti«,  par  hypothèse,        AC  =  ar»  —  r  ^/^r*  ••c*  j 
^onc  AD  =2=    V  ar*  ^  r  {/^r*  — »  c*« 


S8  msoGssi^iir 

ft.  4«.  -^  Étàiit  damnées  les  corde»  ih  dêlêx  ^m,  Ir^iffwr  if  çQrdg  de  IfUr 
Fis.  il.  différence  (Jg.^ï),  N  ,'  \ 

Soient'  AB  sa  o  ^  àQ  mbylas  àeoit  eùt4ta  -  ^«9^ ,  ejt  Ff çf|0|^iîfr|l9H< 
de  dét^minor  €È  6tt  a,  qui  a^est  Autm  4u>M  qitfrM/Ctw^  4e  {f  §^pfGi;^ 
des  arcs  soutendus  par- cAti.  *       '  ■         ^.  . 

lia  question  etft'donc  rameaie  à  teattor  a  oommQ  «im  Jn^^mtè^  4tff^  la 
formule  (A),  et  à  tâcher  de  Ten  dégager. 

Reprenons  c6t(e  formwlà' 

acr  =  a  V/4'"*  —  i»  -t-  A  ^/ jr«  —  a*  ; 

'a 
.  et. observons  que,  a  se  trouvant  sous  le  second  radical,  il  fimt  «omiaen««r 
par  faire  disparaître  c»  radical*  Qf,  4f  cette  formule  on  tire,  par  la  ^f^f^ 
p'  sition , 

Qcr  —  a  ^/^r»  —  i«  ^  b  f^^r»  —  a"  ; 
d^où,  élevant  au  carré, 

4«?rî  rrr  4«f r  VS^MÏT*»  rfe  4a?r»  ,7-  f!' J»  =5;  4^V"  —  a*i* 
'  I .  ,   ^  ■ 

ou,  réduisant  et  ordonnant  par  rapportât, 

.  >  I  •  I  •  •  •  -  •  i    •    ,      .'  •  , 

-   '  u        ■   ■  "  •      •  ...  . 


Cette  équation  étant  réselne,  jdono^e 

Pour  interpréter  ce  résultat  qui  comprend  deux  solutions,  nous  reinar- 
querons  que  les  corde^  données  AB,  AC,  appartiennent  chacune  à  deui; 
arcs ,  savoir  : 

et  AMC,  ADBÇ,  ç^juf  J(^  p^c4e  4Ç- 

Ainsi ,  lorsqu'on  demande  la  ««rde  de  la  différence  des  arcs  eoutendus 
par  AB ,  et  AC.^  le  même  calcul  doit  donner  la  corde  de  la  différence  entre. 
Vm^  i^uf^o^fllW  A^  F«f  4^>  4J)p;  e^  Vvça  <juelc»ncjue  d^  apcs  A^C, 
ADBC.  , 

Or,  si  sur  Parc  Al^B ,  on  pre^  1^^  Ç^F^i^  ^Ç'  f^^}^  k  ^  >  9^  ^JH^oi^. 
tire  la  corde  BC,  on  aura 

lO.  ACB     -^  AMC  =  CNfl  qui  correspond  à  la  corde  CB, 

îo.  ADB    —  AMC  ==  .A©B  —  AM'Ç' ==  CPB CB, 

30.  ADBC—  ACB   =ÂDBC—  AM'C  —  CNB  =  C'DB...  CB, 
4»,  ADBC—  ADB  c=CKB GB^    .. 


fiirence,  comme  le  sont  les  arcs  ÀŒ  et  AM€,   pii  j^UJlBC  #  AÏPBy  M  ^ 
poine  à  )a  question  est  nécessairemçsl 


CE 


P.?    «^^^<il^' —  *•  — ^V^4'*^-:/fi*i 


mais  si  les  deux  arcs  soutendus  sorI  supposés  Fun  plus  petit  et  Pautre  plus 
grand  qu^ime  demi-circonfér^qp ,  «pn  a  pour  réponse , 

Tf.  B.  —  P  est  à  remarqueih  que  cette  dernière  forintde  est  identique  aTec 
la  formule  (S)  qui  donne  la  corde  de  la  somme  de  deux  arcs  ;  et  cela  doit 
£ire,  car  G'B  peut  être  regardée  comme  la  corde  de  la  somme  (les  arcs  sou- 
tendus par  Afi  et  A(f. 

43.  5®.  -*i' Étant  donnés  les  trois  côtés  a^  h,  c,  d*un  triangle,  qn  demande 
VexprestUm  du  rtgfon  du  cerde  eireotuorit  à  ce  triangle» 

La  difficulté  consiste  à  dégager  r  de  la  formule  (A), 

Qr^dans  lé  numéro  précédent,  on  a  déjà  obtenu,  par  une  première  trans- 
formation exéculée  spr  ceinte  formule,  ré^oation 

r 

'a* ^  l/4r«  — &'.«  =  ft«  —  c* , 

r    ' 

qui  rerient  à  r{a^  -f.  «t  *;.  4» )  ss-  «c  l/^r^"^^^. 

Élevant  de  nouveau  les  deux  membres  do  cette  équation  au  carré ,  on  a. 
^  r%  ^a*  -^  c*  '^  h^ )•  =  4^*<:*/»  —  a*h*c*  ; 

d'où  l'on  déduit  r.  =  4^.^._(l?!^V-t.)'  ' 

ahc 
et  par.  conséquent ,  r  = 


J/4a»c»  —  {a*  -I-  c»  —  ft*  )• 

(Le  double  signe  devant  le  radical  est  inutile,  puisqu^ôn  ne  demande 
que  la  valeur  numérique  du  rayon.  ) 
^.  B.  —  La  formule  (3)  du  n«  35 ,  donne 

V/4a»c  — .  («»  -f.  c»  —  &■)»  =  4S  ; 

* 

ahc 
on  a  donc  ene<M«  '  r  =   .^  , 

4» 

e'*est-à-dire  que  le  rc^on  du  cercle  circonscrit  a  pour  expression  le  produit 

des  trois  côtés  du  triangle ,  divisé  par  le  quadruple  de  sa  surface. 
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44.  Nous  fcvoDf  coniiattre ,  à  cette  occasion ,  la  valeiir  du  rayon  du  cercle 
.inscrit,  parce  que  cette  expression  pourra  aussi  être  utile  dans  la  suite. 
Fig.  43.      Soient  un  triangle  donné  ABC  (j^.  43)  et  O  le  centre  du  cercle  inscrit 
à  c(^  triangle.  Tirons  les  lignes  OA,  OB,  OC,  et  les  rayons  OP,  OQ,  OR, 
que  nous  désignerons  par  r'. 
On  a  évidemment  diaprés  la  %nre). 


d^où  Ton  déduit 


ABC    ou    S  =  ABO  +  ACO  -4-  BCO  = 


_{*  +  b^e)r\ 


r^=z 


a-f*  &  -f*  0' 


Ainsi  y  le  rqj^on  du  cerclé  inscrit  à  un  triangle  a  pour  exjfrestion  le  double 
de  la  surface  du  triangle,  divisé  par  son  périmètre» 

N.  JB.  —  On .  a,  tu  ,  en  Géométrie  ^  qu^il  existe  Téellement  quatre  e^dea 
tanifens  aux  trois  côtés  d^un  triangle ,  supposés  prolongés  indéfiniment. 

En  désignant  par  r^ij  r\,  1^3,  les  rayons  des  tipois  cercles  auti^es  que 
celui  qui  Tient  d^étre  considéré ,  on  a  pour  les  expressions  de  ces  rayons  >, 


r', 


qS 


/.= 


aS 


^^3  = 


3S 


En  effet ,  pour  le  cercle  dont  le  centre  est  en  O',  par  exemple , 

ABC  =  A0T5  4-  BO'C  —  AO'C  =  tJtllZÏy,  - 

3» 


donc 


r  I  = 


«  ■+•  c  —  4' 


TStCQIfOttÉimil.  fl 


a-'-iriJ-i-    îL.'raar— ■■■.T.  .la.  'r.'rix'rrg 


CHAPITRE  IL 

Trigonométrie  rectiligne. 

48.  Introduction.  Dans  toates  les  questions  précédentes,  il  a 
suffi,  pour  leur  résolution,  d'établif  des  relations  entre  des  li« 
gnes  droites.  Mais  comme,  en  Géométrie,  on  considère  non- 
seulement  les  grandeurs  des  lignes,  mais  encore  leurs  inclinai-^ 
sons  mutuelles,  il  s'ensuit  que,  pour  certains  problèmes ,  la 
détermination  d'une  ligne  doit  dépendre  nécessairement  de  la 
grandeur  d'un  ou  de  plusieurs  angles. 

Soit,  pour  exemple ,  la  question  suivante  :  —  Une  droite  AB 
ifig'  4^)  ^tant  donnée  de  longueur,  ainsi  que  les  angles  CAB^  Fig.  43. 
CUBA  y  quelle  Jbrme  avec  deux  droites  indéfinies  AG,  BG,  on 
demande  la  hauteur  CD  à  laquelle  les  deux  lignes  AÇ,  BG,  se 
rencontrent, 

■ 

Il  est  bien  évident  que  la  valeur  de  CD  dépend  isxplicite'' 
ment  de  la  grandeur  de  AB  et  de  celle  des  angles  CAB ,  GBA  ; 
et  si  Ton  veut  appliquer  le  calcul  à  la  détermination  de  GD» 
on  est  conduit  à  rechercher  des  relations  numériques  entre  ces 
différentes  grandeurs^  dont  les  unes  sont  des  lignes  droites  et 
les  autres  sont  angulaires. 

Au  premier  abord ,  on  9  de  la  peine  à  concevoir  comment 
on  peut  faire  entrer  les  angles  dans  les  calculs.  Gependant  les 
géomètres  y  sont  parvenus ,  en  substituant  aux  angles  ou  aux 
arcs  qui  leur  servent  de  mesure ,  les  grandeurs  de  certaines 
lignes  droites  ayant  une  liaison  intime  avec  eux. 

ils  avaient  d'abord  imaginé  de  substituer  aux  arcs  décrits 
avec  un  rayon  déterminé  et  constant  pour  tous ,  les  cordes  qui 
les  soutendent  ;  et ,  pour  cela  ils  avaient  construit  des  tables 
renfermant,  d'une  part,  les  grandeurs  des  arcs  exprimées  en 
degrés ,  minutes ,  secondes ,  etc. ,  et  de  l'atitre ,  les  valeurs  des 


fid  tvnnamcnion. 

cordes ,  ou  plutôt ,  les  rappor^  de  ces  cordes  avec  lerùyoti.  Aa 
moyen  de  ces  tables  on  pouvait  toujours ,  Un  arc  étant  donné, 
déienmnerlai  corde  correspondante ,  et  réciproquement ,  une 
corde  étant  donnée,  déterndiAef  /'«rt  au  VOngle  correspondant. 
Ainsi  la  résolution  d'un  problème  se  réduisait ,  en  dernière 
analyse,  à  former  dea relations  entre  des  lignes  droites.  Il  est 
d'ailleurs  facile  de  concevoir  la  formation  de  pareilles  tables  : 
c'est  en  partant  d'un  arc  dont  la  corde  est  connue  (  par  exem- 
ple, dd  6*  tfè  W  df tbhféteèëe  •  ^1,  d^ifté  od  ïe  ààit,  est 
sdi^téndii  j^^i^  te  rà^6n  ) ,  et  iklsaht  etiâtkité  usager  de^  tétïAiiké 
qyâ  ont  ^^  établies  à  là  flfi  âu  èh^pîti^  ^téd^dëiit,  et!  (}tiî  ^ofî^ 
îMi  là  tùiâë  dé  là  rhôùnê  étuû  être  y  laf  èàr'dè  dé  là  sàrhtné  ou 
dé  Id différente  de  dèubè  dtcs,  la  tof'dè  dU  double  âUli  àfc,  efc. , . 

Irfàis,  (te^ti}j!f,  on  a  Beaucoup  sihiplifié  là  (Question ,  en  rem- 
plaçant les  cordes  par  d'autres  drôitirs  AMi  lé  càTéùl  h^si  {>afr 
plus  dîffidié,  et  que  Fofi  dôdipâCfc  pîu^  aiséniéilt  aûfx  côte^s  des 
figiités. 

46.  C'eèi  dàhi  td  âêteriHùiâtioA  des  /'appoints  dé  ces  lignés 
dOec  te  tàjràn  dk  teréle  dont  elles  Jbni pdtiiè ,  éïâans  fàppti^ 
cation  des  tables  qui  renferment  ces  rapports ,  à  Id.  résolution 
nurhérique  deS  ifiatrgleà  (  d&itt  toute  figure  téùiiligrie  se  corn- 
posé),  qiié  cdrtàlétë laiRi^OjaoïàÈiKit. 

Céiië  bUiithë  déâ  Mailiiénïàtir(tife^  péiit  élfé  i^gatdéé  tortue 
faièàtlt  paLH\&  dé  VnTM^tctàtok ,  jlifùrs^ir'ellier  tatàûit  dé  lidii- 
véaùit  matériaux  poui'  Ik  résdluti6ii  dès  <îtré^éidfl&  de  t^^oin^* 
trie  par  le  secours  de  l'Algèbre.  Noà^  iié  pôuviôtis  bailleurs 
j^lacef  là  Trigdnotiiétrîééh  tète  de  cet  ouV^âf^é,  pài'té  qù^on 
Verra  que  plurieûré  deé  ^tincipés'  étabfisi  dans  le  chapitré  pté- 
cédent,  iélë  q[uè  le  principe  stfr  t'homogéréité ,  lé  principe  stnr  ^ 
les  cliangemenS  é€  signe  côtres^dhdans  dvtx  diffétetlces  de  posi- 
tion,  seront  corilinultfHemétit  rappelée  dans  éelài-tî. 
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§  p.  '-^  Relations  entre  les  lignes  trigononiétnquès. 
Détermination  des/ormiUes  principales.  Constnic^ 
tion  des  tables. 

47.  Commençons  par  faire  connaître  la  nature  des  lignes 
Uigenofnétriques  i  ^'6st-à*dire  de  ces  lignes  que  Ton  est  con- 
Tenu  d'introduire  dans  le  calcul  à  la  place  des  arcs  ou  des* 
angles. 

Soient  AGBG'  {Jig.  44)  ^^^  circonfe'rence  décrite  avec  un  Fi(f.  44. 
rayon  OA  pris  pour  unité,  ÀG  Tare  qui  mesure  un  angle  AÔC,     . 
ayaiit  un  rapport  quelconque  avec  l'angle  droit  AOG. 

Ba  point  G  abaissons  CD  perpendiculaire  sur  le  rayon  OA , 
et  GË  pârpendicttlaire  sur  ,1e  layon  OG.  Élevons  au  point  A  là 
pcnrpén^ulalre  AT  prolonge'e  jusqu'à  sa  rencontre  avec  OC, 
et  au  point  G  la  perpendiculaire  GS  prolongée  aussi  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  OC. 

Gela  pdse.,  l'on  appelle  sivcs  dun  arc  ou  d'un  angle,  lAper^ 
péndieùlaire  CD  abaissée  de  tune  des  extrémités  C  d'un  arc 
sur  le  rajron  qui  passe  par  Vautre  extrémité  A. 

Il  résulte  de  cette  définition»  que  le  sinus  dun  arc  est  ta 
é»iUé  de  la  corde  ijui  soutend  Varc  double.  En  effet,  prolon- 
geons CD  jusqu'à  sa  rencontre  en  C*  avec  la  circonférence  ;  on 
èait  qu^  le  l'ayon  OA  perpendiculaire  sur  une  corde  CC*',  di- 
.^se  cette  cercle  en  deux  parties  égales ,  ainsi  que  l'arc  sou* 
tendu  I  donc  CD  est  moitié  de  CC*,  qui  soutend  un^rc  double 
dé  àC. 

lia  TANGEjTtE  iun  arc  est  la  perpendiculaire  AT  élevée  à  Vunt 
des  extrémités  d^un  arcy  et  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  as/ec 
le  relyon  qui  passe  par  Vautre  extrémité, 

La.8ÉCAKT£  est  la  partie  OT  du  rayon  prolongé  ^  comprise 
enére  le  cemre  et  la  tangente, 

CcMme  cm  appelle  complément  d'un  arc  celui  qui  ^  joint  au 
premier,  forme  un  quart  de  circonférence  ,  il  s'ensuit  que  les 
lignes  CE,  GS,  OS,  représentent  le  sinus,  la  tangente,  et  la 
sécante  du  complément  CG  de  l'arc  AC  ;  et  on  les  nomme , 
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par  abréviation ,  cosiivus ,  cotangente  et  gosécante  de  l'arc  âC 

Nous  observerons ,  par  rapport  au  cosinus ,  que  CE  étant 
égal  à  OD  y  le  cosiims  d'un  arc  est  encore  la  partie  du  rayon 
comprise  entre  le  centre  et  le  pied  du  sinUs, 

Outre  ces  lignes  trigonoroétriques^  on  considère  quelquefois 
dieux  autres  lignes  : 

Le  SINUS*  Versis  AD^  c'est-à-dire  la  différence  entre  le  rc^on 
et  le  cosinus  J  <  . 

Le  COSINUS  VERSE  G£^  ou  la  différence  entre  le  rajron  et 
le  sinus. 

Enfin  ^  les  huit  lignes  trigono métriques  dont  nous  venons 
de  parler,  peuvent  être  divisées  en  deuic  classes  ;  les  lignes 
directes,  savoir  i  le  sinus,  la'  tangente,  la  sécante,  le  sinus 
verse  d'un  arc  ;  et  les  lignes  indirectes,  c'est'-à-dire  le  sinus  ^  ' 
la  tangente ,  la  sécante ,  le  sinus  verse  ^  du  complément  de  cet 
arc;  ou  bien,  le  cosinus,  la  cotangente,  etc. .  < .  Cette  distinc- 
tion nous  sera  quelquefois  utile. 

48.  Relations  entre  les  lignes  trigonométriques  itun  même 
arc.  —  La  seule  inspection  de  la  figure  44  ^^^^  reconnaître  des 
triangles  rectangles  et  semblables  ,  au  moyen  desquels  on  peut 
établir  des  relations  entre  les  six  lignes  trigonométriques  prin- 
cipales. Mais  auparavant ,  il  est  nécessaire  de  convenir  de  quel* 
qucs  notations. 

Eu  appelant  a  l'arc  AC,  nous  désignetotis  ^  conformément  à 
l'usage  établi ,  le  sinus  de  l'arc  a  par  sin  a ,  la  tangente  par 
tang  â,  la  sécante  par  séc  a ,  le  cosinus  par  cos  tf ,  la  cotangeote 
par  cot  a,  enfin  la  cosécante  par  coséc  a.  (Nous  écrivons  les 
cinq  premières  lettres  pour  la  cosécante ,  afin  de  ne  'pa^  la 
confondre  avec  le  cosinus.  ) 

En  outre,  lorsque  nous  aurons  à  exprimer  qu'une  de  ces 
lignes,  le  sinus ,  par  exemple ,  doit  être  élevée  à  la  2^*"'^  3'"%.. . 
jf^ime  puissance ,  nous  écrirons  sin'â ,  sin^^^ . . .  sin^'a,  et  non 
pas  sina',  sina^, . . .  parce  que  ce  n'est  pas  l'arc,  maïs  bien  le 
sinus  de  cet  arc  qui  est  élevé  à  une  puissance. 

De  même ,  cos^a ,  cos^a , . . .  cos*fl,  expriment  la  a'*"*,  3^' 
m'*"'  puissance  de  cos  a  ;  et  ainsi  des  autres. 
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Ces  DOtatioDs  étant  convenues ,  nous  allons  pre'senter  le  ta-  1 

bleAu  des  relations  que  l'on  obtient,  soit  en  considérant  chacun 
des  triangl«t  rectangles  ODC,  OAT,  OEG,  OGS,  séparément, 
soit  en  les  comparant  deux  à  deux  (leur  similitude  peut  être 
facilement  établie).  . 

Triangle  0D€. . .     ÔC  =  CD  +  ÔD* 
on  y  employant  les  notations  et  désignant  le  rayon  par  r, 

r*  =  sin'fl  +  cos'a.  • .  ( i ) 
Triangles  semblables  ODG,  OÂT. . .  OD  :  OA  ::  DC  :  AT, 

» 

c*est4-d[ire«cosa  :r::sina  :  tangâ:  donctanga= . . .  Ya) 

°  "         cos^         ^  ' 

Triangles  semblables  ODC,  OAT.  . .  •  OD  :  OA  ::  OC  :  OT, 

ou    cos  a\r\\  r  :  séc  a  :     donc     séc  a  = .  .  » .   f  3) 

'  cos  a  ^  ' 


Triangle  rectangle  OAT. . .  OT  =  OA  +  AT , 
ou  bien ,  séc" azizi^  '\-  tang*  a. . . .   (4) 

Triangles  semblables  OAT,  OGS AT  :  OA  ::  OG  :  GS, 


r* 


ou    tang  û  :  r  ::  r:  cot  a;  donc  cot  a=r-i . ...  (5) 

tangâ  ^ 

Triangles  semblables  OEC,  OGS, . . .  OE  :  EC  :;  OG  :  GS, 

V  cos  tk 

ou    sin  â  :  cos  a  ::  r  :  cot  a  ;  donc  cot  â  =  — : . ...    (6J 

sm  a  ^  * 

Triangles  semblables  OEC,  OGS, OE  :  OG  ::  OG  :  OS, 

r* 
ou    sin  a  :  r  ::  r  :  coséc  a  :  donc  coséc  a:=z  —. —  ....   (n) 

sm  a  " 

Triangle  rectangle  OGS 0S*  =  5gVgs' 

ou  bien,  coséc*  a  =r*  -f-  cot'« (8j 

49.  Première  remarque, — Les  formules  (6),  (7),  et  (8),  sont 
implicitement  comprises  dans  les  formules  (2)^  (3),  et  (4). 

5 
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Eq  efftt  y  comme  ceUei-ci  existent  pour  to^it  avciUQuidre  que 

le  qciaf t  de  circonférenoe  (eu  loo®,  eut  adoptant  la  division 

centésimale),  il  s'ensuit  qu'elles  sont  vraks  pour  ^rc  exprimé 

par  loo^— -a.  Ainsi,  en  Mmplaçant  a  par  loo*^.— a,  dans  la 

formule  (2),  on  trouve 

/       «         N       rsin(ioo*'  —  a) 
tang  (loo®  —  a)=z ; -^  ; 

mais  on  a  tang  (100^ —  ^i)=:cot  a,  sin  (100^  —  â)=r:cos  a, 
cos  (100**  — flr)  =  sin  [loo*  —  (loo®  —  «)]s=sin  a; 


donc 


cot  az=z 


rcosa 
sin  a 


On  reconnaîtra  pareillement  que ,  par  la  substitution' Tde 
loo*'^ — a  à  là  place  de  a,  les  formules 


sec  a=: 


deviennent    cose'c  <z  =  -^r 


cos  a 


sm  a 


et       sëc'  a  t=  r»  +  tang*  a , 
et     coséc*  a  =  r*  +  <^ot'  a  • 


En  général ,  toutes  les  fois  qu'on  a  obtenu  une  certaine  reta^ 
tion  entre  des  lignes  trigonométriques  dun  arc ,  les  unes  J/- 
rectes,  les  autres  indirectes  {n*^  ^^j)  ^  en  peut  en  former  une 
nouvelle  par  le  simple  changement  des  lignes  directes  en 
lignes  indirectes  correspondantes^  et  réciproquement^ 

M.  Seconde  remarque. -^Puisque, -dans  les  formules  précé- 
dentes, le  rayon  est  toujours  censé  ;connu ,  on  peut  le  supposer 
égal  à  I  ;  et  alors  ces  formules  deviennent 


cosec  a  = 


sma 


il) 


sin*  a  +  cos*  a  =  i . . . . 

(I) 

séc''  a  —  I  +  tang*  a .  '. 

(4) 

sm  a 
tanc  a       

"              COSfl 

(2) 

COSâ 

cot  a  =  -: 

sm  a 

(6) 

séc  a  = 

cos  a 

(3) 

coséc'  a  =  I  -t-  cot*  a  .  • 

> 

(8) 

cf\f  /r  ^^~ 

(5) 

tang  a 

ENTRE   LES  LIGNES  TaiGONOMETElQtES.  67 

» 

N ons  mettoiis  à  part  les  formules  (4)  $  (6)  et  (8)  »  ptrce  q«e 
d'abordy  (6)  est  implicitement  comprUe  dans  (s),  d'après  la 
remarque  précédente  ;  en  secand  lieu ,  (8)  se  déduit  de  (4)  » 
d'après  la  même  remarque.  Quant  à  la  relation  (4)}  ^^'^  est  une 
conséquence  de  (i),  (2),  et  (3). 

En  effet ,  la  relation  (a)  donne 

.   sin'  a      cos*  a  -4-  8tn'  a 
^         ^  cos*a  cos*ût 

ou,  à  cause  de  la  relation  (i)»  *  i  +  tftng*  ^  = 


I    cos'  a 

0 

mais  on  a  déjà     sec  a  sas ;  donc    i  +  taug'  a  sa  séc*  a. 

^  ces  a*  T^       & 

* 

Gela  posé ,  il  est  évident ,  d'après  l'inspection  des  formules 
(i),  (a),  (3),  (5),  et  (7),  que  la  valeur  numérique  du  sinus 
étant  connue,  on  peut  en  déduire  facilement  celles  des  cinq 
autres  lignes  trigonométriques, 

La  formule  (1)  donne  cos  ass  V^i  — sin'  a,  et  fait  con- 
nattre  le  cosinus;  les  suivantes  donnent  les  valeurs  dé  tang  a^ 
sec  a  y  cet  a,  et  coséc  <z,  par  de  simples  divisions. 

Généralement ,  comme  ces  formules  renferment  six  quan-« 
tités ,  il  doit  toujours  être  possible ,  connaissant  une  queV* 
conque  d'entre  elles  ^  de  déterminer  la  valeur  des  cinq  autres. 

Toutefois ,  rien  n'empecbe  ^  dans  cette  détermination ,  de 
faire  usage  des  formules  (4)>  (6),  et  (8),  si  la  simplicité  des 
calculs  l'exige ,  puisqu'elles  sont  des  conséquences  des  cinq 
premières. 

Pour  nous  fomiliariser  i^vaç  remploi  de  oes  formules  y  nous  supposerons, 
par  exemple  y  ^ue  l'on  connaisse:,  à  priori  >  la  valeur  de  la  cotan^nte;  et 
nous  nous  proposerons  de  déterminer  chacune  des  cinq  autres  lignes. 

T 

I*.  —  De  la  formule  (5)  on  dédnit        tanf?  a  =  — ^  : 

^  '  "  cota 

a®.  —  La  relation  (8)  donne  cOséc  a  «=  \/i  -h  cot»  â  ; 

30.  —  La  relation  (n)  d0nne  sîn  a  ssz  — , —  =  ■ 

co»ec  a        |/j  +  oot«  «' 

5.. 


I-- 
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4».  —  De  H  rMatlo»  (4)  on  tira 


.:i-_.       ) 


Béca=i\/  1  H -T-  s=  -2^ : ^7 

▼  cot»  a  cot  a 


5«.  —  Enfin ,  la  formule  (3)  donne 


i 


T  cot  a 


Béctf  —  ^/,  -f  cot»  a* 

Si,  dans  ces  formules ,  on  veut  introduire  le  rayon  r,  il  ne  s^açira  que 
de  rétablir  Vhomogénéité ;  et  Ton  aura,  diaprés  la  règle  établie  (no  i5)> 


**°Éf  «  =  JSr;»     «>8^  «  =  V/r*  H-  cof  a,     sin  a=  ^p^-^— j^--, 

aéc  «  =  -i 3:^ ,     et    cos  a  =s  >/  ,   .      ■  .Jv 

cot  <f  s      V  r»  4-  cot»  d 

n  en  serait  de  môme  pour  toute  autre  ligne  donnée  à  priori. 

Détermination  des  valeurs  corrélatit^es. 

Ki.  Nous  avons  maintenant  à  nous  occuper  d'une  des  ques- 
tions les  plus  délicates  de  la  Trigonométrie  :  elle  a  pour  objet 
de  déterminer  les  valeurs  corrélatii^es  des  lignes  trigonoraé- 
triques  d'un  arc ,  quand  on  suppose  que  cet  arc  passe  par  tous 
les  états  de  grandeur  par  rapport  à  la  circonférence  entière. 
Dans  la  dénomination  de  valeurs  corrélatives ,  nous  compre- 
nons, non-seulement  ridée  des  rapports  numériques  du  sinus, 
cosinus ,  etc. ,  avec  le  rayon ,  mais  encore  celle  des  signes  qui 
correspondent  aux  diverses  situations  que  ces  lignes  peuvent 
avoir  les  unes  à  l'égard  des  autres.  (Carnot,  Traité  de  la  Cor» 
relation  des  figures.  ) 

il  semble,  au  premier  abord,  qu'il  doive  nous  suffire  de 
considérer  des  arcs  compris  depuis  o**  jusqu'à  200*,  puisque , 
dans  les  figures  rectilignes  ordinaires,  chacun  des  angles 
qu'elles  renfermant  est  moindre  que  deux  angles  droits.  Ce- 
pendant les  géomètres ,  dans  la  résolution  des  questions  de 
haute  analjrse,  ont  été  conduits  à  rechercher  quelles  peuvent 
être  les  lignes  trigonométriques^  même  des  arcs  plus  grands 
qu'une  circonférence  entière.  / 
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Pour  fixer  les  idées  sur  cette  question ,  nous  supposerons 
qu'une  droite  de  longueur  finie ,  et  dont  Tune  des  extrémités 
est  en  0  (y?^.  44)»  ^tant  d'abord  couchée  sur  OA,  tourne 
ensuite  autour  de  ce  point  et  toujours  dans  le  méoie  sens,  d» 
manière  à  prendre  successiTement  les  positions  OG,  OB,  OG'i 
OA;  puis,  qu'après  être  revenue  dans  la  position  primitive  OA^ 
elle  continue  encore  son  mouvement.  Il  est  clair  que,  dans  ce 
mouvement  continu ,  la  droite  OA  engendrera  tous  les  angles 
possibles,  et  que  l'extrémité  A  parcourra  successivement  tous 
les  points  de  la  circonférance  AGBG'A.  En  outre,  comme  la 
droite ,  après  avoir  fiait  le  tour  entier,  ne  cesse  pas  de  se  mou- 
voir, l'arc  total  ai^si  parcouru  se  composera  d'un  nombre  en- 
tier de  circonférences  (nombre  qui  peut  toutefois  être  nul), 
plus  d'une  partie  quelconque  de  circonférence^ 

Or,  c'est  dans  ta  déterminaf,ion^dei  lignes  trigonométriques 
des  arcs  de^  cette  espèce  que  c(insist§  la  question  proposée. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  spécialement  du  sinus  et  du 
cosinus ,  parce  que  ce  sont  les  lignes  lejs  plus  usuelles.  Les  for- 
mules (2) ,  (3),  (5)  et  (7)  du  n^  5o,  feront  ensuRe  connaître  les 
valeurs  correspondantes  des  quatre  autres  lignes. 

1(2.  Lorsque  le  point  décrivant  est  en  A ,  ou  bien ,.  lorsque 
Tare  e&tnul,  il  est  évident  que  le  sinus  lui-même  est  nul,  et 
que  le  cosinus  est  égal  au  rajron, 

A  mes^re  qu(e  le  point  décrivant  s'élève  au-dessus  de  AB^  le 
sinus  augmente  et  le  cosinus  fUminue,  jusqu'à  ce  que  le  point 
décrivant  soit  arrivé  en  G ,  auquel  cas  Iç  s^nus  devient  égal  au 
rajron,  et  le  cosinus,  est  nul. 

D'où  l'on  voit  que  l'arç  croissant  depuis  o^  jusqu'à  1 00%  le 
6iqus.augmentç  d'une  manière  continue  depuis  o  jusqu'à  i  »  et 
.  4U^ contraire  le  cosinus  diminue  depuis  i  jusqu'à  o. 

Supposons  actuellement  le  point  décrivant  ^rivé  ei^  C  ;  Iç 
sinms  est  ^alors  C'D'  ;  et,  suivant  la  seconde  définition  du  cor 
sinus,  le  cosinus  est  OD'.  Mais.»  si  par  le  poiot  C  on  mène  CC 
parallèle  à  AB ,  on  a  évidemment  AC = C'B ,  supplément  de  AC^ 
(qn  saij^que  le  supplément  d'un  arc  est  ce  iqui  lu]  manque  ^ovff 
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valoir  200^  oa  la  deini-^cif conférence)  ;  on  a  aussi  C'D'rsGD, 
'       €tOD't=OD. 

Ponc>  i^.  — *  Le  sinus  d^un  arc  plus' grand  qu«  loo**  et  mohi-^ 
dre  que  :200^,  est  k  mente  guè  le  sinus  4e  Son  suppléent, 

â^^  «—  Gomme  les  deux  distances  CD'  et  OD  sont  égales ,  maisi 
qu^elles  soBt  comptées  en  sens  contraires  par  rapport  au  pointt), 
41  s'ensuit  (n^  26)  qu'elles  doivent  être  affisctées^de^ 'signes 
différens.  Ainsi  le  cosinus  d^un  arc  compris  entre  100^  et'^oo®, 
ési  égal  et  de  sigrye  eontraire  au  cosinus  de  son  supplément. 
,    En  ternies  abrégés ,  sin  (200^  -^  tf)  =£=:  sin  <i  ; 

cos  (200^ — a)=:  —  cos  a    {a  désignant  Tare  (?B  ouAC). 

,    On  peut  encore  motiver  le  cbangement  de  signe  du  CQsiaus 
de  la  manière  suivs^nte  : 

Le  cosinus  d'un  arc  étant  le  sinus  du  complément  de  cet  arc, 
si  l'arc  est  égal  à  1 00*^-^1,  le  complément  est  loo* — (lOô^+c), 
ou  bien,  —a;  c'est-à-dire  que  ce  complément  est  nu  arc 
négatif. 
Fig.  45.  Q^^  jj^  Y^^  considère  un  arc  AM'  {fig,  Ifi)  égal  à  AM^'  mais 
situé  en  sens  contraire  de  AM ,  on  a  évidemment  (n^  96) 
sin  AM'  =  —  sin  AM,     ou     sin  ( —  à)z=3  —  sin  a. 

BeiparquonSy  en  passant,  que  le  cosinus  OP  est  le  même  pour 
les  deux  arcs  AM'  et  AM  ;  donc     cos  ( —  a)  =  -J-  cos  a. 

Revenons  à  notre  objet  :  à  mesure  que  le  point  décrivant  se 
Fig.  44.  rapproche  du  point  B  {fig»  44)  '  ^^  ^^®  V^vz  augmente  de- 
puis I  oo**  jiis<|u'à  200®,  le  sinus  diminue  et  le  cosinus  augmente, 
raiars  négatiyement j  et  lorsque  le  point  décrivant  tombe  en  B, 
\p  sinus  redevient  nul,  et  lexosinus  est  égala —  i .      ' 

Soit  le  point  décrivant  arrivé  en  G*.  Tirons  le  rayon  €*0  et 
prolongeons^le  jusqu'à  sa  rencontre  en  G  avec  la  circonférence; 
puis  abaissons  les  perpendiculaires  CD'  et  GD  ;  on  a  nécessai* 
rement  6^=10,  G"D'  =  GD,  et  Oiy=OD.  Mais  comme 
CD'  est  compté,  par  rapport  au  diamètre  AB,  en  sens  con- 
traire de  GD,  et  qu'il  en  est  de  même  de  OD'  et  de  OD  par 
rapport  au  point  0  y  on  peut  conclure  que  le  sinus  et  le  co^ 
sinus  dtun  arc  plus  grand  que  200®  et  moindre  que  3oo*, 
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sont  égaux  et  de  signes  contraires  au  sinus  et  au  cosinus  de 
Varc  dont  celui  que  ton  considère  surp€use  200®. 
En  termes  abr^ëd, 

sin  (200®  -f-  a)  =  —  sin  a  ;     cos  (aoo®  +  û)  =  — »  cos  a. 

Lorsque  le  point  décrivant  est  en  G\  le  sinus  devient  égal 
à'^if  et  le  cosinus  redevient  nul, 

$oit  le  point  décrivant  arrivé  en  CTy  ce  qui  donne,  un  ar« 
AGBG'G^,  compris  entre  3oo**  et  400®  ;  si  Ton  abaisse  la  per-« 
pendicttlaiireCrD,  et  qu^on  la  prolonge  jusqu^en  C^  on  aura 

AC*  =  AC,     et    C*D  =  CD;| 

d'ailleurs  le  cosinus  OD  est,  commun  aux  deux  arcs  AGBG'G* 
et  AC.  Ainsi\  le  sinus  dun  arc  compris  entre  3qo**  et  400®  est 
égal  et  de  signe  contraire  au  sinus  de  rare  dont  celui  que  l'on 
considère  est  surpassé  par  la  circonférence  entière,  pt  le  cosinus 
est  te  mente  pour  les  deux  arcs}  ou  bien 

8in(4oo^-^a)=:;:*^8in  0;    cos  (4oo®  — -  a)  s=s  cos  a. 

Enfin,  lorsque  le  point  décrivant  revient  en  A,  auquel  cas 
Farc  parcouru^est  [égal  à  une  circonférence  entière ,  le  sinus 
et  le  cosinus  redeviennent  les  mêmes  que  pour  Tare  nul;  et  si 
Ton  suppose  que  ce  point,  après  avoir  parcouru  une  ouplu^ 
sieurs  circonférences ,  repasse  par  les  mêmes  positions  ,  il  est 
évident  que  les  sinus  et  cosinus  reprendront  les  valeurs  qui  ont 
déjà  été  assignées.  ^ 

^5.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  la  tangente  et  la 
cotangente,  dans  les  mêmes  circonstances. 

La  formule     tang  a  =  ,  prouve  que  si  lare  est  nul  y 

la  tangente  est  aussi  nulle ,  puisque  Ton  ^ 

sin  o  ===  o,     et    cos  0=1. 

L^arc  augmentant,  la  tangente  augmente  aussi,  puisque  le 
sii^us  augmente  et  que  le  cosinus  diminue  ;  elle  augmente  même 
très  rapidement ,  et  lorsqu'on  suppose  l'arc  égal  à  1 00**,  comme 


/^ 
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I 

011  a  sia  I  oo":=i  i ,  et  cos  i  po*==  o ,  il  en  résulte  tang  1 00®  =  -  ; 

c'est-à-dire  têpnei  la  taiâgeiite  devient  infinie.  Gela  est  d'ailleurs 
évident  d'après  la  figure,  car  alors  la  perpendiculaire  élevée  à 
l'extrémité  A  est  parallèle  au  rayon  qui  passe  par  l'autre  extré- 
mité de  l'aix. 

Au-delà  de  100®  et  en-deçà  de  200%  là  tangente  devient 
négative  et  diminue  numériquement,  puisque  le  sinus  et  le 
cosinus  sont  des  signes  contraires,  et  que  le  sinus  diminue 
tandis  que  le  cosinus  augmente;  si  l'arc  devient  égal  à  aoo**, 
la  tangente  redevient  nufk,  caçc  sin  ZQO^  =;:  o ,  cos  âoo°= —  i . 

Pour  un  arc  compris  entre  200^  et  3oo%  la  tangente  rede- 
vient j^o^zVtVe^  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  sont  tous  les  deux 
négàiifs;  elle  augmente  d'ailleurs  numériquettient  jusqu'à  ce 
que  l'arc  soit  égal  à  3o<}^,  auquel  cas  la  tangente  est  égale  à 
l'infini  négatif;  car  sin  3oo®  =  — .  i ,  et  cos  3oo®  s==  o. 

Enfin ,  pour  un  arc  compris  entre  3oo^  et  4oo®,  la  tangente 
est  négative ,  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  sont  dt  signes  con- 
traires; elle  diminue  d'ailleurs  numériquement  jusqu'à  ce  que 
l'are  soit  égal  à  400**;  et,  dans  ce  cas,  on  retrouve  tang  /{oo^rrro. 

Quant  à  la  co tangente ,  il  résulte  de  cot  a  s= ,  que  pour 

les  signes ,  les  cotafigentes  suivent  la  même  loi  que  les  tan- 
gentes. Pour  la  marche  des  valeurs  numériques,  elle  est  inverse 
de  celles  des  tangentes.  Ainsi ,  pour  l'arc  nul,  la  cotangenle  est 
infinie;  pour  un  arc  de  100",  la  cotangente  est  ni/Z/e^  etc... 

N.  B,-^he  changement  de  signe  des  tangentes  et  cotangentes 
peut  être  motivé  indépendamment  des  formules ,  et  d'après  la 
figure. 

En  effet,  lorsque  l'arc  est  AGC,  la  tangente  correspon- 
dalfte  est,  d'après  la  définition,  représentée  par  AT^  Or,  AT' 
est  dans  une  situation  contraire  à  AT,  qui  est  la  tangente 
de  AG,  supplément  de  AGC'.  La  cotangente  est  GS',  et  cette 
ligne  est  aussi  dans  une  situation  contraire  à  GS. 

Si  nous  considérons  Tare  AGBC",  la  tangente  correspondante 
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est  nécessairement  représentée  par  AT,  <|^ui  est  aussi  la  tangente 
deAG. 

La  ootangente  est  d'ailleurs  GS  ;  Mnsi  la  tangente  et  la  €9^ 
tangente  de  AGBC^  sont  pcsiiiifes. 

Pour  l'arc  AGBG^Cy  la  tangente  redevient  AV,  et  la  cotan-* 
gente  GS'  ;  donc  elles  sont  tontes  deux  négativeê^ 

Se.  11  nous  reste  encore  à  exaiàiner  ce  que  deviennent  la 
sécante  et  la  cosécante. 

Or,  les  formules  séc  arss. ,  coséc  a  =x  -: —  •  prouvent 

'  ^COSfl  SlUfl'    ^ 

que  9  sous  le  rapport  des  ngnes ,  les  sécantes  suivent  la  même 
loi  que  les  cosintts ,  et  les  cotéeantes  la  même  loi  ^«e  lés 
sinus. 

Ainsi  la  séttHite  d'un  arc  compris  entre  o^  et  loo®,  ou  entre 
3oo®  et  ^oo**,  est  positive  ;  la  sécante  d'un  arc  eompris  entre 
loo^  et  3o«P  est  Jtégatwe.  La  cosécante  d'an  arc  compris  entre 
o**  et  aoo®  est  positive ^  et  la  cosécante  d'un  arc  compris  entre 
200*  et  4oo®  est  nég^aive. 

Quant  aux  valeurs  numériques,  la  sécante  est  en  raison  in- 
verse du  cosinus  ;  et  la  cosécante,  en  raison  inverse  du  sinus. 

Ainsi,  pour  a  =  o,  l'on  a  cos  o=i  i,  et  séc  o=  i  ;  mais  à 
mesure  que l'aix  augmente,  la  sécante  augmente,  tandis  que 
le  cosinus  diminue,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  parvenu^ à  l'arc  de 
loo®,  auquel  cas  la  sécante  est  infinie,  tandis  que  le  cosinus 
est  nul,  etc. 

Même  raisonnement  pour  la  cosécante  comparée  au  sinus. 

^.  N.  B.  —  Le  changement  de  signe  de  la  sécante  et  de  la 
cosécante  ne  peut  être  vérifié  au  moyen  de  la  figure ,  comme 
on  l'a  fait  pour  les  autres  lignes  trigonométriques ,  parce  que 
ce  ne  sont  plus  des  distances  d'un  point  variable  à  un  point  ou 
à  une  droite  fixe,  comptées  sur  une  même  ligne,  et  qu'alors 
ou  ne  saurait  leur  appliquer  le  principe  du  n®  26.  Toutefois, 
ce  changement  de  signe  correspond  à  une  circonstance  très 
remarquable.  Lorsque  l'arc  est  compris  entre  o**  et  100**,  ou 
entre  3oo^  et^oa**,  auquel  cas  la  sécante  est  positive,  le  point 


décrivant  C  ou  C  est  situé  entre  le  centre  et  rextrémité  T 
ou  T'  de  la  sécante.  Mais  si  l'arc  est  compris  entre  loo*  et 
9bô,^uquel  cas  la  sécante  est  négative,  le  point  décrivant  G 
ou  C^  est  placé  sur  le  prolongement  de  la  sécante  qui  est  en* 
*  core  représeatée  par  OT  ou  OT',  Cepoint  est  donc,  en  quelque 
sorte,  par  rapport  au  centre,  diftis  un  sens  opposé  à  celui  du 
point  G  ou  G".  Oa  ferait  utt«robservatioii  analogue  pour  la  co- 
sécante. 

Ge  n'est  pas  sans  motif  que  nous  avons  fait  usage  de  la  figure 
pour  déterminer  les  signes  des  différentes  lignes  trigonomé- 
triques.  Gomme  les  formules  du  n^  4^  n'avaient  été  établies 
qU64»pur4es  arcs  au-dessous  de  loo^,  l'accord  qui  existe  entre 
les  résultats  qu'elles  fournissent  et  ceux  que  donne  la  Bgun, 
en  vertu  du  principe  (n°  ^6) ,  prouve  l'exactitoie  de  ces  £or-^ 
mules  pour  tous  les  arcs  possibles;  et  le  principe  que  nou^  ve* 
neuf  de  citer  eu  reçoit  une  nouvelle  conàrmation. 

G'est  ainsi  que ,  dans  toutes  les  sciences ,  les  faits  se  fortifient 
et  se  confirment  les  uns  au  moyen  des  autres. 

M.  Gommo^  dans  la  suite ,  nous  aurons  souvent  besoin  de 
rappeler  les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonométriques, 
nous  croyons  utile  d'en  présenter  ici  un  tableau  qu'on  peut 
facilement  dresser  d'après  ce  qui  précède. 


CORRÉLATIVES. 
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TABLEAU 

f 
I 

Des  vakurt  ûorrélmiù^s  des  lignes  tr^nométriques. 


Aie 

<        >    Il 

SIS 

GOS 

TJLHG 

séc 

COT 

COSÉG 

O» 

0 

I    . 

O 

1 

00 

00 

a 

-f-sina 

+cosa 

-htanga 

-h  sec  a 

-f*cota 

-f-coséc  a 

—  a 

1 

—  siaa 

-|-cosa 

—  tangâ 

'  » 

—  cota 

— coséc  a 

iit-a 

*^tota 

4-«ntf  * 

-f^oot  d 

4-co8ëca 

«f-tftuga 

•^êécA 

• 

i» 

I 

0 

GO 

oo 

o 

I 

F<i|-^«       ' 

Hjcosa 

'— sina 

—  cota 

— coséca 

—  tang  a 

4*«éca 

îr  —  a    . 

+  siaa 

—  COftf 

—  Caog  a 

—  sec  a 

—  cota 

4-coséc  a 

w 

-    o 

-*•  I 

o 

—  ï 

00 

00 

r-^"« 

«—sina 

—  cosa 

-H  tang  a 

•*■  sec  a 

-t-cot  a 

— coséc  a 

î»  —  a 

— COSfl 

•»>-8ina 

4- cota 

— cosëc  a 

-h  tang  a 

•—  séca 

i« 

—  I 

* 

0 

GO 

oo' 

o 

—  I 

|!P  +  a 

•^cosa 

-f*niia 

-«cota 

-Koséca 

•*•  tang  a 

—  iëca 

air  —  a 

—  nna 

4-G08a 

—  tang  a 

-l-sëc  a 

—  cota 

— cpse'c  a 

iTt 

• 
o  . 

I 

0 

I 

00 

00 

»ar  4t4 

H-AÎna 

4-cosa 

-h  tang  a 

+  8éc  a 

+  cota 

4-cose'ca 

âfcr—  a 

— sina 

•4*cosa 

—  tang  a 

-f-fl^  a 

—  cota 

-^oséca 

1 

aArir  +  « 

H-sina 

+co8a 

4-  tang  a 

+  sec  a 

-f-  cota 

-f-cose'c  a 

(2A-#-i)îr--a 

-4«sina 

—cota 

—  tang  a 

—  sec  a 

—  cota 

+coséca 

(aA-hi)*+û 

—  sina 

— cosa 

+  tang  a 

—  sec  a 

4-  cota 

--<oséca 

BBBi^^^M 
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67.  ExpUcalion  de  ce  tableau.  —  Pour  plus  de  simpUcîté, 
Ton  a  désigné  par  %  la  demi-cîrconférence  ou  l'arc  de  200*  (c'est 
une  notation  déjà  employée  en  Géométrie ,  pour  représenter  le 
rapport  de  la'  circonférence  au  diamètme,  e'est<-à-dire  la  demi* 
circonférence  dont  le  rayon  est  i)  ;  a  représente  d'ailleurs  un 
arc  moindre  que  le  quart  de  ciroonférence ,  et  il  un  nombre 


I 


entier  quelconque.  Dès  lors,  -  tf  exprime  le  quart  de  la  cir- 

3 
conférence,  ou  100^;  ~  ir  les  trois  ^m'ts ou  3oo®  ;  2^  la  cir* 

£onférence  entière  ou  4^0®  ;  2^sr  tin  nombre  qudconqne  de 
circonférences  ;  (  2A  -^  i)  9*  ou  nkx  -f»  gr ,  ui^  nombre  entier  de 
circonférences,  plus  un«  demi-circonférence  {*). 

La  première  colonne  verticale  comprend  tous  les  arcs  que  • 
l'on  peut  avoir  besoin  de  considérer.  Ainsi ,  par  exemple, 

-  5r-f-a  exprime  un  arc  tel  que  AGC,  plus  grand  que  le 

qu€urt  de  la  circonférence  et  moindre  que  la  moitié;  ie  ^a, 
un  arc  tel  que  AGBG",  plus  grand  que  la  Jem/-circonférence 
^   et  moindre  que  les  trois  quarts;  et  ainsi  des  autres.        \ 

La  première  bande  horizontale  contiAit  les  lettres  initiales 
de  chacune  des  six  lignes  trigonométriques;  et  chacune  des  pe- 
tites cases,  la  valeur  corrélative  de  l'une  des  lignes  trigono«> 
métriques  qui  correspond  à  un  arc  donné. 

Cela  posé ,  veutron  avoir,  par  exemple ,  la  valeur  de  la  tan* 
Fig.  44.  gente  d'un  arc  tel  que  AGC  {Jîg.  44)^ 

Gomme  cet  arc  est  compris  entre  160°  et  200^,  il  peut  être 

représenté,  soit  par  -«•-}-  a,  soit  par  «"  —  c 

Premier  cas. — Descendez  dans  la  colonne  verticale  intitulée 


(*)  Ordinairement  on  suppose  k  positif;  mais  k  peut  aussi  bien  ezjM-imcr 
un  nomhre  entier  négatifs  car  on  a 

siû  (-—  îAjr  +•«)  î=5  —  sin  (aAjr  —  «)  =  -h  sin  a  =  si&  (îAr  +  «). 
rareillcment, 

cos  ( —  aA»-  -#-'a)  r=:  cos  (ïÂ,T  -f*  <*)  =  "f"  C08  a  =:  cos  ('àkn  -ff  «). 
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tangi  jusqu'à  la  bande  horizontale  qui  correspond  à-w-^'a-^ 
et  TOUS  trouvet  dans  lapetite  case  commîmes  —  cot  a. 

En  effet,  l'arc  -  sr + â^  a  pour  supplément fX-  «--—a,  puisque 
ces  deux  arcs  rëunisformenlNr^  ou  la  demi*circoiiférence  ;  donc 

(n*  M)       lin  f -  ir  +  ajc=  sîn  (-  w  —  ûJçbs  -f-  cos  a, i 
cosf-ir  +  ûj=— cosf-r — aj= — sina; 

et  par  conséquent,  • 

sinf -••  +  «} 
/i      ,     \            \2      •     y      4.cosa 
tangl  - ir  +  a  )  == = ; =  —  cot  a. 

cos^-ir  +  aj  , 

Second  cas.  — -  Descendez  dans  la  même  colonne  verticale, 
jusqu*à  la  bande  horizontale  qui  correspond  àw^a;  et  vous 
trouvez  dans  la  petite  case  commune ,  —  >ang  a. 

En  effet,  7-*-  a  ayant  pour  supplément  a,  il  s'ensuit  que 

nn.(9r-*^a)«=5-^sinâ,     cos  (v  — â)=  — cos  a; 

j         .        ,  .       sin(r— fl)       +sina 

donc  tang  (jr  —  û)  = 7 7  =  -! =— tang  a: 

cos(ir—- a)       -~cosa  " 

On  trouverait  de  même 

sec  f-  TT  -f-  û  j=:  -}■  coséc  a,    cot  (aar  —  «)  =  — -  cot  a,  etc. . . 

SB.  Première  remarque.  —  Il  résulte,  tant  de  la  figure  que 
de  l'inspection  du  tableau ,  que  les  lignes  trigonométriques  de 
tous  les  arcs  plus  grands  que  le  quart  de  la  circonférence ,  ont 
les  mêmes  valeurs  numériques  que  celles  des  arcs  plus  petits  ; 
il  n'y  a  que  les  signes  qui  soient ,  les  uns  positifs,  les  autres 
négatifs.  Sur  les  six  lignes,  il  y  en  a  toujours  quatre  négatives 
et  deux  positives ,  pour  les  arcs  compris  entre  100^  et  400®. 

Il  faut  encore  observer  que,  si  l'arc  renferme  dans  son  ex- 


/ 
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pression  écrite  un  nombre  impair  de  quarts  de  circonfëreiice , 
la  ligne  trigonomëtrique  que  Ton  considèi^,  étant  direeêe,  se 
change  dans  la  ligne  indirecte  correspcpddante,  et  réciproque- 
ment. C'est  ainsi  qu'on  reconnaît  que  , 


tangT-^  -f-  aj  ^  -j-  cotû, 
îçÇ-  TT  -f*  tf  j  =«;  —  se'c  a\ 


3 
coséc 


Mais,  si  le  nombre  des  quarts  de  circonférence  e^^jMi/r^  la  ligne 
que  l'on  considère  a  la  même  valeur  (à  TexceptioiL  du  «îgne 
qui  peut  être  différent)  que  la  ligne  €le  même  nom  de  rare  «. 

Ainsi ,  cos  (^jr  —  û)  =  +  cos  «.;     tang  (ît  +  «)  =  +  tang  a. 

IS9.  Seconde  remarque.  —  Des  six  lignes  trigonométriques 
principales,  deux,  savoir  :  le  sinus  et  le  cosinus,  sont  toujours 
comprises  entre  deux  limites  déterminées  -f*  >  et  —  i .  Elles 
peuvent  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  o  jusqu'à 
-{-  I  et  depuis  o  jusqu'à  —  i  ;  mais  elles  ne  dépassent  jamais 
ces  limites.  (  Il  est  bien  entendu  que  le  rayon  est  supposé 
égal  ai.) 

Z7ei/;r  autres,  la  sécante  et  la  cosécante,  peuvent  devenir  aussi 
grandes  que  l'on  veut  ;  mais  elles  ont  +  <  Çt  —  i  pour  limites 
de  décroissementy  c'est-à-dire  qu'elles  croissent /^o^ifiVemeiif 
depuis -f-  I  jusqu'à  Y  infini  positif ,  et  négativement  depuis—  i 
jusqu'à  V infini  négatifs  elles  ne  peuvent  avoir  de  valeur;  com- 
prises entre  -f- 1  et  —  i . 

Les  deux  dernières  enfin ,  la  tangente  et  la  cotangente ,  sont 
susceptibles  de  recevoir  toutes  les  valeurs  imaginables  depuis  o 
jusqu'à  Y  infini  positif ,  et  depuis  o  jusqu'à  Yinfini  négatif. 

Cette  remarque  nous.  sei:a  d'une  très  grande  utilité  dans  les 
applications  de  la  Trigonométrie. 

Nous  ne  saunons  trop  recommander  aux  commençans  de  se 
bien  pénétrer  des  détails  dans  lesquels  nous  venons  d'entrer 
sur  les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonométriques. 
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Détermination  des  formules  principales, 

60.  Une  des  questions  fondamentales  de  la  Trigonométrie , 

celle  d'où  dépend  1^  consti'iAction  des  tables,  consiste  à  àdter" 

miner  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de 

deux  arcs,  connaissant  déjà  le  sinus  et  le  cosinus  de  chacun 

de  ces  arcs.. 

Soient /7  et  ç  deux  arcs  donnés,  p'+'q  la  somme  de  ces  arcs.  Appelons  a, 
hy  Cyles  cordes  qui  soutendent  respectiTcment  les  arcs  ip,  37,  et  a  (p-h^)- 
Gomme  on  a  tu  (n^  4?)  V^^  ^  ^^^^  ^'^^  "^^  ^^'  ^^  moitié  de  la  corde  qui  sou- , 
tend  tare  dtmbie,  j>b  a  nécessairement 

'   «  =:  a  sin  py     6  =  3  sîn  q ,    c  =  a  sin  {p  +  q)- 
Gela  posé  y  la  formule  du  n®  Sg ,  savoir  : 

« b 


-  Tr  V/4'-  —  **  +  -;  \/ir»  -  «S 


devient,  par  la  substitution  des  valeurs  de  a,  &,  c, 

*    *      .     \        asin  p  ^  /;      "     ,  ,'         ,    a  sin  q  *j,  ^  .      ■ 

a  sin  (p-^q)  = V  4'"  "-  i^in^q  >+■  • 2.  y^r»  --  {sin*^, 

ou ,  «m  simplifia at, 

t^{p-hf)  7si  — ^  |/r«  —  ain»f  ^-  ï^  V'r»  —  sin»/»- 

Mais  en  mrtu  de  la  velation  nTfla  *^  oos^a  =  r*,  on  a 

yr*  —  sin* g  5=  «o§  9,       yr*  —  sin"^  =  cos*^ ; 

j  û  .     /      .      %        sîn  »  X  cos  g  -f-  sîn  a  x  cos  p 

donc  enfin  sin  (p  -^  q)  =  -^ 2 1 C, 

r  . 

Soient  maintenant  p  et  q  deux  arcs  donnés  {p  désignant  le  plus  grand], 
p  — * f  leur  diflFérence.  Appelons  c  la  corde  qui  soutend  Tare  a;»,  b  celle  qui 
son^eod  Tare  ai^ ,  et  enfin  a  celle  de  Pare  ^{p  ^  <f  j. 

On  a ,  en  vertu  du  n^  4,7  9 

c  ==  a  nn  /9)    J  =  a  sin  q,    «  =  a  sin  (^  —  q ). 

Or,  on  a  obtenu  (n®  4*)?  pO"'  **  formule  qui  donne  la  corde  de  la  dif- 
férence de  deux  arcs , 

a  =  —  i/âr*  *— T»  —  —  l/4i'a  —  c». 
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Si ,  dans  cetU  formule;  on  remplace  a,by  c,  par  leuri  Talsurs,  il  vient 

i 

îi8ln(/»-.^)  =  îl^  V^4r«  —  4  8in« 9  —  ^^  V4r«^48inv, 

ou ,  simplifiant  et  faisant  usage  de  la  relation  sin*  m.  -(•  eos*  a  ies  r*, 

,    .           ^         8în  E7  X  cos  tf  -^  sin  ff  x  cos  p 
«in  (;y  —  9  )  ss  _C 2 \  r^ 

r 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  cos  (;'4-9)  et  de  cos  (;;  — .y),  IL  suffit  de 
substituer  100°+^  i^n  lien  de  p  dans  les  formules  précédentes  ^  ce  qui 
donne  d'^abord  (tableau  n^  56) , 

sin  (loo®  +;>  -f-  7)  =s  cos  (/>  +  ^  ),      ain  (ioo<>  +P  —  ^  )  =  cos  (;>  —  7), 
sin  (ioo<*  +  /?)  =  cos  ^ ,      cos  (ioo<*  H-ji)  =  —  sin  p^- 

et  les  formules  deviennent 

,     .      .        cos  p  X  cos  0  •—  sin  p  X  sin  g 
cob{^+9)  = ' — ^- -f 

.  .         cos  p  X  cos^-hsin  r  X  sin  0 


cos 

r 


La  démonstration  qui  vient  d^dtre  exposée  est  remarquable  en  ce  qu^elle 
se  rattache  au  premier  point  de  vue  sous  lequel  on  a  d^abord  envisagé  la 
Trigonométrie ,  et  qui  consistait  (  n<^  46  )  à  faire  entrer  les  arcs  dans  le 
calcul  par  le  moyen  de  leurs  cordeè. 

Elle  est  d^aill.eurs  générale ,  puisqu^on  établit  les  relations  entre  les  cordes, 
en  supposant  leurs  arcs  dans  un  rapport  quelconque  avec  la  ciivonférence  ; 
cependant,  comme  on  est  obligé  d^admettre  des  résultats  qui  sont^  jusqu^à 
un  certain  point ,  étrangers  à  la  Trigonométrie  telle  quW  Fenvisage  actuel- 
lement ,  nous  allons  donner  une  autre  démonstration  plus  directe  et  plus 
simple ,  puisqu'elle  n'est  fondée  que  sur  les  premiers  principes  de  la  Géo* 
métrie. 

61.  Autre  démonstration.  "^Soii  AG  un  quart  de  cercle 
Fig.  46.  cle'crit  avec  un  rayon  déterminé  OA  {fig*  4^)  >  appelons  a  et  ^ 
deux  arcs  donnés  sur  cette  circonférence,  a  étant  le  plus  grand. 
Prenons  sur  AG,  AB=:-«,  BC  =  ^,  d'où  ABC  =  a  +  6;  por- 
tons BG  de  B  en  C,  ce  qui  donne  AC  =  a—- ^.  Tirons  la  corde 
ce  et  le  rayon  OB  qui  est  nécessairement  perpendiculaire  à 
CC'  et  tombe  en  son  milieu  I;  puis  abaissons  les  perpendi- 
culaires BP,  CQ,  et  C'Q'. 

On  a  nécessairement ,  d'après  les  définitions  du  sinus  et  du 
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cosmiiSy  . 

BPssinil, OP=co«a,  GI=smfr,  Ol=co$À,  CQ=8iii(a-f6}, 
0Qfi=co8(a  +  *),  CQf=sïn  (a— *),  OQ'=cog  (a— ft). 

Cela  posé,  il  faut  tâcher  d'exprimer  les  quatre  dernières 
lignes  eh  fonctiozr  des  quatre  autres  et  du  rayon. 

Or,  si  par  le  point  I  nous  menons  IL  |»erpendiculaire  et  IH 
parallèle  à  OA ,  neus  formons  ainsi  des  triangles  semblables 
OÇP,  OIL9  CIH,  qui  9  comparés  deux  à  deuSc,  conduisent  aux 
relations  demandées. 

En  effet,  la  figure  donne  d'abord 

CQ  =  sin  (a  4.  *)  =  HQ  +  CH  =  IL  +  CH, 
OQ  =;=  cos  (a  +  b)  =<}L   —  LQ  =  OL  —  IH. 

Soit  d'ailleurs  mené  CW  parallèle  à  A0>  jusqu'à  sa  rencontre 
en  H'  avec  IL;  les  deux  triangles  ClWj  CIH,  sont  égaux  comme 
ayant  un  c6téégal  (d=GI}  adjacent  à  deux  angles  égaux; 
ce  qui  donne  m'  =  CH,  CHr  =  IH=Q'L. 

Donc  C'Q'  =  sin  (a  —  A)  =  H'L  =  IL  —  IH'  =  IL  —  CH. 
Oq[  =zcos(a  —  b)  =  OL  +LQ'=OL+  IH; 

d'où  l'on  voit  qu'en  dernière  analyse,  la  question  est  ramenée 
à  déterminer  lés  quatre  lignes  IL,  OL,  CH,  IH. 

D'abord ,  les  triangles  semblables  OBP ,  OIL ,  donnent  les 
proportions 

IL  :  BP  ::  01  :  OB,     ou  IL  :  sîn  a  ::  cos  b  ;  r, 

OL  :  op  ::  01  :  OB,    ou  ol  :  cos  «  ::  cos  b  :  r; 

j>  -  if      j'j   '.     TT       sinûXcosô     ^r        cosaXcosA 

d  ou  Ion  dedmt    IL  =  — > ,  OL  = • . 

r  r 

£n  second  lieu,  les  triangles  OBP,  CIH,  sont  semblables, 
comme  ayant  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires; 
ainsi  l'on  a  les  deux  proportions 

V   .  6     , 


\ 


/ 
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CH  :  op  ::  ci  :  OB,    ou  ch  :  co8 a  ::  sin  i  :  /-^ 
IH  :  BP  ::  ci  ;  ob,    ou  ih  :  sin  a::  Mb  :  r; 

•r  .  r 

Substituant  ces  valeurs  datis  les  expressions  de  sin  (a -^  6), 
sin  (a  —  ^  ) ,  COR  (  «  -f-  i).,  cos  {a  —  ^  ) ,  on  obtient  çnfin 

sin  i^û  ±:  ^)  = ^ ,  (A) 

^    _.    ,  ^       cos  £1  cos  b  qzsih  tt  sin  6  ,^^ 

cos  (a  ±:  ^)  = ^ ni: ,  (B) 

formules  dans  leB^uelks  les  signés  supérieurs  se  correspondent, 
ainsi  ^ue  les  signes  inférieurs. 

62.  Dans  la  construction  précédente ,  on  a  supposé  chacun  des  arcs ,  et 
iii^nîè  leur  somme ,  môhidre  que  lu  quart  de  circonférence  ;  mais  on  pour- 
rait^ par  des  coBstractions  analo^es ,  vérifier  Texàetitude  des  formu)tes  dans 
tous  les  cas  ;  seulemebt ,  il  faudrait  avoir  égard  tiux  valeurs  corrélAtives 
des  lignes.  Contenton»-nous  d^xaminer  Tunde  ces  nouveaux  cas,  celui 
où  Vun  des  arcs  étant  plus  grand  que  loo^,  la  somme  est  plus  ff'ands  que  aoo, 
et  la  différence  aussi  plus  grande  que  loo^. 
'  Soient 

^ig.  47-        ABsaa,  BC=BC'  =  6;  d'où  ABC  =  a  +  5,  AC'  =  a  — ft  (^.  47)^ 

Tirons  d'ailleurs,  comme'  dans  le  cas  précédent,  le  rayon  OB  et  là 
cordb  ce  y  puis  abaissons  les  perpendiculaires  BP,  GQ,  (yQ'.  Enfin,  me- 
nons la  perpendiculaire  IL  et  là  parallèle  Ifi  jus<|u^à  sa  rencontre  avec  CQ 
prolongé,  puis  la  parallèle  CH'  jusqu'à  sa  rencontre  avec  IL. 

Gela  fait ,  observons  d'abord  que  les  arcs  AB ,  AC,  étant  compris  entre 
loo^  et  2oo^,  ont  un  sinus  positif  tt  un  cosinus  négatif}  ainfii 

ÉP  =  sin  a  ;     cos  <t  =  —  OP,    oii  OP  =  —  cos  a; 
CiJ' 5=  sin  («  —  fc)  ;    cos{tf  — ft)  =  — OCy,    ou    OQ' =  —  cos  («  —  6). 

Quant  à  Parc  ABC  dont  le  sinus  et  le  cosinus  sont  à  la  fois  négatifs,  on 
CQ  =  —  sin  (a  -f.  A),     OQ  =  —  cos  (a  -♦-  b). 
Maintenant ,  la  figure  d|»nne 
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CQ  =  —  sin  («  4-  A)  «  CH  -^  HQ  «^  Ca  -^  It, 
OQ  =  —  coâ  (û  +  6)  =  OL  -h  LQ  =  OL  +  m, 
C'Q^=        8in  (a  ^  *)  r=B'L=3:  H^  ^  IL    =CH  +  IL, 
0Q'=  —  C08  (a  —  ^j  ==  OL  —  LQ'  =51  OL  —  IH. 

II  06  s'agit  donc  plus  quQ  de  calculer  GH ,  IH ,  IL,  et  OL ,  au  iqoyeii  de 
triangles  semblables  OBP,  GEB;  et  OBP,  OIL. 

Calculons  seulement  GH  et  IL,  qui  doiTOnt  servi»  à  la  dMeniiimiltoii  de 

sin  (  a  -f-  &  ). 
Les  triangles  dont  nous  venons  de  parler  donnent 

CH  :  OP  ::  a  :  ob,  ou  ch  :  —  cos  «  ::  sin  i  :  /, 
IL  :  BP  ::  oi  :  ob,   ou  il  :     sin  a  ::  C08&  :  r; 

.,    ,  ^„  ^  «08  Â   X   sin  i  .      TT  «îï*  *  ^  <M>S  b 

u'ou  CH  =  ,     et    IL  =: . 

r  r 

Substituant  ces  Talenris  dans  l'expression  de  OQ,  on  trovnre 

.     ^  ,  ^         —  cos  a  X  sin  h  sin  a.  x  cos  h 

—  sm  (a  •4~  b)  =  i — , 

r  r 

ou,  changeant  les  signes, 

sin  a  X  cos  b  -f.  sin  h  x  oos  a 

sin  ( a  -J-  o  )  s=        ■■ '     ■  ■'. 

r 

On  retrbuvcirtH  àù  la  v^me  manière  les  tr»is  autres  formules. 

iV.  B. — Quoique,  en  apparence,  Texpression  de  sin  («  +  6)  soit  la 
somme  de  deux  quantités ,  elle  représente  réellement  une  différence ,  parce 
que,  dans  Je  produit  sin  ft  X  cos  a,  cos  a  est  négatif,  comme  étant  le  cosi- 
nus d'un  arc  compris  entre  loo^  et  aoo^.  On  ferait  des  remarques  analogues 
par  rapport  aux  trois  autres  expressions.  Cela  prouve  d'ailleurs  la  nécessité 
d'avoir  égard  aux  valeurs  corrélatives  lorsqu'on  veut  rendre  les  formules 
applicables  à  tous  les  ca8. 

e&.   CoVÊÉQaBKQJiB  DBS  lOAlUBLES  (A)  ET  (B). 

Dans  tout  ce  qui  va  8tiivi'€ ,  nous  supposerons  /^  ==  i ,  pour 
abréger  les  calculs.  Gela  n'offre  aucun  inconvénient,  puisqu'on 
sera  toujours  le  maître  de  rétablir  r  dans  les  résultats ,  d'afirès 
les  règles  de  rbomogénéité  (n°  26}. 

Détermination  du  sinus  et  du  cosinus  if  un  multiple  quel^ 
conçue  cPunarc^  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc. 

Reprenons  les.  valeurs  de  sin  (a  -j-  b)  et  de  cos  ia  +b)j  qui^ 
dans  riiypothèse  de  r=  i,  deviennent 

sin  {a  '^  b)  -=,  sin  a  cos  b  ^  ûnb  cos  a, 
cos  (a  «|-  ^)  =r  cos  a  cos  b  . —  sin  a  sin  b, 

6.. 
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Supposons  d'abord  6  =  a;  il  en  résulté 

sin  2a  =  2  sin  a  cos  a, 
cos  2a  c=  cos*a—  sin^a, 

formules  qui  donnent  le  sinus  et. le  cosinus  du  double  âtun  arc^ 
en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de<:etarc^ 
Soit  maintenant  6  =  2a  ;  il  vient 

sin  3a  =  sin  a  cos  2a  -f-  sin  7.a  cos  a  y 
cos  3a  =  cos  a  cos  2a  — -  sin  a  sin  2a  ; 

ou  bien,  mettant  à  la  place  de  sin  2a,  cos  2a,  leurs  valeurs,  et 
réduisant , 

sin  3a  ss  3  sina  cos^a  —  sin^a, 

cos  3a  r=  cos^a  —  3  cosa  sin'a. 

Ces  formules  font  connaître  le  sinus  et  le  cosinus  du  triple 
d'un  arc  ,  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc. 
Soit  encore  bss:3a;  on  obtient 

sin  4^  =:=  sin  a  cos  3a  -f-  sin  3a  cos  a, 
cos  4^  =  cos  à  cos  3a  <»•  sin  a  sin  3a  ; 

ou,  remplaçant  sin  3a,  cos  3a,  par  leurs  valeurs,  et  réduisant, 

• 

sin  4^  =^  4  ^'^^^  d  côs^  a  —  4  ^^^  ^  ^^^^  ^  > 
cos  4^  =  cos^a  — 6  cos^a  sin*a  -f-  sin*  a. 

D'où  l'on  voit  qu^on  pourrait  obtenir  ainsi  successivement  le 
sinus  et  le  cosinus  d'i/Ai  multiple  quelconque  d'un  arc,  au 
moyen  du  sinus  et  du  cosinus  de  Tare  simple. 

04.  Remarque.  »-  Les  valeurs  de  sin  2a ,  sin  3a ,  sin  4^*  •  •  •  > 
prouvent  que ,  si  le  sinus  augmente  en  même  temps  que  Tare 
(  tant  que  cet  arc  est  au-dessous  de  1 00^  ),  son  accroissement 
n'est  f  as  proportionnel  k  celui  de  l'arc  (le  mot  proportionnel 
étant  pris  ici  dans  le  sens  d'une  proportion  géométrique). 

£n  effet ,  dans  l'hypothèse  de  r  =  i ,  cosa  est  toujours  cent— 
pris  entre  o  et  i  ;  ainsi ^  cos  a,  cos'a,  cos^^a^sont  des  fractions. 
Donc  2  sina  cosa  n'est  qu'une  partie  de  2  sina.  Il  en  est  de 
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même  de  3  sin  a  cos^a,  et,  à  plus  forte  raison ,  de 

Ssmiicos'a  — sin^a,  etc.. ..  . 
,  On  le  yoit  ëgalequent  d'après  la  formule 

sin  (a  "(-  6)  ==  sin  a  cos  b^Anb  cos  a^ 

puisque  cos  a  et  cos  6  étant  des  fractions  proprement  dites , 
sin  (a  -|-  b)  n'est  qu'une  partie  de        sin  a  +  un  b. 

On  reconnaît  même  par  là  que  les  sinus  croissent  beaucoup 
moins  rapidement  que  les  arcs. 

6I(.  Détermination  du  sinus  et  du  cosinus  de  la  moitié  cFun 
arc. 

s. 

I  "  Méthode,  •«<k>mbinons  la  formule  cos  aa = cos'a — sin'a 

^yec  la  relation  (i )  du  n®  5o  ^ i  =  cos*<i+sin*a. 

On  trouve  d'abord ,  en  les  ajoutant ,     i  +  cos  aa  =  acos^a , 

j»  »  1*^  j^j  •*        «        i  +  cosaa     ^  ^  -  /i-hcosaa 

d  ou  Van  déduit  cos*a= ,  et  cos  a=:  1/      ■  ; 

a  Va 

puis  j  en  les  soustrayant,  l  —  cos  an  =^sin'â  ; 


j                 •  •        ï  — cosaa     ^  .  .  /i 

donc  sm*a  = ,  etsma=s\/  - 


cosaa 


a 


Gomme  les  arcs  a  et  aâ  sont  liés  entre  eux  de  telle  manière 
que  le  premier  est  la  moitié  du  second ,  rien  n'empêche  de 

remplacer  aa  par  a,  et  par  conséquent ,  a  par  -  a  ;  ce  qui  donne 

les  deux  formules 


I  /i  +  cos  a      .1  /T 


—  COS  a 
cos 


» 


dont  chacune  comprend  implicitement  deux  valeurs,  à  cause 
du  double  signe  qui  est  censé  placé  au-devant  du  radical. 

66.  a*  ilfé</bi2e.— -D'après  la  marche  qui  vient  d'être  suivie, 
Vdoc  dont  on  demandait  le  sinus  et  le  cosinus  était  supposé 
d.oçiné  par  son  cosinus ,  puisque  les  résultats  ne  renferment  que 
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cette  seule  ligne.  Si  l'arc  était  donné  par  son  sioiu,  il  faudrait 
opérer  de  la  manière  suivante  : 

On  aurait  recours  à  la  formule      sin  2^  =  2  sinâcosay 

dans  laqueRe    on     remplacerait    cos  a    par  f/i  —  sin^a; 

ce  qui  doniteBait  sin  aass 2  sin  a.  )/ 1  — *  sin^tf^ 

d'où,  élevant  au  carré,        sin' 20  ss  4 ^u'a  •  (i  — 'sin^a); 

ou^  effectuant  les  calculs  et  ordonnant, 

4 

équation  du  4*  degré  résoluble  à  la  manièrç  de  celles  du  2* 
degré. 

Soit  d'abord     sin*a  =  j^,     d'où  sin  a  =  du  j/j*  ;     il  vient 

I  II       

^»—  ^  =  —  -^  sin'2a  ;     donc  jr=:-±:-  ^  \  —  sin^2a , 


- 
in  a  =  zfcl/-  db-l/i  —si 

V   2        2*^ 


et  par  conséquent ,  sin  a  =  zfc  1/  -  db  -  v  i  —  sin*2a  ; 


ou  ^n  remphçaut  2^  par  a  et  â  par  -^  n^ 


sin 
2 


2  V  2      2 


Si,  dans  la  formule    sin  2^  =  2  sin  a  cos  a,     on  substituait 

^i  —  cos'a  an  lieu  de  sina,  on  trouverait  par  une  opération 
analojfue , 


cos 
2 


2  Va        2*^ 


fi.  B.  <— Ces  deux  résultats ,  qui  ont  été  obtenus  indépendam- 
ment  Vun  de  l'autre  ^  sont  identiques  ;  mais  comme  sin  -  a.  et 


cos  '  a  sont  liés  entre  eux  par  la  relation  sin^  -  a  +  cos'*  -  a = 


=  i> 
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il  s'en^nit  que  si  Van  prend  le  signe  «uperieur  da  ^cond  ra- 
dical pour  le  sinu$ ,  on  doit  prendre  le  signe  inférieur  pour  le 
cosinus,  et  réciproquement;  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 


sin  -  a  =  ±:  %/-  ±:  -  l/i  —  sin'a, 

cos  -  a  =  ±:  1/-  q;;  -  V^i  —  sin*a. 

67.  Discussion  de#  r^'avltats  trouvas  par  les  deux  Baétha^es. 

Il  est  à  remarquer  que  chacun  des  deux  derniers  rësultata 
comprend  queare  valeurs,  tandis  que  ceux  de  la  première 
me'thode  n'en  renferment  que  deux,  qui  sont  même  numéri^ 
quement  égales- 

j^ur  expliquer  cette  circonstance ,  nous  observerons  que 
lorsqu'un  arc  a  est  donné  par  son  cosinus,  on  se  donne  en  même 
temps  les  arcs  2^sr-{-a,  2A'sr — a,  puisque  (tableau  n^  â6)ron  â 

ÇO8  (  2^9r  Zt  a)  =:  cos  a. 

Donc ,  si  l'on  démande    ain  ^  a  ou  cos  -  a    en  fonction  de 
%  a 

cos  a,  le  calcul  doit  donner  en  même  temps  les  sinus  des 

imHtiéis  d^  tpus  les  arca  compriis  dans  l'expression  générale 

^k9F  ±a{k  étant  un  nombre  entier  quelconque  qui  peut  èlre 

nid) ,  ou  bien,  les  cosinus  de  ces  mêmes  moitiés  ;  c'est-à-dire 

qu'on  doit  obtenir  toutes  le9  vfOieurs  comprises  dans.  ,•..... 

$m ,  ou  dans  cos . 

2  2 

Cela  posé,  soit  d'abord  h  un  nombre  pair,  ik!  \  il  vient 

810  z 3s=  nn  1  %k%  dz  -  )  =  ±  sm -. . .  (n'*  56), 

2  \  2/  a 

ou  cos  -î =  cos  (  aA^îT  ±:  -  )  =^  -|-  cos  -• 

2  \  a/  2 

Soit  maintenant  k  un  nombre  impair,  2,k'  -f-  i  ;  ona^ 


89  ADTAES  FaKXQIiSS. 

4^V  +  ar  rh  a 


«in 


2 


(.   ^\  .a 


4^'jr  •+•  2jr  rb  a 
ou  cos  -2 5=  cos  I  «•  in  -  I  =  —  cos  -. 


=  cos  I  «•  ifc:  -  )  =  —  cos  -. 


On  voit  donc  que  les  valeurs  correspondantes,  soit  au  sinus ,( 
soit  au  cosinus  de  la  moitié  d'un  arc ,  sont  au  nombre  de  deux 
égales  et  de  signe?  contraires.    ^ 

Supposons  actuellement  que  l'arc  a  soit  donné  par  son  sinus. 

Comme,  en  vertu  du  tableau  n^  SB,  on  a 

sin  {nkw  -^  a)  =r  sin  fl ,     e^    sin  (a.^w  +  ^—  ^)  =  «»  «> 

il  s'ensuit  que  le  même  calcul  doit  donner  les  sinus  ou  les  ço» 
sinus  des  moitiés  de  tous  les  arcs  compris  dans  les  deux  expres- 
sions 2A«r  Hh  a ,  a^ar  +  ar  —  a  ;  c'est*à-dirç  qu'on  doit  obtenijr 
en  même  temps  toutes  les  valeurs  comprises  d^s 

.    !kkw+a      ^    .     ^ks+w — a 

sm — » «  et  sm  *-= -î , 

a  .  a  / 

ihic  +  a.     '          aitjr-fa*  —  « 
.  ou     cos  — : ,  et  cos  — '' , 


Ne  considérons  d'abord  quc^  les  deux  expressions  du  sinuau 
Soit    i  =E  2^'  ;     il  vient 


.     4*V4-û 
sin  ^ '^  "' 

2 


-  ss.sm  f  2^9r  +-j  =  +  sm-, 


un  -i =sm( 1  rr  -f- 

2  \2        2/  * 


Soit    A  =  2^'  +  I  ;     Oû  a 

.    4^'«*  +  37r  — à  .    /3         tf\  a 

sm  «î — • sas  sm  (-«•—-  )s=  — cos-. 

•  î;^  \2        2/  a. 
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On  obtient  donc  ainsi  quatre  Talenn  diiFërentes, 

■ 

il        ,  a  .    a       '  a 

+  sin  -,     -f-  CO8-,     —  8in-,     —  co«-. 

En  opérât  sur  les  expressions  du  cosinus ,  on  trouverait 
également  quatre  valeurs  qui  seraient  ^ 

a  ,    a  a  »    a 

+  cos-,     +  sin  -,     —  cos-,     —  sm  -. 
22  2  2 

Ces  résultats  s'accordent  d'ailleurs  évidemment  avec  ceux 
du  n^"  06.  ^ 

n  nous  reste  cependant  encore  une  difficulté  à  résoudre  ; 
c'est  de  déterminera  parmi  les  quatre  systhnes  de  valeurs  du 
sinus  et  du  cosinus ,  quel  est  celui  qu  on  doit  prendre  lorsque 
1  on  a  en  vue  de  calculer  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  moitié  d'un 
arc  particulier  ;  car  il  est  certain  qu'un  même  arc  ne  peut  avoir 
qu'un  seul  sinus  et  un  seul  cosinus. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées ,  l'arc  a  au-dessous  de  loo®, 
ce  qui  est  le  cas  ordinaire.  On  a  alors 

-  a  <"  5o®    et     loo*  —  -  a  >  5o*: 
2      ^  2     ^        ' 

d'où  l'on  déduit 

sin  -  a<sin  5o*,  et  sin  Tioo®  —  -  a  j  ou  cos  -  a  >  sin  Sq*. 

On  voit  donc  que,  dans  ce  cas ,  le  sinus  est  plus  petit  que  le 
cosinus  ;  d'ailleurs  leurs  expressions  doivent  être  positives. 

Ainsi  y  des  quatre  systèmes  de  résultats  obtenus  n*  66,  celui 
^ai  satbfait  à  la  question  est 

.     sin  -  a  ^  %/-  —  -  i/i  —  sin* a, 
2  V  2        2  ^  ' 

ços-  a  =  \/i  +  i  |/i  ~  sin» a. 
2  V    2         2  '^ 


Ce  système  re^»^  cUii^  celiûdn  n"  m  lorsqu'on  reiii|dace 
K  I  —  sin'  a  par  sa  valeur  ces  a  j  car  on  trouve 


sm  -  a  =  \/ cos  a  =  i  / , 

cnn^  ^  ^  1  /*  _i_  *  «^-            -  /i  -«h  cos  « 
cos  -  a  =1/  — r  -  cos  a  =  1/ , 

2  V     2      •     2  V  2 

C  est  sous  cette  dernière  forme  que  nous  aurons  souvent  oc- 
casion de  rappeler  les  valeurs  de  sin  -  a    et     cos  i  a, 

2  '     2    "■■    ' 

Fig.  4B.      ^'  ^  Géométrie  fournit  une  démonstration  très  simple  de  ces  deux 
foraulift^ 

Soient  AB^a,  »P=5;8i|i«,  ORsecçiaa  (^,  4$).  Oivi»pn« en d«ux 
parties  égales  les  arcs  AB  et  BD;  aux  points  C  et  Cj  puis  tirons  les  cordes 
AB,  BD,  et  les  rayons  OC,  OCj  il  résulte  évidemment  de  cette  construc- 
tion, 

BI  =  sin  BC  r=  sin  -  a,  BC  =  -  BCD  ?=  i  (aoo®  —  a  )  =  loo»  —  -  a  ; 

4'où  BI'  =  01  =1  cos  -  a. 

Cela  posé ,  les  triangles  rectangles  ABP ,  DBP ,  donnent 

> 

AB  =  2  sin  i  a  =  V  AP  +  BP'=  l/( r  —  cos  a)«  +  sin*  a, 
CD  =  acos-a  =  V  PD  +  BP  =  i/(  r -f- cos  «)«  +  sin»  a. 
Effectuant  les  calculs  et  observant  que    sin>  a  -f-  cos*  a  =  r«,  on  « 

*  ••^•^  ••  "^  v^ar*  —  ar  cos  a  9 
a  co»  -  «  sç  |/^.  -^  ar  coB  aï 

d^où ,  divisant  par  a  et  supposant  r  ■=  i , 

.1  ^  /i  —  cos  a       '      ï  A  /i  4-  cos  a 

sin  -  a  =:  %/       ■     ■       ,      cos  -  «  =  \/  — î . 

a  ▼  a  a  ▼  a 


69.  Détermination  du  sinus  du  tiers  d'un  arc  en  fonction 
du  sinus  de  cet  arc. 


I 


ADTIIEB  FORinnJSt.  gi 

« 

Dans  la  formule  nu  3a  =^  3  sin  a  cos*  4X-—  sitt^Ay  trouvée 
n**  fô ,  remplaçons  cos  a  par  i/ 1  -^  sin*  a  ;  il  yient 

ftîn  3a=£3  suiis(i  — sin^  a)  — €in^/i  =  3  8ina-^4^^^^^9 

3  .  I 

ou  ordonnant ,  sin^  a  —  7  sin  a  -f-  y  sin  3â  =  o , 

4  4 

pu  bien  enfin,  substituant  a  et  ^  a  au  lieu  de  3a  et  de  a, 

ô 

.  ,  i  3.1       .    I    . 

sin^  ^  a  -^  7  sm  ^  a  +  7  sin  a  =  0| 

04^  4 

équation  du  3*  degré'  qu'il  faudrait  traiter  par  les  méthodes 
fconnues  de  la  résolution  numérique ,  après  y  avoir  mis  toute- 
fois pour  sin  a ,  une  valeur  numérique  quelconque. 

Mais  y  sans  nous  arrêter  à  cette  résolution,  <pii  n'offrirait 
aucan  intérêt  pour  notre  objet ,  nous  allons  faire  voir  que  l'é- 
quation a  ses  trois  racines  réelles ,  c*€st-4-<lire  que  la  question 
proposée  est  susceptible  de  trois  solutions. 

En  effet ,  on  a  déjà  vu  (u^  M)  qu'un  aie  étant  donné  par 
son  ainoB ,  on  donne  par  là  même  tous  les  aros  com|Mris  dans 
les  expressions  air  4*«,  aA««f-v^ii;  donc  en  denandant 
le  sinus  du  tiers  de  cet  arc,  on  doit  trouver  simultanément  les 
valeurs  de 

*ikw  +  a  aAîT  +  «r  —  a 

sm 5 et      sm  '•  "     ^ . 

Gela  posé ,  le  nombre  entier  k  peut  se  présenter  sous  trois 
Aurmes  différentes,  Zk\  3A:'4- 1 ,  ^t  3F—  i  <*). 

Soit  d'abord  k  s=  3^'  ;  on  a  pour  les  deux  expressions , 


sm 


sm ^  .  «     ■ 


=-,(-'.+ï,i)-+™(i-j"). 


^Êfm* 


{*)  On  pourrait  également  supposer  A;  négatif  (  n^  57  )  et  é|ral  à  —  SA/, 
—  3Ar'  +  I9  — ^^ —  I  ;  mais  les  valeurs  qu^on  obtiendrait  rentreraient  dans 
^çlles  qui  correspondent  aux  trois  premières  hypothèses. 


ga  AiiTâES  roMsovES. 

Soit  maintenant  kss3k'  -{-  î  ;  i\en  résulte 


.    ô^V  -4-  25r  +  û 
sin = 


valeur  identique  avec  la  précédente  ; 


.    6ArV  +  3îr  — a 

Sin :: — - 


=r8in(»-|)=+«in5. 


valeur  identique  avec  la  première. 
Soit  enfin ,  ^  =  3ft'  -—  i  ;  on  obtient 

6A  «•  —  25r  +  û 


su. 3 ==_„n  (^—5—^  =  ^8111  (^3  + 5^, 

""C 3 )=-'^\^ 3-)=*-K3+3)' 

ces  deux  dernières  valeurs  sont  identiques. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  du  sinus  du  tiers  d'un  arc  se 
réduisent  à  trois  généralement  différentes ,  savoir  : 

H-sm^,     +««(,3"~3>     -"^C3  +  3> 
Je  dis  généralement,  car  si  l'on  avait,  par  exemple,  a = -  «*! 

AT         ^  I 

il  en  résulterait  ^ — -=:gsr;  et  les  deux  premières  valeufft 
seraient  égales  à  sin  t^st  ;  la  troisième  deviendrait 

Mais  il  n'en  est  pas  moins  vrai  quç  l'équation  ci-dessus  a  ses 
trois  racines  réelles. 
On  reconnaîtrait,  par  une  analyse  absolument  semblable j^ 


que  si  i^on  demandait  cos  ^  ^  en  fonction  de  sin  à,  on  obtien- 
drait six  yaleors  difFérentes  : 

Et  en  effet,  il  est  aisé  de  prouver  que  l'équation  d^où  dépend 
la  détermination  de  cos  r  a  est  du  sixième  degré. 

Remplaçons,  dans  sin  3â  :=  3  sin  a  cos*  a  *•  sin^  a, 
ou  sin  Za  =  sin  a  (3  cos*  a  —  sin*  a) ^ 

sin  a  par  sa  valeur  |/i  —  cos*  a;     il  vient 


»in  3a  =  V^  I  —  cos*  a  (4cos*  a  t—  i  ) , 
ou ,  élevant  au  carré  pour  chasser  le  radical, 

sin*  3a  =  (i  r-  cos*  «)  (4cos*  a  —  i)*, 
équation  qui ,  développée  et  ordonnée ,  devient 

iGcos^a  —  24cos^a  -f-  9co8*a— «  i  -f*  sin'Sa  ss  o* 
Nous  engageons  les  commençans ,  pour  se  familiariser  avec 

ces  sortes  de  discussions ,  à  rechercher  sin  ^  a  et  cos  -  a  en 

^  3 

fonction  de  cos  a\  ils  reconnaîtront  encore  que  le  sinus  doit 
avoir  six  valeurs ,  mais  que  le  cosinus  n'en  a  que  trois. 

70.  Détermination  de  la  tangente  de  ta  somme  ou  de  la  dif^ 
férence  de  deux  arcs ,  en  fonction  des  tangentes  de  ces  arcs. 

D'après  la  relation    tang  a  =  -^ — ,  établie  n^  itO,  on  a 
^  "  cos  a  ' 


*       /    a-  iN       sin{a±:^) 
tang(a±:6)==— — :-^, 


cos(a:lz  b) 


â6  ADTIUES  FORMITLES; 

^Quant  à  la  Yaleur  qi|*il  contiéiit  de  prendre  l^rsifu'oiisup 
pose  a  '^  100^  (ce  qui  a  lieu  le  plus  communément) ,  comme, 

dans  ce  «Its,  tang  -  a  doit  être  positif,  et  que  tang  a  est  aussi 

positif,  il  est  clair  que  la  réponse  à  la  question  est 


.«-.  i  I       .       I 


tang  -  a  =  — f-  ;- |/ 1  4-  tang»  a  ; 

^  2  tanga      tanga        •  ®      ' 

et,  dans  cette  même  circonstance,  on  a 

cot  -  â  s= 4- 1/ 1  +  tang»  a. 

a  tanga  •  tanga  ^ 

75.  Un  parvient  à  d'autres  expressions  de  tang  --  a,  d'après 
les  formules 

.     I              /i — cosa             I           .  /i-f-cosa         ,  ^^^. 
m-a=  1/ ' ,     cos-a  =  %/ — ....(n^ôK). 

En  les  divisant  Tune  par  l'autre,  on  trouve 

^  ^        I  ^  /i — coi  a 

1*. . . .  tang  -  £1  =  \/ r-. 

•    "  2  V    1  -f-  cos  a 

Dans  cette  première'expression,  multiplions,  sous  le  radi- 
cal, haut  et  bas,  parf-f-  coa.a,  puis  par  i  — >cos  a;  il  vient 


sm 


I  .  /  I  —  cos*  a  sin  a 

. ...  tang-a=\/^ — ; ;j  =  — 

"2  V   (i+cosa)'       i-l-cos 


-J-  cos  a  * 


^o  . ' .  /(i--cosa)''_i— cosa 

o" . . . .  tang  -  a  =  I  / ; —  s=  — ; . 

"2  V     1  —  cos»  a  sm  a 

Ces  diverses  expressions  sont  souvent  employées  dans  les 
applications  trigonométriques.       * 

Les  élèves  feront  bien  de  s'exercer  à  la  recherche  des  tan- 
gentes du  triple,  du  tiers,  etc ,  d'un  arc ,  ainsi  qu'à  la  discus- 
sion des  formules  qui  y  sont  relatives.  C'est  un  moyen  de  se 
rendre  familières  les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigono- 


AlJTftES  FORMULES.  ^ 

mëtriqnas.  Us  peuTent  Clément  rechercher  les  cotange&tesy 
sécantes ,  cosécantes ,  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux 
arcs,  du  double,  da  iriple^  etc. ,  et  d«  la  mcétiéyéa.Uené  •  • 

d'un  arc. 

74.  Les  formules  (A)  et  (B)  du  n®  61  donnent  encore  lieu 
à  des  résultats  fort  utiles  dans  les  applications  trigonomc^ 
triques. 

Reprenons  d'abord  les  formules  (A) ,  savoir:  ^ 

sin  (a  +  6)  =  sin  â  cos  b  +  sinb  cos  a, 
sin  (a  <—  6)  ss  sin  a  cos  b  -^^  ùnb  cos  a. 

Ces  fomiiules  combinées  successivement  par  addition  et  par 
soustraction,  donnent 

sin  (a  4"  ^)  +  sin  (a  —  ^)  =  a  sin  a  cos  6, 
8in(tf  +  &)  — •  sin  (a  —  &)  =  asînAcostf; 

et  si,  pour  deux  arcs  quelconques  7»,  q  (p  étant ^jr),  on  pose 

a+b=p)     .j  ^i  par  addition,         «  =  ^  (/i  +  ?)) 
a  —  i  =r  y  I  '  I  par  soustraction ,  *  =  |(/>  —  ^)  (  ' 

d'où  substituant  ces  valeurs  de  a  et  de  6  dans  les  résultats 

précédens,  ^ 

sirp  +  sin  ^  =  a  sin^ip  +  q)  cos\(p  —  q)) 
smp  —  sin  9  =  a  sîn  i(p  -^  q)  co9^(p  +  q)l  ^ 

Une  combinaison  analogue  des  formules  (B) , 

cos  (â  ^  b)  zsi  cos  a  cos  ^  —  sintfsin^^ 
cos  (a  —  6)  =  cos  a  cos  ^  +  sin  a  sin  6, 

conduit  aux  deux  nouvelles  formules 

cosqr  4.  cos/i  =  acosHF  4-  9)-cos^(p  —  q)\ 
cos  9  —  cosp  =  a  sin  {  {p  +  f).sin  ^  (jp  — -  q)} 

75.  Les  formules  (C)  et  (D)  servent  principalement  à  rendre 

1 


^  àMJTKEM  FOBWaES.    ^ 

caltttlables  par  logarithmes  oerteihes  expressionr  trigonomc* 

triques. 

.  Sok,  par  exemple  >  à  évaluer  nanëriquemeiit  Texpreftsioa 

X  =  sin  3o®  +  «in  i6**  ; 

il  vient,  par  la  supposition  de  pz=zio9^  g  z=z  i&j  dans  la 
première  des  formules  (G), 

sin  3o*»  +  sin  fO*  t=  a  sin  |  (3o«  -f  lO*) .  tos  i  (3o»  —  16% 
oa  bien  a:  s=  a  sin  aS^'^eos  7^  ;   * 

d'où  log  X  3=  log  a  -f-  log  sin  28^  +  log  cos  7®. 

On  trouverait  de  même  pour  a:  ss  sin  So**  -^  sin  16*9 

logo:  =  log  2  -^^^S^^^?**  +  log  cos  a}'*.    ■ 

Soit  encore  à  calculer      x  s=s  cos  47^  —  <:c^s.  83^  ^ 

on  a,  en  posant  j?  =  83^ ,  ^!=ts47^y  dans  la  seconde  des 
deux  formules  (D) , 

cos  47<»  —  cos  83*»  =  2  sin  ^  (83«  +  47^) .  sîn  ^  (83«»  —  47*») , 
ou  bien  x  =  2  sin  65^  sin  18*; 

d'où  log  ar  =  log  2  +  log  sin  65**  +  Jog  sin.  1 8*. 

76.  Maintenant,  si  Ton  divise  Tune  par  l'autre  les  deu3( 
formules  (G) ,  il  vient 

sin/?  +  sing  ^^  sin ^ (p  -h  y). cos ~ (/?  —  g) 
sinp—  sinç'       cos^(/?  -h  q).sm\{p  —  qy 

,    sina        ^  dosé         '  i 

ou,  à  cause  de •=  tani^a,  -: — =■  =  coto  = r. 

tosa  ^    ^  mno  tang6. 

sïnp  +  sin  g  _  iang^(/?  +  g) 

sin/?  —  sin  g        tang|(/7  -^  y)*  '  "  '   ^  ^  • 

ce  qui  nous  apprend  que  la  somme  des  simfs  de  deux  4ircs 
quclcongues  est  à  la  différence  de  ces  mêmes  simis,  comme 
la  tangeme  de  la  demi^-somme  des  arc^  est  à. la  tangente  de 
leur  demi'-différence. 


En  opwaBt  de  la  inèiB«  m^mère  «ur  k»  de«x  formules  (P), 
on  obtient 

cosy  ^  cos;i  ___    cotKr  4-  g)  ^  '      / 

76.  La'formWfi  (£)  >  dont  nous  ferons  usage  dans  la  résolution  des  trian- 
gles ,  se  dérao|itre  très  simplement  par  Ja  Géométrie. 

Soit  décrite  une  circonférence  de  cercle  arec  un  rayon  OA  (Jig.  Ig)  égal  Fig.  49- 
à  celoj  des  tables.  Tirons  le  diamètre  AA'y  et  prenons»  à  partir  $xk  point 
A,  AB  =  ;y,  AG=y,*  puis  abaissons  BP,  GQ,  perpendiculaires  sur  AA% 
?n  prolongeant  BP  jusqu^à  sa  rencontre  en  B'  avec  la  clre<mference  ;.m(MHiaa 
d'ailleiirs  a  paraUèle  à  AA'. 

B  lésnlta  évidemment  de  cette  première  eoastmetion 

a?=rsinAGs=aiiif ,  BPbdB9^3:ain|r,  DB'ssiia  |H^«a  f ,  HDbcsiin  j^--sin  ç. 

Joignons  maintenant  le  point  I  ans  points  B  et  B';  do  même  point  I 
comme  centre  et  arec  lerayon  du  cercle ,  déerirons  «n  are  qui  coupe  CI  en 
E ,  et  devons  à.CI  la  perpendieaiaire  GEF. 

Gomme  on  a  AB  s  AB'  3=  ^,    AG  =  9, 

tien  résulte  GAB'=:/y-h^>    CB  r=  ^  —  ç, 

puis  EF  =  tang  EIF  =  tang-  {p  -4-  ^),  EG  :?  Ui^-  (;f  >-  7). 

Or,  en  verla  d^oii  théorème  «onnu  d«  Géométrie ,  les  trois  li^es  BI ,  B^, 
CI,  coupent  les  deux  parallèles  GF ,  BB%  en  *  parties  proportionnelles.  On  a 
éone 

DB^  :  DE  ::  EF  :^  EG{ 

on  Men ,  remplaçant  ces  lignes  par  leurs  valeurs , 

mip  -f-  sin  V  :  «in;?  —  sin  ^  ::  tang  -  {p  ^  q)  i  tang  .  (;,  —  ^  ). 

C.Q.F.D. 

77.  Nous  croyons  devoir  réunir  en  un  tableau  les  différentes 
formules  obtenues  dan«;les  numéros  pr^cedcuîK ,  en  y  joignant 
les  relations  qui  existent  entre  les  lignes  trigonométriques  d'un 
même  arc.  Les  j^eunes  gens  pourront  alors  le  consulter  au  be- 

soin! 


lOO 


coifsniiJCTievr 

TABLEAU 


Des  Formule^  principales  de  la  Trigonométrie^ 

Avec  rindicatioD  àt^  numéros  d't>ù  on  les  a  tirées. 

sin  «  ' 


siii'a  +  cos'«  =  î  , 


^aog^i  «= 


cosa 


sec  a  =  — î—  y      sée«  i=  i  4»  1ang*^o, 
cos  a  ' 


(5o) 


COS  II 

eot  a  =  -. —  9 
ain  a 


cet  m  =  -* 




tau^  a 


coséca  ^=1  -: ,  coséc»a  =  i  -4-  cot'fl, 

sm  a 

Îsin  (aztô)=8iQiico8i&  ±:  siii  i  cos  tf, 
cos(a=tA)=coSflCOsA  14:  9ina%mby 


î=:asiiiflco8fl. ......  ;  .co82£ï=cos*a— sin'^, 

kos^isin^a, 


(   sin2a=:asinflC08fl......  .-.co82£ï=cos*a— a 

^^^^  {   ain3a=3smaco8'a— sin^a.  .cos3a=cos"^a— 3< 


sm 


-  /i — cosa  €  /i+cosrt 


(63,66)  (sinitf=±:y/St/t^«n'«» 
•  a  V   2     2, 


cos 


(69)     sîn^ia  — T8in3«+7SÎn«  =  o> 

tang  a  ±:  teng  b 
(70,71)    tang(«±^)  =  -,-.t^g«tang6' 

_     ^  tang  g 


tang  2a  = ' ^-y 


^?3) 


I           — i±.V I  +  tang' g ^    /i— .cosa 
tang  -  a  = -__-^  _  ^^  ^-^-^^ 


tang  a 
sin  a  I  -^  cos  a 


1  +  cos  a 


sina 


BK«  T49U&,  ^  lOL 


(74) 


sinp  +  sin  y.  sas  as\n{(p  +^q)*cosi(p  —  ^), 
sinp  —  fin  j  r=  28in^(/?  —  î).C08j(]p  +  q)\ 

cosq  +  cos/i  =  aco8^(/7  +  5').cosi(^  ^)^ 

ces  y.—  co«^  :=  anii^(/?  4-  q)*^iii\(p  — »  y). 


'     sin^ — sinq     'tangj(/i — g^)** 'co8y— cosp      tang^d? — qY 

(Dans  toutes  ces  formules,  on  a  supposé  le  rayon  égal  à  Fu* 
nilé;  s'il  en  était  autrement,  il  faudrait  le  rétablit  diaprés  h 
règle  du  n"*  96: } 

Construction  des  Tables  trigonométriques. . 

78r  Nous  pouvons  maintenapt  faire  connaître  les  moyen», 
qui  ont  été  employés  pour  dresser  des  tables  trigonométrie 
ques. 

On  appelle  ainsi  des  tables  renfermant ,  d*îine  part-,  tous  les 
arcs  depuis  o?  jusqu'à  loo^,  et  de  l'autre ,  les  valeurs  des  si- 
nus ,  cosinus ,  tangentes,  etc. ,  correspondant  à.  ces  arcs.  Il 
suffit  d'ailleurs  qu'elles  ne  comprennent  que  les  lignes  trigo* 
nométriques  des  ares  moindres  que  ioo%  puisque,  d'après  le 
tableau  n®  56.,  celles  des  arcs  glus  [grands  sont  numériquement 
les  mêmes  que  les  lignes  trigonométriq^ues  des  arcs  plus  petits. 

Nous  adopterons ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre',  ja  division 
centésimale ,  c'est-à^dke  quej  nous  supposerons  le  quart  de 
circonférence  ou  le  quadrans,  divisé  en  loo  pai'ties  égales, 
appelées  ^rodle^  ou  degrés  (loo®);  chaque  degré  divisé  en  loo 
minutes  (loo^)  ;  chaque  minute  divisée  en  loo  secondes  (loo*). 
Enfin ,  nous  admettrons  qu!ou.ne  veuille  Cormier  que  des  tabler 
dans  lesquelles  les  arcs  croissent. de  minute  en  minute. 

Gela  posé,  d'après  les  formules  précédemment  établies,  il 
est  clair, qu'il  suffit  de  calculer  la  valeur  de  sin  I^  En  effet, 

* 

la  formule  cos  «i=:  \/i-^9in^a    donne  d'abord  la  valeur 
correspondante  de  cos  I^ 


lôa  coirmtcTiON 

Connaissant  les  valeurs  de  sin  i'  et  cos  i',  on  obtiendra 
celles  des  sinus  et  cosinus  de  2',  3'>  4'.  • .,  en  faisant  flhicces* 
sivement  dans  les  formules 

sin  ad  :=  26ii!lâcosâ,     cos  2a  =:  cos^a  — ^  sin*â,    ^ 
sin  (â  -)-  A)  3=,8in  a ços  6  -f-  sin  ( cos  a, 
cos  (a  -f-  A)  =s  cosacos^  — *  si;i  a-sin  b^ 

aas  1%  puis  bss  i'^  i\  Z\  ^ •é  >  ;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
loooo'  ou  roo**. 

Quant  aux  autres  lignes  trigonométriques ,  on  de'duira  fa^ 
cilement  leurs  valeurs  des  formules 

ski  a    -      '        •  I  '                       1  ■  i 

tangii  = y  cota= ,  secâ= ,  cosecû=:  — 


cosa  tanga  .  cosa  s^na 

•  ■ 

On  peut  toutefois  calculer  d'une  manière  plus  simple  les 

sinus  et  cosinus,  à  Faide  des  formules  suivantes  qui  sont  com— 

prises  daBS  le  tableau  du  n*  77 ,  savoir  :  ^ 

sin  (â  +  ^)  4"  sin  {a  —  À)  =  2  sin  a  <ios  b^ 
cos  (a  -|-  *)  +  cos(tf  — ^  é)  =^  2  cosa  cos  ^, 

des  forniules  peuvent  être  mises  sous,  la  foripe 

L 

sin  (a  -f-  ^)  =  sin  0  X  2  co95.+  siii  (a  —  b)  iK'^—  i  y 
cos  (a  -f"  ^)  ==  cos  û  X  2  cos  b  +  cos  (a  -^  A).  X  -^  i  ; 

et  si  l'en  7  fait     a^mmb^      elles  deviennent 

sin  (m  +  i)  6  =  sin  mb  X  2  cos  b  +  sin  (m  —  i)  6  X —  r  > 
co^(m-4-  i)  6=co8m&x  2cosé  +  cos(fn  —  i)éx— i  ; 

ce  qui  dëmontte  que  pour  avoir  le  sinus  ttuft  nHiitiple  quel^ 
conque  (m  4*  t)  b,  de  Farc  h ,  ilfaUt  multiplier  les  sinus  des 
multiples  immédiatement  inférieurs,  mb,  et  {m  —  i)  b,  res^ 
pectivement  par  les  quantités  constantes  h  cos  h  ;  et*^i  ,  puis 
ajouter  ces  résultats  avec  leurs  signes,  —  Même  loi  de  forma- 
tion pour  le  coâiuus. 


• 


D'apièe  teli,  »oê^ bat  è^=z  l' dans  les  fonimles ;  puis  succès* 
sivosient  m  =:r  i ,  a,  3.  •  • .  ;  il  en  résulte 

sin  a'  =  sin  1'  ><  2  cos  i'  +  *^  =^  ^  ***  *'  ^^*  ■'  > 

COS  2^  =  COS  l'X2  068l'-4-lX  —  1=3  COS*  l'  —  I  , 

sin  3'  =  sin  a'  X  *  cos  i'  +  sin  i'  X  —  i  > 

COS  y  =  cos  a'  X  a  cds  r'  -f*  cos  i'  X  —  i  r 

sin  4'  =  sin  3'  X  a  cot  i'  +  sin  a>  X  —  i , 

cos4'=cosy  X  2>.co«  l'+.cosa'  X  —  i, 


et  ainsi  de  suite. 

N.  B.  —  Ceux  qui  ont  déjà  quelques  notions  des  séries  ré- 
currentes, reconnaîtront  sans   peine  que  la  série  des  sinus, 
forme  une  suite  xéourrente  du  a*  ordre,  dont  Véchette  de  reUh 
tion  se  compose  des  deux  quantités   acosi'  et  —  i  ;  il  en  est- 
de  même  de  la  série  des  cosinus. 

Ainsi ,  toute  la  difficulté  consiste  à  déterminer  avec  le  plus 
{rand  degré  d'approximation  possible  j  le  sinus  du  plus  petit 
arc  de  la  table ,  ou  sin  i'. 

79.  Nous  commencerons  par  draiontrer  qu'il»  on:  quel^ 
cânque  est  toujours  plus  grand  que  son  sinus  ^  mais  moindre 
que  sa  tangente. 

Soient ,  en  effet ,  un  arc  quelconque  AB  (Jig'  5o)  ;  puis  BP,  p.     ^^ 
BA,  et  AT,  le  sinus,  la  corde,  ^t  la  tangente  de  cet  arc. 

On  a  d'abord  arc  AB  >  corde  AB  ;  mais  corde  AB  ^  fiP  ; 
donc ,  à  plus  forte  raison,  arc  AB  >>  BP, 

En  second  lieu ,  le  secteur  circulaire  a  pour  mesure.  .•..•• 

arcABx  -  OA,  et  le  triangle  OAT  est  égal  à  AT  X  ~  OA; 

OTy  le  sectemr  est  éyidemment  plus  petit  que  le  triangle  ;  on  a 

donc    arc  AB  X  -  OA  <  AT  X  -  OA  ;     d*où    arc  AB  <  AT. 

a  a 

On  Toit  en  outre,  d'après  la  figure,  que  plus  l'arc  diminue, 

plus  la  tangente  et  le  sinus  se  rapprochent  l'un  de  l'autre ,  et 

par  conséquent  de  l'arc  qui  est  compris  entre  les  deux.  Gela. 


résuU^  d/ailleur»  de  la  formule     lane  a  =  — — ,     qui  donne 

^   *'  '  ^  -^        •   '^  .^     '      cosa       ^.     ....,,. 

.  '^'  =■         ;  car,  à  mesure  que  Tare  diminue,  le  cosinus  aug- 
sma      cosa'       '  ^  .        .  / 

mente  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  Tunité  ;  donc  aussi,  le 

le  rapport approche  de  plus  en  pki^âe  devenir  égal  à  f  ;  et 

I  taifpxz 

quand  Tare  est  très  petit, ou     .  ^^  diffère  très  peu  de 

rnnitë.  ,  , 

Soit,  par  exeAiple ,  l'arc  qui  a  pour  cosinus  0,99;  il  vient 

tanga 1      100  _       •_    '  v      * 

sina  ~  0,99  ~  "99   ""  99' 

tangâ                  I 
Soit  encore  cos  a  =  o.qoqqq  ;  on  trouve    .        =  i  -I 

Le  rapport  — 7- —  diffère  donc  d^autanl  moins  de  Tunité ,  que 
Tare  est  plus  petit  ;  et  il  peut  en  difiiérer  d'aussi  peu  que  Ton  veut. 
Il  en  est  de  même  des  rapports —*-^  et  -: — ,  puisque  Tare 

est  toujours  compris  entre  sa  tangente  et  son  sinus. 

Ainsi,  nous  poavons  établir,  comme  une  vérité  mathéma- 
tique, que.^^r  rapports  de  la  tangente  au  sinus ,  de  la  tan-  ' 
gente  à  l'arc ,  et  de  l'arc  au  sinus ,  sont  trois  quantités  €fui 
tendent  sans  cesse  vers  Funité  à  mesure  que  l'arc  xUrmnue^ 
et  lorsque  Tare  est  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée,  ceir 
rapports  différent  eux-mêmes  de  Funité  d'une  quantité  moindre 
que  toute  grandeur  donnée. 

En  d'autres  termes ,  ces  trois  rapports  ont  pour  limite 
commune  l'unité. 

^ette  proposition  joue  un  très,  grand  l'ôle  dans  la  haute 
analyse,  {voyez  Algèbre,  8*  édition,  n°  439.) 

80.   Puisqu'un  arc  étant  ti'ès  petit  ^  le  rapport  -.- —  diffère 

très  peu  de  l'unité ,  il  s'ensuit  que  l'arc  et  le  sinus  sont  aussi 
très  peu  différens  l'un  de  l'autre;  On  peut  d'ailleurs,  dans 


tùQâlt»  cas  y  àékmainer  AU*d«S8oas  de'^|iifiU€  qoanlité  se 
trow^B  f  erreur  commise  lorsqu'on  prend  Tare  pour  le  sinàs, 
ou  réciproquement. 

A  cet  effet ,  observons  que  la  relation 

tang  -  a>  -  a,  * 

revient  à  sm  *  ^a  ^  -  d.icos  -  a  ; 

a  a  a 

d'où,  en  multipliant  lesdeux  membres  de  cette  inégalité  par 
2  ces  -  a,  et  observant  que  l'on  a    asin-acos- a=isina. 

sin.a  ^  a.cos' -a. 

2    ' 

ou  ÏÂen  sin  a  ^  a  —  a  sin*  -  a  ; 

2 

et,  àjbriiori,  d'après  la  relation  -  a  >»  sin  ~  a, 

,  2  2 

a*  a* 

sin  tf  >  a  —  a. -2-  >  «  —  t"- 

4  4 

D'où  l'on  déduit  enfin 

'  .a  —  sin  «  <  %  «  f 

4 

ce  qui  démontie  que  la  différence  entre  un  petit  arc  et  son  si^ 
nus  est  moindre  que  le  quart  du  cube  de  Varc. 

Soit  n  as  o^oi  (k  longueur  de  l'arc  étant  évaluée  au  moyen 
du  rayon)  ;  il  en  résulte 

a -— sin  a  ^  0,00000025. 

Soit  encore  a=o,oOi  ;  il  en  résulte 

à  —  sin  a  ^  o ,  00000000026 . 

81.  Cela  posé,  on  a  vu  en  Géométrie  que,  le  diamètre  étant 
pris  pour  unité ,  la  circonférence  a  pour  valeur 

7f  =:t  3,1415926. 


lo6  CQMWBCTIOIV 

;^y  <dtttiiienott«  1«  supposons I  ce  Q^l^fltts  le  dia«rfèlnB, 
m^M  bi^  le  rayon ,  qu'on  prend  pour  uailë ,  la  valeni  de  w 
représente  celle  de  la  deuiMÎrconféreDce;  domc  ..^ 


3 


eapriitee  la  valeur  du  quadram  ou  de  100**. 
Par  conséquent,       1^  :=  0,015707963, 

i"  =  0,00015707963.... 

*  Ooiiftme  e0iCe  éernière  expresndn  C6t  au«dessou8  de  o,oo^a^  il 
s'ensuit  que  (1')^  est  moindre  que(o^ooo2)^  ouOyOooooooooooS. 
B*où  Ton  voit  que  Texpressioii  de  Tare  de  1'  repioésente  celle 
de  sin  1',  à  irôe  fraction  près  moindre  que  l'unité  de  l'ordre' 
du  onûème  chiffre  décimal;  ainsi  l'on  a ,  avec  exactitude  ^  ' 


sin  i' SB  0,00015709963, 

jusqu'au  onzième  chiffre  décimal  inclusivement. 

Cette  approximation  est  plus  que  suffisante  pour  le  «nus  de 
1^  lui-même;  mais  elle  est  nécessaire  pour  la  détermination 
des  autres  sinus  qui ,  comme  on  Ta  vu ,  dépendent  de  celui-là,, 
ainsi  que  du  cosinus  de  i';  car  les  erreurs ,  se  multipliant  sans 
cesse,  finissent  par  refluer  sur  le  10",  9*,  8*^.  • .  chiffre  décimal. 

Notre  intention  était  de  ne  donner  ici  qu'une  idée  de  la 
manière  dont  les  tables  trigonométiiques  ont  pii«4re  cons- 
truites; Maïs  il  existe  des  méthodes  I>eauc0up/plii8  expédi- 
tives ,  fondées  sur  les  séries  qui  donnent  le  développement 
du  sinus  et  du  cosinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc.  {Voyez 
Algèbre,  8*  édition,  chap.  X,  n®  45S.  On  trouve  même  à 
la  fin  de  ce  chapitre  une  méthode  pour  calculer  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre,  rapport  qui  a  servi  de  base 
aux  calculs  précédens.) 

Ô2.  Première  remarque  sur  la  composition  des  tables  tri^o* 
nométriques,  et  sur  la  manière  d'en  faire  usage* 
Gomme,  dans  toutes  les  applications  de  la, trigonométrie,. 


les  càleiiy  se  foiit  par  Togafitbine9,  on  a  jugé  à  propiib^âe  placer 
danâ  lefi&bles, les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  tangentes,  ete., 
au  lieu  de  ces  lignes  elles^-nièuïies.  En  outre,  leurs  lo^^Mlkmés 
ont  été  calculés,  non  dans  Thypothèse  de  r=  i,  mais  dans 
celle  de  r  =  lo'^  ou  1 0000060000;  et  en  voici  la  raison  : 

En  supposant  r=:  i ,  ce  qui  donnerait  log  r  =£  o,  ou  aurait 
pour  les  sinus  et  cosinus ,  'des  logikffHlimai  négmifi ,  piitw{tte 
ces  lignés  sont  toujours  plus  petites  que  le  myon  ^  il  en  serait 
de  même  poUr  les  tangentes  des  arcs  moindres  que  5o**  et  pour 
les  cotangentes  des  arcs  plus  grands.  Quant  aux  sécantes  et 
«osécantes,  leurs  logarxâunes  senobent  toc^ours  positife,  car 
on  a  TU  qu'elles  sont  toujours  plus  grandes  que  le  rayon  ; 
inais  ces  deux  dernières  liftes  sont  employées  fort  rareuienl. 

Pour  obtier  à  est  inconTénient ,  on  a  coinça  le  rayon  des 
tables,  qui  ne  cesse  pas  d'être  Tunité  trigonom étriqué ,  rap- 
porté lui-même  à  une  autre  unité  beaucoup  plus  petite  ;  et  Ton 
a  supposé  le  rayon  réprésenté  par  10*®,  l'unité  nouvelle  étant 
celle  des  t^ables  de  logarithmes  ordinaires. 

Or,  si  Ton  considère  un  angle  quelconque  BOA  {jfig.  5t),  du  Pig.  5i. 
sommet  duquel  ou  ait  décrit  deux  arcs  de  cercle  a  et  a'  avec 
les  rayons  r  et  /,  et  qu'on  mène  les  perpendiculaires  BP^  AT, 
etB'P',  A'T',  on  aura  évidemment  la  proportion  " 

BP  :  B'P'  ::  oa  :  oa'   ou   sïùa  :  sina'  ::  r  :  r^; 

ce  qui  démontre  que  les  sinus  d'un  même  angle,  correspondant 
à  deux  rayons  diffërens ,  sont  proportionnels  à  ces  rayons, 

Hèa^  résultat  pi^ur  les  autires  ligues  trigonométriques. 

D'après  cela,  soient  ra=  i  et  r^  =7  10*®;  il  en  résulte 

sin  a  s=  sin  a  X  10'®  ;    d'où  log  sin  a'  =  log  sin  â  -f*  10 , 
cos  d  =:  cos  a  X  10***  ;   d'où  log  cos  a   ==  log  côs  û  -f-  10  ; 

# 

et  ainsi  des  autres  lignes. 

D'où  l'on  vtiit  que^  pour  obtenir  les  logarithmes  des  lignes 
trigonométriques  dans  le  cas  de  r=  10**,  il  faut  augmenter 
de  10  unités  ceux  fui  ont  été  calculés  pour  t  szz  1. 


lo8  GONtTAOCTIOlf 

\  Par  ce  ikioyen ,  on  est. assuré  que  loua  les  logartihuies  $ont 
po^tifs^  quelque  pelits  que  soient  les  arcs.  En  effet,  soit  pris 
poiur  «xemplttyv^lfi  plus  petit  arc  de  la  table  ^  ou  i''. 

Ona  trouvé  j)Our  son  sinus^..  sin  1=0,00015707963..., 

d*où      logsiui'sslog  15707,963  — 8  =  —  3,8o388oi  ; 

( on  perche    log  j 5707 ,963    dans  les  tables  ordinaires)  ; 

donc    logsin  i'4"  ><>^=^*^3,8o388ot -f- io=-|-6,i96ii99. 

Tel  est  le  logarithme  qui  se  trouve  dans  les  tables  centesi* 
wales. 

On  aurait  même  pu  supposer  seulement  r=  lo^ss  10000  ; 
mais  on  %  préle'ré  l'hypothèse  r=  io'%  parce  que  les  loga- 
rithmes des  diverses  lignes  trigonomëtriques  ne  sont  alors 
autre  chose  que  les  complémens  arithmétiques  ordinaires  des 
logarithmes  calculés  pour  le  cas  de  r=:  i  ;  et  il  en  résulte  de 
grands  avantages  dans  les  a{)plications ,  comme  nous  le  ver-« 
rons  plus  loin. 

8S«  Seconde  remoFque^  —  Les  Tables  centésimales  de  Callet,  que  nou» 
supposons  entre  les  mains  des  élèves ,  ne  renferment  en  apparence  que  les 
sinus  y  tangentes,  et  cosinus,  des  arcs  compris  depuis  l' jusqu'à  5o**;  mai» 
elles  n^en  doimeiit  pas  moins  les  sinus ,  tangentes,  et  cosinus,  des  arcs  plus 
grands ,  auasi  bien  que  les  trois  autres  lignes  trîgonométriques. 

En  effet,  pour  le  sinus  et  le  cosinus,  on  observe  que  le  sinus  d*un  are 
plut  grand  que  So^'  est  égal  au  cosinus  du  complément,  qui  est  alors  ploa-. 
petit  que  5o<>,  et  réciproquement. 

C?iBst  ainsi  que  rin  6k)^  47'  =  cos  So»  SS', 

eos  780  a5'  =s  sin  ai»  76'. 

-  Les  logarithmes  de  ces  lignes  sont  donc  compris  dans  les  tables. 

r* 
Gomme  on  a  cot  a  s=         .  ",    il  en  résulte 

tanga 


log  oot  0,=.  2  log  r  -->  log  tang  a  =  10  -f.  10  —  log  tang  a  ; 

t 

et  réciproquement,  log  tang  a  =  10  -f-  10  —   log   cot  a. 

Cela  posé ,  soit  d^abord  à  trouver  log  tang  65<^  4^'  ;  on  a 


log  tang  65®  4^'  =  log  cot  34«  Sa'  =  10  +  10  ^  log  tang  34»^  5V. 
Pareillement ,  log  cot  ajo  38'  =  10  -f.  10  »  log  tang~â3o  3îi'. 

Enfin»  log  cot  570  39'  =r  log  tang  4^»  71': 


f»fiS   TAÉLCft.  IQg 

Ces  loifnritlUBCt  pouvant  donc  s^obtenir  facilement  diaprés  la  table.  J^r 
avoir  la  tangente  d^un  are  plus  grand  que  5o<>,  cherchez  le  logarithme  de  la 
tangente  du  con^lément  ;  prenez^et^  le  con^lément  arithmétique  à  lo^  et  afau-i 
tes  lo  unités  au  résultat.  Môme  opération  pour  la  cotangente  dhm  «re  ph» 
petit  qœ  5o<>,  et  le  logarithme  de  la  cotangente  d^mi  arc  plue  grand  que  5&* 
se  trouve  immédiatement  :  c^est  le  logarithme  de  la  tangente  du  complénieBt. 

Quant  aux  sécantes  et  cosécantes ,  comme  on  a 


'  1 . 


sec  a  =  et     cosec  a  =  -; — , 

cosa  sm  a 


il  en  résulte  log  séc  a  =  lo  4-  10  —  log  cos  a, 

log  coséc  a  =  I  a  +  10  —  log  sin  a  ; 

c'est-à-dire  qu^'iyâtft  ajouter  10  unités,  soit  au  complémtnt  ife  log  ces  a, 
soit  au  complément  de  log  sin  a  y  pour  aTûir  les  logarithmes  de  la  sécante 
et  de  la  consécante. 

Au  moyen  de  ces  explications ,  on  est  en  état  de  rés^dre  ces  deux  quee- 
tions  qui  constituent  Tusage  des  tables  centésimales  :  i<».  «-  Vn  arc  étant 
donné  en  deffrés  et  minutes ,  trouver  le  logarithme  d'une  quelconque,  de ,  set 
iiffnes  trigonométriques ;  a^. — Réciproquement,  étant  donné  le  logarithme 
d'une  ligne  trigonométrique ,  trouver  l'arc  correspondant  en  degrés  et  nmnutes. 

Quand  on  veut  obtenir  un  plus  grand  degré  d'^approximation  pour  Tare 
dierché ,  il  &ut  aroir  recours  à  de  nouvelles  opérations  dont  les  détails  ne 
sauraient  trouver  place  ici,  mais  sont  exposés  par  les  auteurs  de  tables 
trigonométriques  en  tète  de  leurs  ouvrages. 

Nous  observerons  toutefois  que  si ,  pour  plus  de  commodité  dans  Texpo- 
silion  dee  théories  ^  nous  avons  considéré  les  tables  centésimales ,  Fusage 
des  tables  sexagésimales  est  en  général  plus  répandu;  xCest  pourquoi  nous 
snpposerons  dans  les  applications  qui  vont  suivre,  que  les  caleiils  s^esé-* 
entent  à  Faide  de  ces  dernières  tables. 

§  If.  Résolution  des  Triangks.-*^  Applications  des 

Tables  trigonométriques. 

On  a  vu,  en  Géométrie,  que  des  six  quantités  qui  compo- 
sent un  triangle,  savoir  :  les  trois  angles  et  les  trois  côtés, 
trois  quelconques  étant  données  (  pourvu^  que  parmi  oes  trois 
données  il  y  ait  au  moins  un  côté),  Ton  peut  toujours  obteuir 
graphiquement  les  trois  autres.  Actuellement,  nous  nous  pro- 
posons de  traiter  la  même  question  par  le  calcul ,  en  coM)|neii- 
fant  par  les  triangles  rectangles. 


Des  Triangles  recUfMks.  ".  %  ^ 

La  résolution  de  ces  ^^{uigle3  ceppsç  sur  gu^^^ueB  principes 
que  non»  ajlon»  d'aJ^r^i  démoatrec.     ,        »...     ^5   ,>- 
.   M.  Premier  sHaEadND  principe.  —  DaQ«  tout  triangle-roc- 
tangle ,  i^.  /e  rqj^n  dt9^  tables  est  au  sinus  de  /'un  des  angles 
aigus  y  comme  l^hjpoténuse  est  au  côté  opposé  à  cet  angle  ^ 
%^.  le  rqpamiks  tables  est  au  cosinus  de  l'un  des  angles  aigus, 
comme  Vhj-poténuse  es^  au  côté  de  V angle  droit  y  adjacent  à 
cet  angle. 
Fig.  5d.      En  e£Pet ,  soit  un  triangle  BAC  {Jig.  52)  rectangleen  A.  (Sui- 
vant les  notations  dont  nous  sommes  déjà  conveuns  n**  35  ^ 
aotts  àppeUeroBS  A^  B,  C,  les  trois  ai^lfes,  et  q^b^  c,  les  côtés 
respectivement  opposés  à  ees  angles  ;  A  liera  lV]:ig)le  4roit  ejt  a 
4'hypoténuse.) 

Gela  posé  y  du  point  B  comme  centre  et  avec  un  rayon  6D 
égal  à  celui  des  tables ,  décrivons  un  arc  de  cercle  ;  et  du 
poittt  D,  abaissons  le  sinus  D£  de  l'angle  B;  B£  en  est  le 
connus. 

On  a  évidemment  les  proportions 

BO  :  DE  :;  Bç  ;  CA,,  ou  r  :  sinB  ::  a  :  *;.....  (o 
BD  :  BE  ::  BC  :  ba,    our  :  cosB.  ::  41  :  c ;,,..,  {%) 

ce  qui  démontre  les  deux,  principes  énoncés  ci-dessus. 

Comuie^Ri  a  Bss  loo^-^C,  il  en  résulte  ;9Âa3s=€osG,  et 
cos  B  ss  sin  G  ;  et  les  deux  proportions  deviennent 

r  :  cos  G  ;:  a  :  ^, 
r  :  sin  c  ::  a  :  c,    ' 

lesquelles  s'-âioncent  de  la  même   manière ,  par  «apport  à 
l'angle  G. 

85.  iV.  i9.  *—  Lorsqu'on  suppose  r  =  i ,  les  rel»tions  (i) 
et  (2)  fournissent  les  égalités  ^sc  a  «in  S,  c  zs«  cos  iB»  qu'on 
peut  traduire  ainsi  :  un  quelconque  des  cités  de  Fangle  droit 
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e^f  égal  à  Vhjrpoiénusé*  muhipUée  par  le  Htnu  4k  Tangle 
opposé  à  ce  c6téf  ou  par  le  cosinus  de  V angle  adjacent. 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  les  deux  principal 
sous  cet  énoncé ,  qui  est  le  plus  concis.         '^    ^  ^'    ^ 

86.  Taoisiâke  PB  iNCiP£« -«^Batis  tout  triangle 'rectangle,  le 

angleê^  aigus  , 
cet  angle, ^êèt,  ou 
côiécppo^é. 

£n  effets  meuons  au  point  G  {Jig.  5a  )  la  tangente  GH  de  Pîff-  Sa. 
Taiigle  B  ;  on  a  lit  proportion 


rayon  des  tables  est  à  la  iangente  de  l'un  des 
comme  le  côté  de  t angle  drou,  adjacent  à  cet 


BG  :  GH  ::  ba  :  ac,    our  :  tangB  ::  i>  :  ft; (3) 

c'est  le  principe  énoncé.  *^ 

On  aurait  pareillement    r  :  tangC  ::  &  :  c.     .  " 

87.  2V.  B.  — Soit  rss  i.;  la  relation  (3)  donne  b^=zc  lang  B, 
ou  tang  B  =  -,  c'est-à-dirè  que  Vun  des  côtés  de  F  angle  droit 

C  ;  . 

est  égal  au  second  côté  multiplié  par  la  tangente  de  r  angle 
opposé  au  premier  côté  ;  ou  bien  encore ,  ce  qui  «9t  plus  con- 
cis ,  la  tangente  de  l'un  des  angles  aigus  est  égale  au  côté  op^ 
posé  divisé  par  le  côté  adjacent. 

88.  Ces  principes'  Suffisent  pour  la  résolution  de  toui  les  cas 

relaHis  aux  triangles  rectangfes. 

< 

Premier  cas.  —  Qn  donne  l'hypoténuse  à  et  Tatigle  aigu  B; 
il  faut  trouv.er  l'angle  G  et  les  côtés  b^  c. 

é 

On  a  d'abord  C  =  90*»  —  B  ; 

ensuite,  les  relations  (i)  et  (2)  du  numéro  84  donnent ,  par 
l'emploi  des  logaritknies , 

log  b  =  log  a  -f-  log  sîn  B  —   i*^ , 
iOg  c  s=  log  a  -f-  log  cos  B  —  10; 

Second  cas  -^  On  donne  un  des  côtés  de  Patlgte  drôk  b 
et  l'un  des  angles  B  ;  on  demande  c,  «r ,  et  €•. 


112  RÉSOLUTlOir 

On  a  |Wiwiii  I  ment    C  =s  90^  t*»*  B  ; 

^iiili  ks  relations  (t)  et  (3).def  uame'ms  Si  et  86  donnent , 
par  Teinploi  des  logarithmes , 


log  «  =st  log  &  4*  10  -—  iog  sîn  B» 
log  c  rss  log  é  H-  10  —  log  tangB^ 


N.  B.  <—  Les  expressions  10  — «  log  sîn  B,  10  -^  1  cos  B,  ne 
sont  autre  chose  que  les  complémens  arithmétiques  de  log  sin  B 
et  de  log  tang  B  ^  complémens  que  Fon  peut  obtenir  d'après 
l'inspection  seule  des  logarithmes. 

TaoïsiisiiE  CAS.  —  On  donne  Thypoténuse  a  et  Tun  des  c6tés 
de  l'angle  droit  b  ;  on  demande  B,  C,  et  c. 
On  à  d'abord,  d'après  la  relation  (i), 


log  sin  B  =  log  6+10  —  log  a,  ; 
ensuite  C  =  90"  —  B  ; 

et  enfin ,  d'après  la  relation  (2) , 

* 

log  c  as  log  a  «f-  log  cos  B  —  lo. 

r 

N.  B.  -*-Si  l'on  voulait  obtenir  c  directement ,  c'estrà-dire 
au  moyen  des  données  elles-mêmes  a  et  6,  il  faudrait  .avoir 
recours  à  la  relation 

,     c»  =  a*  —  ^*  =  (û  +  *)  (a  —  b), 

qui  donne,  par  l'emploi  des  logarithmes , 

loge  =  -  [log(û  4.  *)  +  log(a  -^  *)]. 

« 

On  peut  du  moins  employer  cette  formule  à  la  vérification 
des  calculs.  ^  ^ 

QuATaiiME  CAS.  —  On  donne  les  deux  côtés  6 ,  c ,  de  ràugle 
droit  ;  on  demande  B ,  C ,  et  a. 


W«i»r^   *:^ 
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J>e  troiaièHie  pvmâpe  {n^  86)  donne  4'i»b<^rd 

log  Ung^  ^  19g.*  +.  10  rr-  log  Ung  e  ; 
on  â  ensuite  C  =  90"  —  B; 

enfin  de  la  i^latien  (I)  on  déduit    .    ^  ^ 


log  a  s=  log  &  -f-  I  o  —  log  sin  B  : 
d'àitlétirs  on  U  eneom  tog  a  =s  log  e  -4^  10  -**  log  cos  È. 

W.-PneitfiÂrEf  renàarque.  ^-^  Gominé  les  qaestioDs^jiIll&lWés 
aux  triangles  recUngles  se  réduisent  à  celles-ci  :  detAi:  des  cinf 
(joantiiésy  B^  G,  a,  b^  c^  étant  données,  trouver  les  trois  autres, 

et  que  5  choses    combinées  i&  à  2  ou  3  à  3 ,  donnent ^ 

ou.  10  combinaisons,  il  s'ensuit  que  cette  question  générale 
présente  en  apparence  dix  <^s  difïérens  ;  mais  en  les  analysant, 
on  reconnaît  qu'ils  rentrent  dans  les  quatre  cas  que  nous  ve- 
nons d'examiner. 

En  effet,  il  faut  d'abord  faire  abstraction  de  celui  où  Ton 
donne  les  deux  angles  B  et  C ,  puisque ,  dans  ce  cas,  le  triangle 
est  indéterminé;  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  triangles 
(tous  semblables  entre  eux)  qui  satisfont  à  la  question. 

Quant  aux  autres  cas,  ils  sont  compris  sous  deux  hypothèses 
principales  :  on  donne  un  côté  et  un  angle ,  ou  bien ,  deux 
côtés» 

Dan9  la  PftSXièaE  jbtïpothése  ,  le  câte  donné  peut  être  Vkj-po^ 
téfmse,  ce  qui  ofire  les  deux  combinaisons  ta,  B  |  a,  G,  qui 
reaitenl  éfîdemment  dans  l'énoncé  du  premier  cas. 

Si  le  côté  donné  est  un  côté  de  Sangle  droit ,  on  a  les  quatre 
combinaisons:  6,  B  {  i,  G  |  c,  B  [  c,  G,  qui  sont  coiuprises  dans 
l'énoncé  du  second  cas. 

Biurç  lA  ptoxiÈMCE  9TPOTBÈSE ,  Tun  des  cotés  donnés  peut  être 
Vhjrpoiénuse,  ce  qui  donne  les  deux  comhinsHsons  la^  ù  [  a^  e; 
et  celles*ci  rentrent  dans  le  troisième. 

Enfin ,  on  pfiut  donner  tes  deux  côtét  de  Fangk  droit,  ce. 
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qui  n'offre  qu'une  seule  combinaison  correspondant  au  qua-^ 
trième  cas,  savoir,  ^,  c. 

90.  Seconde  remarque.  —  En  réfléchissant  sur  ces  mêmes 
questions,  on  reconnaît  facilement  qu'un  triangle  rectangle  est 
toujours  possible  avec  les  donne'es  de  chacun  des  ca»  examinés 
n?®  88,  à  l'exception  du  troisième.  Il  faut,  dans  ce  cas,  pour 
que  ie  triangle  soit  possible ,  que  le  côté  de  l'angle  droit  ait 
une  valeur  numérique  moindre  que  l'hypoténuse.  Si  le  con* 
traire  avait  lieu ,  la  construction  géométrique  ferait  ressortir 
l'impossibilité  du  triangle;  or,  je  dis  qu'il  en  est  de  même  de 
la  résolution  par  la  Trigonométrie. 

En  effet,  la  formule  qui  donne,  dans  ce  cas,  la  valeur  de 
l'angle  B,  étant  log  sin  B  =  log  JB  +  lo  —  log  a  ;  si  l'on  a 
b^a^  il  s'ensuit  log  b  >  log  à  ;  d'où  log  b  —  log  a  >  o  ; 
et  par  conséquent,  log  sin  B  ]>  lo  ;  ce  qui  est  impossible, 
puisqu^un  sinus  doit  toujours  être  moindre  que  le  rayon. 

Dans  les  trois  autres  cas,  il  est  aisé  de  voir  que  les  formules 
donnent  des  valeurs  toujours  admissibles. 

En  général,  les  expressions 

sin  «  >  r,   cos  û  >  r,  sec  «  <C  r,   coséc  a<^r^ 
oulogsina^io,logcos«(^io^  logséca<^  io,  log  coséc  a  <[  lo, 

« 

âont,  en  Trigonométrie,  des  symboles  d'absurdité ,  comme  le 

sont  en  Algèbre,  les  expressions  telles. que  l/— a. 

C'est  une  remarque  que  nous  avons  déjà  faite  dans  le  n**  ^9 , 
où  nous  avons  observé  que  la  tangente*  et  la  co  tangente  n'>offirent 
pas  de  caractère  «emblable,  parce  que  ces  lignes /7éi/w?/i//M»5er 
par  tous  les  états  de  grandeur, 

TJn  seul  exemple,  se  rapportant  au  3*  cas,  suffira  pour  mettre  les  com- 
mençans  au  ûiit  de  Fusage  des  tables  (  sexagésimales  )  pouv  Ja  i>é8okktion 
des  triangles  rectangles. 

L  Ftant  donués        {  ^^^^^^S  ^-^  }'    trouver  B,  C,  C;,^ 


/ 


\ 
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* 

ona   i« lolfslnB  =slogrfr -I- fo  —  logn; 

lo^hsz  1,674^179        538  :  lo*  ::  3o8  :  » 

Comp.  log  a  =  7,8875391  3^^  1 J38 

d'où  log  sin  B  =  9,5617470 

3^ 
B  =  aiOaa'46*. 
ao.. .  C  =  900  -  B  =  68û37'i4-. 

30.. %  loçà  :=s  loç  a  -4*  log  cos  B  —  10; 

log  a  =  9,1134709  10  :  8a  tl  4  t  ' 

log  co»  B  =  9^9^334  8a  X  4  _  -^  « 

33  10 

log  e  =±:  3,0815076 
d'où  e  ==  k3o,j64 

Vérification. 

log  c  s=  i  [log  (a  4.  5}  4-  log  (o  —  &}], 

a  -f-  fr  =  176,79,  a  — .  *  =  8a, 33; 
log  (a  +  »)  =  3,3474577 
log  (a  —  i)  ==  i, 9155581 

4,i63oi58 
log  c  s=  3, 0815079; 

d^où  c  =   130,64- 

1 

N.  B.  La  légère  différence  qui  existe  entre  les  doux  valeurs   ohtenuei 
pour  log  c  ,  tient  à  Pimperfection  des  tables. 

» 
Des  triangles  quelconques. 

La  résolution  de»  triangles  quelconques  repose  également 
sur  deux  principes  dont  voici  les  démonstrations. 

9t.  Premier  principe.  — •  Dans  tout  triangle,  les  sinus  des 
angles  sont  entre  eux  respectivement  comme  les  côtés  opposés 
à  ces  4Mngles, 

Soit  ABC  (^g.  53)  un  triangle  acutangle  ou  obtusangleenC.  tïg.  53. 

Du  point  B  y  abaissons  la  perpendiculaire  BD  suivie  c<^té  op- 
posé AG ,  prolongé  si  cela  est  nécessaire. 

8.. 


Fig.  53.      En  appliquant  :iiti^ilfu^  triangles  rdfsiJMqiles  ADB,  BQCn  l^ 
premier  prioeipe  du  n*  84,  on  a  Icftékux  p«o|Kif  lions 

eC  par  cana^qiientj     .  âiin  A.:  siiiC  n  al  c. 

Lorsque  Pangle  G  e»t  obtus  y  c'est  Tangle  BGD  qui  entre  dans 
la  seconde  proportion  }  mais  comme  (n*  SSL),  deux  angles  bu^ 
plémentaires  Vun  de  Tautre  ont  même  sinus ,  11  en  rëstilte. . . 
sin  BGD  =  sin  BGÀ  =  sin  G  ;  et  la  troisième  proportion  n'en 
subsiste  pas  moins. 

En  considëvaniles  deux  angles  A,  B,  éi  abaissent  du  point  C 
une  perpendiculaire -sur  AB,  on  trouverait  encore 

sin  A  :  sitiB  ::  a  :  ^. 


I  '.\ 


Gette  proportion  et  là  ti^oisiShie  péiivtent  èirè  iN^nnies  aisbi; 
sin  A  :  sin  B  :  sin  G  ::  a  :  6  :  i:  ; (i)  .    j 

ce  qui  démontre  le  principe  énonce. 

99.  Second  pringipe.  —  Dans  tout  triangle ,  le  carré  ttun 
côté  quelconque  est  égal  à  ta  somme  des  carrés  â^T  dmmx 
autres,  moins  le  double  produit  de  ces  deux  côtés  et  4^oo9imt$ 
âe  tangU  opposé  au  premier  c^.-^(ttè  ràyôn  est  ici  8ufp|^osé 
égal  à  y  unité.  )  ' 

Considérons  la  mi^^  ifure  {fis*  SS)  ^  On  a,  d'après  un 
théorème  connu ,  \* 

AB*=£î  iC*-f  AC'—  2AC  X  (Sb\ 

A 

0«  <;•  5r:  €»*  -f-'  *»  —  2*  X  CD  ; 

mais  le  triangle  rectangle  BDC  donne  (n®  W)  CBcsetaicosC; 
dilney  en  subslituant, 

c»  =  fl''  +  **  —  ^^  X  cos  G (a) 


/ 

w 
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.il»  •  •*  i 


ou 


c*  ;;=«•  +  &»  4-  ai  X  Cft. 


Ôr,  le  triangle  rettaiifjle  ÈOC  donnerait  CDr=  «x  «mMO; 
mais  comme  BGD  ==:  lÔo*  — BGA  =  i8<^«-^G ,  il  en  «ésnht 
<U®  iSt)  cosBGD=:-~co8G  (deux  angles  snpplëmentatres  Pun 
cle  f autre  ayant  des  cosinus  ^gauk  et  de  signes  contraires); 

aiixsit 

Cp  =  4  X  -*-  eosC  3»  *--  a  X  cosC; 

et  par  cons^qnfnt^     c*  ss  a*  +  ^*  *~*  ^^  €<mC; 

4?^  fou  «ifât  qfm  le  f riB«i|pe  linK^K^  #st  vrai  q^din   que 

ât  la  natiim  de  l^ngîe  C 

âiUn^oaiélûidilEir^iH  da^'mite,  il  fai^rait  le  rétablir 
là  forBMile  i  et  TiNi  iiurait ,  4'«pi'es  U  r^gk  relative  â 
rhomogénëitë, 

^a  — .  -.  j_  Aa        «a*X_çosC 

e'  =S  «'    J.   0*   •—    '  ; 

r 

«ite  c'est  pfrincip«lemeii|^  sous  la  pte^iière  jP^rni^  que  nous  fe- 
?ODS  usage  de  fi0tt|5ireUtîoi;i. 

De  même  que  c  est  exprimé  dans  cette  formule  au  moyen 
de  M  et  6,  on  pourrait  également  chercher  b  en  fonction  de  a 
et  c,  oo  /i  en  fonction  de  6  et  c;  ce  qui.donnerait  les  deux 
liéruveHes  ftèlatiots 

^*  srr  a'  +  c*  —  auic  X  cos  3, 
.a'  B=  ô»  +  c*  —  aie  X  cos  A, 

95.  Avant  de  passer  à  Pexamen  dds  difFérens  cas  fdatib  à  la 
résolution  des  triangles  quelconques ,  comiriençons  par  en  dé- 
terminer te  nombre. 

Or,  comme  la  question  {générale  a  pourvut  de  détei^micuer  iraéê 
quelconques  des  si!K  choses  AyB,n,4tyA,  c,  connaisaaut  les 


.•  « 
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trois  autres,  et  que  6  <[uantitës  combinée»  3  à  3  doanent 
6x5x4 


2X3 


on  20  combinaisons,  il  s'ensuit  que  cette  question 

offre  eu  apparence  vingt  cas  di£ferens  ;  mais  une  analyse  suc- 
cincte les  réduit  à  quatre,  comme  nous  alloua  le  voir. 

lifous  4evonjS  d'abord  faire  abstraction  de  cel^i  o\i  T^n  donne 
lesi  angles  A ,  B ,  CT,  et  qui  est  indéterminé. 
Maintenant,  on  peut  donner  ^        « 

1".  —  t//i  côjLé  et  deux  angles,  ce  qui  offre  les  neuf  cooibir 
naisons  : 


a,   A,  B, 

*,  A,  B, 

c.  A,  B, 

a,  A,  C, 

*,  A,  C, 

c.  A,  C, 

a,  B,  C, 

b,   B,  C, 

c,  B,  G. 

Il  est  d'ailleurs  indifférent  que  les  deux  angles  ^onnés 
.soient  A  et  B^  A  et  G,  ou  B  et  G,  puisque  la  relation 
A  -|.  B  ^-  G  =  1 80^ ,  fait  connaître  immédiatement  le  troi- 
sième. Il  suffit  seulement  que  la  somme  des  deux  angles  soit 
donnée  moindre  que  180°  ; 

2®.  —  Deux  côtés  et  V angle  opposé  à  l'un  de  ces  côtés  ;  ce 
qui  présente  six  combinaisons  : 


{ 


a,   by  A, 
tf,   b,   B, 


a,  c,  A^ 
a^  Çy  G, 


A,  c,   B,    I 
by  c,  G;  I 


et  les  calculs  effectués  pour  l'une  d'elles  doivent  s'appliquer 
aux  cinq  autres  ; 

3®.  —  Deux  côtés  et  V angle  compris;  ce  qui  donne  les  trois 
combinaisons  z  a,  b^  C  \  a,  c^B  \  b^  c.  A; 

4**» — Enfin,  les  trois  cd/^i y  ce  dernier  cas  n'offre  qu'une 
seule  combinaison. 

.  On  a  donc  en  tput  19.  combinais^ons,  qui  se  rédi]^isei^t  à 
quatre  cas  différens. 

94.   Premier  cas.  —  On  donne  un  côté  a  et  deux  angles  A 
etB,  il  faut  trouver  G ,  ^ ,  et  c*. 

Qn  a  d'abord  pour  l'angle  C ,,    G  =  1 8o«  —  (  A  +  B), 
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.    Ensiike,  les  proportions     sîa  A  C  «nB  II  al  b 
et  sin  A  :  sln  G  ::  o^t-c, 

donnent  log  b  =  log  a  +  loç  sîn  B  -^  log  sin  A  » 
et  log  c  =  log  a  +  log  sin  C  •—  log  sin  A  ; 

ces  formules  font  connaître  log  6,  log  c,  et  par  si^ite  69  c. 

9^.  Second  cas. — Étant  donnés  deux  côtés  a^  b,  e<  V angle  A 
opposé  à  run  deux  y  trouver  B,  C,  et  c. 

On  obtient  d'abord  l'angle  B  par  la  proportion 

sin  A  :  sinB  ::  â  :  &, 

qui  donne     log  sin  B  =  log  sin  A  -H  log  b  —  log  a. 

Connaissant  les  deux:  angles  A  et  B ,  on  en  déduit 

C  =  180''  —  (A  +  B), 

Duis  ,  pou^ déterminer  c,  l'on  a  . 

log  c  =  log  a  4-  log  sin  C  —  log  sin  A. 

m 

Discussion.  —  Ce  second  cas  offre  diverses  circonstances 
qu'il  est  important  d'examiner. 

Comme  l'angle  B  est  ici  déterminé  par  son  sinus ,  et  que 
deux  angles  supplémentaires  l'un  de  l'autre  ont  même  sinus, 
il  s'ensuit  que,  log  sin  B  étant  calculé  d'après  la  formule  ci- 
dessus  j  on  peut  prendre  pour  valeur  correspondante  de  l'angle 
cherché ,  soit  l'angle  aigu  B  qui  se  trouve  dans  la  table  y  soit 
son  supplément.  i8a® — B. 

Ces  deux  valeurs  étant  transportées  dans  les  formules  qui 
donnent  C  et  c,  fourniront  également  deux  valeurs  pour  cha- 
cune de  ces  grandeurs.  D'où  l'on  voit  que  la  question  est,  en 
général ,  susceptible  de  deux  solutions. 

En  effet ,  la  construction  géométrique  donne  lieu  aux  deux 
triangles  ABC ,  AB'C  (Jig,  54) ,  dont  l'un  est  acutangle  en  B,    , 
et  l'autre  obtusangle  en  B'.  *^ 


^*'  '  '  ^  L'indétermtnatipa  oéase  lorsqu'on  sait  d'ij^onçe'  «b^^îklle 
espèce  ést^l'|iu|;le  inconnu  B^  c'est-à-difc  s'il  est  aigu  ou  oâ^. 
Dans  le  premier  cas ,  on  prend  pour  valeur  correspondante  à 
l(|gsi^^^l'9iiiBkiig«fdi.Uli^l^  ^,  44baie  $i^f!J0ni^i^(\oa 
prend,  /son  Boppl^ynent. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  qu'une  solution  dans  deux  cîrconstaiices 
prûiGi|^|êss  .-,',.,.  tppu  '  .     >^ 

1?.  Lorsque  l'angle  Â  étitftt  aigà^  oi»  âi»tine#>s^>  <tf 
alors,  comme  au  plus  ^and  côlé  doit  éti^  oppose  le  plus 
grand  angle ,  il  e^t  clair  qu'on  doit  avoir  A  ^  B  :  on  né  peut 
donc  prendre  po\ir  B ,  que  l'angle  aigu  de  la  table; 

2®v  Lorsque  l'angle  A  est  obtus  ;  car ,  dans  ce  cas ,  B  ne 
peut  é.tice  ^'mt3j»g)e  aigtu  y   .  .     ^ 

Enfin  y  il  est  deux  autres  circonstances  particulières  où  la 
<(ue8llon' n'est  susceptible  quë^ d'une  solution  ,  oô  ii^èn  admçt 
aucune.  C'est  lorsqu'on  trouve  pooir  log  »in  6 , 

log  sin  B  =^  lo»     pu     log  siu  ^  ^  |'<q. 

t 
Pour  savoir  si  cela  peut  aimer,  et  quand  cela  arrive ,  reve- 

Flg.  54.  iiQns  sur  la  construction  géométrique  (Jig'  54)- 

11  peut  se  faire  que  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  C  comme 
'  centre ^   qui  rencontre  généralement  AX  en  deux  points,  ne 
faitse.q^e /oi/cAer  cette  droite. 

Dans  ce  cas^  les  deux  triangles  ABC,  AB'G  se  réduisent  aii 
$eul  triangle  rectangle  ADC.  Tâchons  d'exprimer  algébrique- 
ment cette  condition.  On  doit  avoir  évidemment  QB  ou  a=CIX 
Mais  le  triangle  rectangle  ADC  donne  (h"  84) 

I  I 

r 
La  relation  précédente  devient  donc 

^  sin  A             b  sin  A 
a  = ou     — ■ ==  / . 

r  « 
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logé  -f-  lo^siuA  —  logj^,     o^,     lo^sinÇ  p:  log  r  z^-.  lo. 

D'où  Ton  voit  qa'on  patvîent  à  log  sin  B=si  o,  lonqù- on  sup^ 
pose  entre  les  données  a,  6,  A,  la  relation  a  = ;  ou , 

Bofin  y  on  peut  avoir 

é  sin  ic  ft  sin  A  ^ 

«  <  — r^»     ^**     "~r~  ^  **• 

iWtire'suUe  log64-4ogfîn  A  t^Ioga  oi|  )«Hlfip8>  l<f* 

Cfest  le  cas  où  Tare  de  cercle  ^n'atteint  pas  la  droîl^  AX 
{Jig.  54)  y  puisque  alors  on  a  «  ^€D. 

96.  Tapuièns  PAS.  -*T  &imi  donnée  4^u9  çiSé^f  «  «  b  «  4t 
r  angle  compris  €,  trouver  A.  B,  et  c. 

On  ne  peut,  pour  œcas,  faire  immédiatement  usage  du 
1^ principe,  parce  que  ia  relation  (i)  n'exîatant  qttWtre  las 
élémens  opposés  du  triangle ,  on  aurait  toujours  deux  in^ 
connues  dans  chacune  des.  proportions  qu'elle  fournit.  Ce- 
pendant y  ce  principe ,  combiné  avec  la  proposition  du  ii*  W , 
donne  lieu  ^  une  formule  qui  (nàt  connaitte  en  méine  temps  les 
deux  angles  ^  et  B. 

Ëi|  effet,  la  oroport^oo     sin  A  ;  sin  B  ::  â  ;  6, 

donne     sin  A  +  sîn  B  :  sin  A  —  sin  B  ::  a-f  ft  :  a —  è  ; 

w^s,  Qn  ft(n«7|{) 

sin  A  +  sin  B  :  sin  A  —sin  B  ::  tang  -  (A  +  B):  tang  *  (A-^  B)^ 
donc  a  +  b:a  —  b::  tang  i  (A+B)  :  tang  i  fA  —  B). 

2  3 


I2d  lUssoumoN 

Cela -posé ,  comme  l'angle  C  est  donné ,  et  qu'on  a  d'ailkurs 

À  +  B  =  i8o<»  —  C,     d'où    i  (À  +  B)  =  go»  —  i  C , 

«t  par  suite         tang  -  (A  +  B)  =  cot  -  C, 

il  en  résulte  que  les  trois  premiers  termes  delà  dernière  pro^ 
portion  sont  connus  ;  ainsi  le  4*  terme  pourra  s'obtenir  à  l'aide 
de  la  formule  logarithmique 

log  tang  -  (A  — B)  =s  log  (a  —  ft)  +  log  cot  i  C  —  log  («  +  ^)  ^ 

ce  qui  fera  connaître        -  (A  —  B). 

Soient  donc  -  (A  -+-  B)  ±=  iw, . -  (  A  —  B)  =:  it ,  m  et  u 
désignant  deux  nombres  connus  de  degrés;  on  obtient 

par  addition ,  A  =:  m  -f-  ^9 

et  par  soustraction ,      B  =  m  —  n. 

Connaissant  les  ^ngles  A,  B,  C,  on  trouve  le  3'  côté  par  la 
formule 

log  c  =  log  a  +  log  sin  C  —  log  sin  A , 

ou  log  c  z=  log  à  +  log  sin  C  —  log  sin  B . 

97.  Discussion,  — La  construction  d'un  triangle  dans  lequel 
on  donne  deux  côtés  et  l'angle  compris ,  est  toujours  possible  ; 
et  en  effet ,  la  formule  principale  d'où  dépend ,  dans  ce  cas, 
la  détermination  des  angles  A  et  H ,  renferme  une  tangente 
comme  inconnue  ;  et  l'on  sait  qu'une  tangente  peut  passer  par 
tous  les  états  de  grandeur. 

Dans  le  cas  particulier  de  a=  6,  la  proportioii  qui  sert  4 

déterminer  tang  -  (A  —  B)  donne 
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i.  '"^ 

tangi  (A  — B)  =  o.     d'où    -  (A  — B)  = /i  =3  0; 

ce  qui  donne        A  =  B  =  i»  =  90^ C  ; 

«  » 

et  cela  doit  être  puisque  le  triangle  est  isocèle, 
Quant  k  li|  valeur  de  c  9  comme  on  a 

asinC 
sm  A 

et  que  sin  G  s=  2sin  -  C  cos  -  C  (n^  65)  y  ' 

puia  sin  A  =  sin  (90*»  —  -  C  )  =  cos  -  C , 

il  en  résulte  c  =20  sin  >  G. 

C'est  ce  qu'indique  la  figure  correspondant,  à  ce  cas  parti- 
culier. Soit  AGB  (/^.  55)  un  triangle  isocèle^  dans  lequel  Fig.  5S., 
BC  =  AG,  ou  a=sb'^  il  en  re'suUe  A  =  B;  et  s!  l'on  abaisse  la 
perpendiculaire  GD,  on  a 

D€B  =  DCA=:ic,     d'où    A  =  B=qo»— ic. 

2  ''a 

P'aileurs  le  tiiangle  rectangle  ADG  donne  (n^  8^) 

BD,     ou    -  c  =  BG.siuBGD3:a.sin  '  G; 
2  2 

donc  c  =  2a  sin  -  G. 

2 

98.  Troisièxjs  cas  bis.  —  Quoique  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée  pour  résoudre  le  troisième  cas ,  soit  très  simple, 
nous  croyons  devoir  en  faire  connaître  une  seconde,  qui  con- 
siste à  déterminer  d'abord  le  3*  côté  c  en  fonction  des  données, 
çt  à  en  déduire  ensuite  les  angles,  parce  qu'elle  donne  lieu  h 


de^  trautforinalioiis  trigoi)ométriqa«s  que  les  jettfww  gens  bc 
sauraient  se  rendre  trop  fj^mîHferes. 

La  femniiTe^du  n^M  4onne    c  asV^a'  +  *^  — ^aé  c^sC, 

et  fait  connaître  immédiatement  c  en  fonction  des  données 
«,  b^  G.  A  la  véffUe,  eette  vf^bar,  diMM  i«f«^t9^f9tHf;l«  ^^f^ 
prête  pas  à  Temploi  dsis  logMrUlMPes;  i^a^^  419  p^^  ^i^  ^'^ 
^  subir  une  transformation  ayant  pour  objet  de  la  ramener  à 
.mneautne  qui  ne  coAiienn^  que  dba  symboles  de  multip^ça- 
tii^,  division,  et  extraction  de  racine  9  eiFec tuées  sur  des 
ïïi/ùufjtmtê  donnes,  àpr^cucii^  ou  dpot  pa  peut  obtenir  les  icésul- 
^     tats  par  de  simples  additions  et  soustractions. 

De  toutes  Içs  transformations  susceptibles  de  coi^duire  à  ce 
but,  la  sufv^le  %st  sans  contreilit  fai  ptuè  itiiiph  et>%a  fhf 
élégante  : 

Goninie  on  a  les  relait^onç 

'      cos'  ^  c  +  sin* ^  C  =  I ,  et  (n*»  6ÎI)  cos  G  =  cos»  ^ G— sîn>  ^C, 

il  s^ensuit  que  PégaKté    t?«x  v/  d»  +  b^  r^nat  «bs  é 
peut  se  mfsttre  sous  la  forme 

« »*  »/<4'+A')(oot»iG+»m»èG)-,2fl^(c9s?^C^€«*iq, 

♦ 

expression  qui  revient  aux  suivantes  : 

€=,  \/{a  —  ô)»cos*iC  +  (a  +  A)*8in'^G 


if 

c 


'"-«-'V'+^^^E, 


*    posons  ii\ain tenant 

{a  -f  A)  tang  i  C 


iaog  ^: 
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et  Ta  Yâleair  de  t  devîéot  enfin  -        /  ' 

..  'f  /.;  ...  co8^      • 

0^4%  Vàn  V4it  que  c  s'obtiendrait  aisément  par  logarithmes 
SI  l'on  connaissait  l*angle  ^.  Or  VexpressionC  cle  taiig  f^  ëubKe 
ptiîs'liaùt,  peut  ètref  elle-même  éàktiléë  {tif  IbgMMMIfl  ^ 
et  dMM 

loglàDgj^  '^'logC^  +  *)  +  iog  tangue  +  CAo^(a  —  À). 
L'ângté  ^  étant  ainsi  déterminé,  on  à  eiistiile 

Iog  c  =  Iog  (a  —  6)  -4-  Iog  cos  ^  G  4-  CJog  cos  ^  { 

»  m 

connaissant  Cy  Ton  obtient  les  angles  A,  fi,  par  lés  fbîMutes 

Iog  sin  A  =  Iog  a  4-  Iog  *î>i  C  -^  1^  ^> 
Iog  sin  B  8=s  Iog  ^  +  Iog  ^^^  G  —  Iog  e  ; 

et  si  les  calculs  de  cette  méthode  ont  été  exacts,  lee  trois 
ân^tei  At  S,  lË,  doivent  sàtitftitrë  à  la  relation 


A  +  B  +  G  s  180^. 


Hêld  MiMi^IrOAS,  k  èetce  éccanoni  qtte  celte  mêiimtttlatkMi> 
ne  samraii  ternir  â  f  érilter  lés  eâlcàls  dé  te  pVemîètv  iMëfllt>dlÉ; 
parce  que  les  angles  A  et  B  n'ont  pas  été  délemiiBés  tndépeiH 
Vii|i4«  raatre  i  inaî(  au  moyen  des  relations 


i(A-I§:±«if.     i(AH^B)  =  m  =  9o«— iC, 
dont  la  dernière  n*est  autre  chose  que  ta  relation 

à  4.  B  +  C  »  i8o^ 


ta6  RéMLCTIOlV 

Ainsi  j  quand  bien  même  on  aurait  commis  une  erreur  en  dé* 
terminant  n  (opération  qui  constitue  le  calcul  principal 
de  la  méthode))  les  angles  A,  B,  G^n'eAi  vérifieraient  pas 
moins  cette  relation. 

£n  effet ,  les  deux  expressions 

A  =  90*»  — iC  +  rt,     B  =  9o*_iC  —  n^ 

donpent  par  leur  addition  ^ 

A  +  B  =  180^  —  C,     ou    À  +  B  +  G  =180, 

que  n  soit  exact  ou  inexact. 

N,  B.  —  Quoique  là  première  méthode  soit  plus  simple  que 
la  seconde  ,  celle-ci  a  toutefois  un  avantage ,  c'est  de  présen- 
ter immédiatement  un  moyen  de  vérification. 

Au  reste,  rien  n'empêche.,  dans  la, secpudç. méthode ^ , de 
s'arrêter  à  la  valeur  de  c ,  seulement  pour  vérifier  les  calculs 
de  la  pfcmièfe. 

W.  Voyons  ce  que  deiriennent  les  formule^  de  la  seconde  méthode ,  dam 

le  cas  particulier  de  a  ==  (• 

(a  'h  h)  tanff  ;  G 
D'abord ,  la  formule    tang  ^  =  ;    ■    ^  Lt         > 

« 

devient  tâng  ^  =  2J —  =  00  ,• 

et  puisque  tang  ^  esi,ittfim, .  Fangle^  est  droit.,  ce  qui  donii^  cos  ^  =  0; 

o 
et  par  conséquent  c  =  -. 

Pour  interpréter  Ice  résultat ,  il  faut  remarquer  qu'afin  de  rendre  là  valeur 
drc'ealeniable  par  logarithmes,  on  a  été  conduit  à  mpltipUer  et  à« diviser 
cette  valeur  par  (a—  h)  cos  f  C;  il  n'est  donc  pas  surprenant  qu'elle  se  ré- 

duise  à  -  par  la  supposition  a  =s  &. 

Si  l'on  veut  obtenir  la  vraie  valeur  de  c ,  il  faut  remonter  à  l'expression 

~  «  =  >[/{a  —  b)»  cos»  1 C  -h  (a  ^  *)•  sin»  f  .C, 
laquelle ,  dans  l'hypothèse  de  a  =  6  ^  se  réduit  à 

c  =  V/4a*  sin*  \  G  =  Ha  sin  f  C, 
comme  on  l'a  trouvé  n<>  97  par  la  première  méthode. 
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)00.  QiuïAiÈHE  £t  DEENiER  CAS. — ÈiaM  dofàték  ies  trois  cités 
a,  by  Cy  déterminer  les  angles  A,  B»  C. 

Les  trois  formules  du  second  principe  (n*'  M.)  donnent 

cosA=: 7 ,  cosB= ^ .  cosCi=: r ; 

2^C  2<IC  24iÙ 

mais  comme  ces  expressions  ne  sont  pas  calculables  par  loga- 
rithmes, il  faut  tâcher  de  les  remplacer  par  d'autres^ui  satis- 
fassent à  cette  condition. 

Considérons  en  particulier  la  première ,  et  ajoutons  Tunité 
aux  deux  membres;  il  vient 

.  -i-.«c  A        (^  +  cy  —  a'        (^4-c  +  a)(&  +  c  — fl) 

I   «fyCOS  A  =    '         '       ,  =  ■      -,  ■, 

*tbc  HOC 

expression  dont  le  second  membre  est  déjà  calculable  par 
logarithmes» 

D'un  autre  côté ,  l'on  a  (  n^»  6tf  ) 


I  .  /i  +  cos  A 

COS-A  =  y/-_ ; 

» 

donc  cos-  A  t=  1/  ^ ■ i-i i, 

formule  logarithmique  qui  fera  connaître  Tangle  A  par  le  co- 
sinus de  sa  moitié. 

On  peut  encore  lui  faire  subir  une  légière  simplification  eo 
posant 

a  +  b  +  css^p^    d'où     ^-fc  —  a  =  2/;  —  atf, 


ce  qui  donne      cos-  A  =  \f  ti. -% 

ou  réduisant,     cos  -  A  =  l/^  ^.  . 


i 


t^l^j^grfgj»  ;4f.-»-f-*-+-c  =  a;r  UH  dUj|«raitr#  U  ^tour  4;  ^  par 
«jonséquent ,  dans  les  applications ,  on  aura  un  logarithme  de  moins  à  ck^r 
cher]. 

En  opérant  de  même  sur  les  valeurs  de  cosB,  cosG,  on 

trouverait 


co$ 
3 


fei  appliquant  le»  togatifhttiei  â  la  pt'éittiët'e ,  on  obtient 

ïoft  eo8  -  A  ^  i  [lôg ii;  +  Ib^  (/>  -  û)  +  Ç.ï<>g  *  +  C.log c]. 
^        2         a 

1^^.  Jl. Quoiqu^on  ait  pris  deux  complémens ,  cette  dernière  expression, 

telle  qu'elle  est,  tt'eîi  donne  pas  moini  la  vraie ratenr  de  log  eos  -  A,  c'est^- 

dire  celle  des  tables,  qui  correspond  à  rs=  lo»®. 

^    ■  ■  i>   «    *  • 

En  effet,  pour  rendre       oos  -  A  =:  y  ^   ^^^       homogène,  on  doit 
(no  nO)  multiplier  la  quantité  Bffùé  le  radical  par  r*  )  ^  qui  d^osne 

d'oà ,  0»  appliquant  les  logarithmes 

log  cos  i  A  «fc  i  [log;»  -f-  log  (p  —  a)  4  lo  —  logé  -h  u»  —  log  c], 
•  a  » 

résultat  identique  avec  le  précédent. 

CëkMi  les  angles  A,  B,  C,  sôht  déterminais  indépendam- 
nMit  le»  uns  des  autres ,  il  s'ensuit  qu'on  péUt  employer  la 
i^tiot»  A  -4^  B"4^  C  r:î  i8o^,  pour  là  Vérification  des  calculs. 

toi.  Discussion.  —  Reprenons  la  formule 


cos  -    A  m,     - — , 

3L  V  bc 


\/5 


et  observons  que  Tanglé  -^  A  étant  calculé  par  le  moyen  de 

sQU  cosinus,  sa  déterûiina|i6n  dépend  de  deux  conditions  :  ii 
faut    I**.  —  que  la  quantité  sous    le    radical  soit  positive^ 
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«^•.-^qpe. cette  .quantité  soit  moindre  que  Tuhîié  (puisqu'on 
a  supposé  r=:  i).   Ainsi  l'on  doit  avoir 

La  première  condition  se  réduit  à 
D-^a^o,     ou  ->a»     ouluen    q-^Cj^o» 

La  seconde  devient  ^ 

ou  (^ +<?)'  — ït»<4fcc,     ou     (*  — c)»<a*, 

■ 

condition  qui  se  décompose  en  deux  autres,  savoirs 

ê     . 

b^'C'^aj    ou    é<a-f-c,    sil'ona    6>c, 
oubien  c-^b^^a^    ou    c<C^+^9    sil'ona   c^b. 

Ainsi,  pour  que  le  triangle  soit  possible ,  il  Ciat  que  l'on 
ait 

Quand  une  de  ces  relations  subsiste  en  sens  contraire ,  on  en 

est  averti  par  cette  circonstance  que  cos  -  A  est  immginmFe 

ouplûsffrand  qae  t. 

Quand  l'une  d'ellea  se  change  en  une  égaUte ,  on  a  alors 

cos  -  A  =  o,  d'où  -  A  =s  90*^,  et  A  s=  180**  ;  c'esl-A-dire  que 

le  triangle  se  réduit  dans  ce  cas  particulier  à  une  ligne  droite. 
lOft.  Les  angles  A,  B,  G,  peuvent  encore  être  déterminés, 
soit  par  le  sinus ,  soit  par  la  tangente  de  leur  moitié. 

I                 /  I  ■-•-*  cos  A. 
D^^dbord,  on  a  (n*  M)    sio  ^  A  =s  r/ j— ^;  d'où,      f 


\                      h"*  mLm  c*  '^  m'' 
substituant  à  la  pkce  de  coaA'sa  valeiir  ■■  . , 

.     1   .       ,  /a^-^b^-^c^+nbc       ^  /(a — b+c)  (a + ^—  c) 

•^"i^=V — -4*^ — =v Wc — —' 

"oti^  posant  comme  précédemment 

sm  -  *  —  .  #    *   '^  )  \P  "^ 


a  V  6c 


/  Cette  formule  est  tout  aussi  simple  que  celle  qui  donne 

cos- A,  ti»r9itantage  d'être  plus  symétrii|ua;  mais  nous 

Avons  préféré  Caire  connaître  d'abord  cellf-ci  »  parce  qu'elle 
se  prête  plus  facilement  à  la  discussion. 
On  ohtitiidraît  panéilleme^t 

»  V  «6  3  V  0^ 


En  second  Heu,  on  a  (n*  W)      tang  -  A=î±  \/—, — — r  ; 

"2  V   i  +  cosA 

d'où ,  remplaçant  cos  A  par  sa  valeur , 

I     /g' — &*■— c«4-  abc /(fl—  &4-û)  (a4>6->><?) 

OU  bien  encore  tang  -  A  =  i  /   ^    .     ^  .—^ 

2  V       Jfip—a) 

Oia  aurait  pareiRement 


tMg 


2  V       p(p—b)      '        ^a  V       p(p-c) 


DES  niinetiÉ.  i3i 

Ces  nouvelles  formiiles  sont  beaucoup  plus  avantageuses 

dans  les  applications ,  que  celles  qui  donnent  sin  *  A  et 

cos  -  A  9  parce  que  Ton  n*a  besoin  de  diercher  dans  tte  tables  ^ 

que  les  q^tatte  logaritbmés  log  p  ^  log  (i>— ^)  »  log  (/»  -— ^)  > 
l^g  (?-*^)>  tandis  que  pour  le  sinus  ou  le  cosinus ,  il  faut  en 
chercher  #ûr. 

105.  Voici  d^ailleui^  un  tableau  de  toutes  les  forSAules  m-   . 
ktires  à  la  résolution  des  triangles,  soit  rectangles ,  soit  obli- 
quangles. 

TABLEAU 

I 

Dts  Formules  relaiwes  à  la  résolution  de»  triangles, 

* 

Avec  l'indication  des  numéros  d'où  on  les  a  tirées. 

Triangles  rectangles. 

Étant  donnés.,  trouver 


a 


1**  CAS.  ( 

I  B.«  • .  .G,  ^>  <^  S 


C=9o«— B, 

l.Azrl.a^'l^^ii^^^iOY 
1 .  cssi .  a^l  •  cosB— >i  o . 


a*  CAS.  (  0=90*— B, 


j^ 


6,  B C,  à<^  c  \         l.a=l  6+10— l.sinBy 

l.c=:l.d4->io— l.tangB. 

%  [     3*  CAS.      /  i.8inB=i.ô+ï^;iir.T, 

a,  h B,C,c  I  Ci=9oo_B, 

ou  l.c  =  i[l.(a+*)+l.(«— 4)]. 

4*  «^-  a.tanGB=l.*+tôIT7/ 

*,  c B,C,  oJ  Cssgo'-B, 


9" 


1 


\ 

\ 
\ 

i3a  B$«^Qi.inrioii 

;^  Triangles  quelconques. 

Étf^lt  idwn^s . .  trouva 

(94)..^  a\  À,  Bv<î,  *,  c  <       'l.*  =  l.a+l.smB4  comp.LsinA 
^'              ♦  f         l.cHgsRa+l.sinC+coiiip.l.ain  A 

•  ■  "      *.  .  - 

a'  CAS.  /  l.smB=h8inA-|-1.6+coinp.1.â, 

(95),.  ^,  *,  A..B,  C,  c  \         l.c  =  l.a+1.8mC+comp.l.8iQA 

ott  l.cscl.é-l-Ksin  G+comp.l.sinB. 
*• 

[^Ce  second  cas  admet,  en  général ,  deux  solutions.  ] 

3«  CAS.        /   /  ï(A+B)=9o»— iC  =  m, 

a,  *,  C....A,  B,  c  (  l.tangi(A-B)  =  l.(a-6)+l.cotiC 

1  +conip,l.(a+^), 

(g6)...: i^  méthode  [  |(A4.B)=7îiîd*oùA=sm+n, 

i(A— B)=nj  B=î=m^n, 

l.cssLa+l'^si.in^ 

+  comp«l.sinA. 

l.tang^s=l.(a+ft)4-l«  tangue 

-f- comp .  1  •  (a— ^) , 
1 .  c  =s  1.  (a — ^)-t-l.cos  2  C 
-f-comp.l.cos^, 
(98).  ..*..•..  1^*  ynéthode  i  Lsin  A  =  l.sinC+La 

l.smB  =  l.sinG+1.6 

-f-comp.l.Cy 

^Vérification.        A+B+C=ï8o*>. 

4*  CAS.  /    1.8iniA  =  -i[l-(p— *)+!(/'— «) 

a,  ft,  c..,.A,  B,  C  i  +coaip.U+comp.l.c], 

.      V  «^1^7     l.8iniB=:^[l.(/?— a)+l  (/>— c) 

fioa) i^  méthode  i  ,  1      .  1    i 

^       '  ^  -f-comp.i.a+comp.l.cj, 

l.sin  iC  =^  [l.(p— «)l.(p-*) 

•^comp.i.a-f^oBsp*^-^!  * 

■ 


Étant  donnes . .  trouver 
4*.  CAS. 


i33 


(109, -a*  méthode 


l.co8^A=Hlj»+l-  (/>—«) 

•{- coiiip.l.  ( /»-&)-^f-coi>^P*l«(  iP*^}]  > 

+çoiiip.l.(«^7-<i|)+€OOiip.l.  (/>w:)]. 
-f<omp.l.(^i-a)+comp.l.  C/'-i)] . 

•4-coiiip.l./i-f-€ompJ.(/i-a)j, 

(.oa) y.méihode  }  l.t«»giB  =  Hl(i^)+l.(^-0 

I  «|-comp.l./i-f<oi9p.i.  (  p^O)]j 

+comp.l./94'^^"^P*^'(i'~0]  • 
Vérificatioj\  pour  les  trois  méthodes. 
A+B+GssiSo*». 

104;  l/applîcâtion  des  formules  relstiyjes  au  premier  et  au 
second  cas  y  n'offrant  aucune  difficulté,  1109s  qous  bornerons 
à  traiter  ici  un  exemple  de  chacun  des  deux;  derniers. 


3*   CAS. 


Èumi  donnés 


trouyer   A,  B,  c. 


Les  formules  à  employer  sont  : 
l.toDçi(A— B)=l.(û— *)+l.çotiC+çoiiip.l.(a4.^), 

—  — =m=s9o»— iC,   ——=11,  dou-. 

a  as  uasBiîi— n, 

l.cr::  Ka  «(*  l.sinC  -f*  comp.l.sin  A. 


Opérations  préliminaires. 


a+A=:633,65 
^— 6=ii4»93 


iC=a8-39'4o' 


A+B        ,     i^    ^ 
2        ^         a 


•20  ao*. 


N         \ 


i34 


K|«0l.«Til9R 


Calcul  de  A  et  de  B. 


l.çot  -  C  > 


comp.  1.0"  +  i)  = 
l.tang-— -  — 


a,  06104334 

ff 

7,1981506 


=      9,52091 29 


2^  ^     DifiFér.  tabulaire. 
8691 

436  7^4 

704:436::  10":  a? 

704 


A— B 


.éÀ. 


A+B 


«^ 


A  =  79*4<'46' 


b,  ao  20    I  g  _  42058'54 


Caicul  du  côté  c. 


l,n=:2,57S2o84 

I.8iii€3=9,925i678 

(omp.l.dn  A=:Q,oo7o6ip 

l.cssa, 5054370 


I""'»  — >i' 


**TP*^ 


Lsin79«4i'4o'  =  9,9929367 
6"  =  23 


l.sinA 


=  9»992939o 


donc 


c  =  3ao,2i. 


VÉRIFICATION. 

Les  formules  à  employer  sont  ; 


Calcul  direct  du  c6té  c. 


+lC*.l.cosf 


L(a+*)  =    2,8018494 

1. tangue  a»    9» 73767*3 

^omp.l.(û— *)  =    7,9395666 


l.taugf  =  10,4790873 
(f  s  7i<»38'3o' 

ç  =  320  ^2 1       comme  ci-dessus. 


l.(tf— 6)  =  2,0604334 
1.008^  G  =9,9432332 
c.l.cosf  =  0,5017701 

l.c  =  2,5054367 


BIS  TAlAirCUi  QVJliCPIIIQUfiS. 


i36 


^u//v  question. 

4*   CAS. 


^foDl  4onnés 


Les  formules  à  employer  sont  : 


trouver    ▲,  B,  G. 


l.tangiB= 
LUng  ^  G  = 


[l.  (p— *)+l .  (/7-c}+com|i.l«^4-comp.l .  (/>-fl)] , 
[!.(/?— a)+l.  (j9-c)-f*comp.l./x-(*comp.l.  (p- A)]  y 
[L(|i— -â)-f>l.  (j9-6)+cômp.l./?-|-comp.I.  (p-c)] . 


Opérations  préliminaires. 


j»  =  87,90^ 
«  «a  69,537 


=  175,818;         d'où 

p  =  87,909 
>  =»  57,486  I 


f 


^û 


18,37s 


PM«« 


P'^b.  =;  3o,4>3  j  J»  — fi  ssï  39,114 


P  « 


87,909 
87,909 
48,795 


Calcul  de   Au. 


1 

!.(/? — ft)=  i,483aoao 

!.(/?— c)=  1,592332a 

comp.l.p   =  8,7358436 

comp.l.(p — a)=:  8,0559667 

■  ■  ■  »■"  »— <p-»»ii^ 

19,8673445 
l.taDg.iA=  9,9336722 
iA=  4o»38'3o^ 
A;5=  8i*i7'o''i 


l.(jl— 41): 
l.(p-r): 

cômp.l.p 
comp.l.(/?— *): 


Câ/ci/f  <fe  B. 

i,964i564 
1,5923322 
8,0559667 
8,5167^ 


l.tang^B: 
B: 


19,4292533 

:  9,7146266 
;  27^24V5 
:  54-48  J^ 
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Calcul  deC,  ViRiFiCATiow , 

!.(;,—«)=  i,264i564  A  =  8i»i7'oo" 

l.(^,_ô)=  1,4832020  B  =  54^48'oi*' 

cewp.l.p        =8,0559667  C  -  43«54'59' 

compJ.(/i — c)=:  8,4076678 


A+B+C  =;=  i8o*   »   » 


19,3109929 

1 .  lang  I  C=  9 ,  6054964 

^0=  2i»57'29''4 

43*54'59'' 


Autres  propositions  sur  la  résolution  des  irianglfis!: 

IINI.  Reprenons  les  trois  formules  du  n^  92 ,  savoir: 

fl*  =  A"  -f-  c*  —  aèc  cos  A,   "j 
£•  =  a*  -f-  c»  —  sac eos  B,    /•....  (1) 
,         c*  ec  a»  +  ft»  —  aafc  cos  C,    ' 

et  observons  que,  poisqu^eUes  renferment  les  six  quantités  a,  5,  c,  A,  B,  C^ 
il  doit  être,  en  général,  possible  de  déterminer  à  Taîde  de  ces  équations, 
trois  quelconques  dVntre  elles ,  connaissant  les  trois  autres.  La  résolution 
de  tons  les  cas  relatifs  aux  triangles  quelconques  est  donc  comprise  dai^s 
ces  formules  j  et  si ,  pour  les  deux  premiers  cas ,  on  a  fait  usage  du  premier 
principe  I  e^est  parce  que  remploi  des  formules  qui  s^  rapportent  est  plus 
commode  pour  les  calculs. 

Au  reste ,  il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  premier  principe  se  trouve 
implicitement  renfermé  daus  les  formule?  (i)« 

En  effet,  on  déduit  de  la  première 

A»  -f.  c»  —  a» 

cos  A  =: ; 

aoc 


eu ,  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 


sin  A  r=  -5— l/'ja>&»  4-  'i«»c'  +  ih'c*  —  a*  --  ^<  —  c4. 


SUR   LA  ICMmJ'l^fblV "DE»  t&t AILLES.  '     iS? 

SoMnt  diviféâ  l«t  <iivx  membres  de  cette  égalité  ^r  a  ;  11'  vieat 


♦  A ^ 

égalité  dobt  le  second  membre  est  symétrique  en  a ,  6 ,  c  j  d^où  il  suit  qu'en 
dési^naot  par  k  ce  second  membre ,  on  trouverait  de  nAme^  en  dKBgM^A 
A,  a,  en  B,  i,  et  réciproquement ,  puis  en  C,  c^  et  réciproquement^ 

sin  B         ,        ,       sin  C         . 

— ; —  =  *      et       î=s  k\ 

h  e        • 

.  sin  A        sin  B        sin'C  .     a..<d      '/^..'.l. 

donc     as  — ; —  =: ,  ou  sin  A  :  s&n  B  :  sm  c  ::  a  :  6  :  c. 

a     .  b  e 

106.  Pour  faire  ressortir  davantage  toute  la  généralité  des  formules  (i), 
nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  les  c^tés  a,  b,  Cy  connaissant  les 
angles  A,  B,  CL 

Nous  devons  reconnaître  que  la  question  est  indéterminée,  mais  que  les 
côtés  a  y  byCy  sont  proportùnmâU  aux  ùmu  des  anffles  oppotés. 

Ajoutons  d'abord  ces  formules  deux  à  deux;  il  vient 

«•  -4-  &*  =s  a*  -4<  ^*  -h  ac"  —  ybc  cos  A  —  a«c  cos  B, 
a*  -4»  c*  s=s  a>  -H  c*  -4-  itb*  —  aftc  cos  A  -*  lab  cos  C, 
&*  -f-  c*  =5  fr*  -h  c*  -f>  9a*  —  3AC  cos  B  —  "iàb  cos  C,  I 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes. 

Or^  si  Ton  réduit  et  qu'on  supprime  respectivement  les  facteurs  ac,  a6, 
•Aay  ces  équations  deviennent 

o  =  c  —  &  cos  A  —  a  cos  B, 

o  =  ft  —  e  cos  A  —  tf  cosC, 

'  o  =  a  —  c  cos  B  "^  ft  cos  C, 

résuluts  dans  leequels  les  inoonnues  a  y  &,  c,  ne  sont  plus  quVLU  premier 
degré. 
[On  peut  trouver  facilement  ces  résultats  par  la  Géométrie.  On  a  éridemment 

AC    ou    &  =  AD  -f-  DC  (^.  53);  Fig.  53. 

mais  les  deut  triangle^  rectangles  ADB,  BDC ,  donnent  (n»  8tt)  : 
AD=:  ABcos  A=:ccos  A,    DG=2BCcosC  =  acosC; 
donc  h  ^  t  cos  A  +  tf  cos  C,     ou    i  —  c  cos  A  —  «  cos  C  =.  o  ;       , 

«est  It  Mcond  des  deux  résultats  ci- dessus.  ] 


^ 
\ 


i38  nmim  imondsnpmr* 

Afin  de  meMve  hb  intowwa»  w  ériiente,  tl  é»  <inf»wff  ylai  liiiimiit 
ces  résultats  aux  équations  du  i*^  degré  à  trois  inconnues  ^  nous  remplastr 
rons  a,  h,  ci  par:^,^,  5. 

On  aura 9  en  ordonnant, 

cos  B.x  -!•  cos  ÉL.y  —     I     .  r  =r  o,   *)  . 
008  C.x  —  I  .     ^  -f-  eos  k.B  =  0,   ?. . .  (a) 
I  .x  —  cos  Cy  —  cos  B.*  =  o,  J 

équationji  qui ,  comparées  aux  formules  ' 

ax  -^  hjr    -f-    c5  =  d\ 

y»  4-  L'y  -f.  c'^  »  <r, 

•   a"ar  +  iV  +  c"z  =  <r, 

doDÙent  4^=0  <ft=o  ^  =  0; 

» 

puis      «  a  =  cos  B,  &  =  cos  A,  c  ?=:  — >  i  ; 

i^  =  cosC,        ft*  =  —  I,  e'  =3  cos  A; 

•*  5=  I,  I!*  =  —  cos  C,       <r*  e=  —  cos  B. 

Qr,  on  a  vu  {Âlg,  chap.  II,  n<^  78,  7*  édition)  que^  lorsqu^on  suppose^ 
nn/fei  à  la  fois  les  quantités  J,  <f,  iT,  les  expressions  de  x,y,  g,  sont  iwZZei' 

ou  de  la  forme  - ,  suivant  que  le  dénominateur 

"^  o 

est  différent  de  o  ou  égal  à  o. 

Cela  posé,  Je  dis  que,  dans  la  circonstance  où  nous  nous  trouvons,  ce 
dénominateur  est  nul. 

En  effet,  si  Ton  y  substitue  à  la  place  de  a,  & ,  c,  a',  C ...  les  valeurs 
ci-dessus ,  on  trouve  qu^il  se  réduit  à 

cof»B  «fi  aeos  Ai9osBco8G4|.^os«  A4*e^"C--  i; 
■NMla  pel»tion     A^-  B  -f-  G  :;=;  1800, donne  B  H-  G  =::  i8o'>^  A, 
d'où  co»(B  +  C)  c=  —  oosA, 

ou  y  développant  cos  (  B  +  C)  par  la  formule  connue , 

cos  B  cos  C  4-  sin  B  sin  C  =  —  cos  A , 
ou  bien  encore,  cos  B  cos  C  -f*  cos  A  =  sin  B  sin  C. 

Çlfvant  les  deux  membres^ au  carré,  et  remplaçant  sin^By  sin»  C;  pe^ 
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leurs  TBleun  i  -»  oos*  B ,  i  «^  cm*  C  ,  od  obtient 

fofl*  B  co«*  C  4-  aeoft  B  «ot  G  cos  A4-  cos*  A  ss  (i— cos*  B)  (i-*- cos'  C] ; 

ou ,  effectuant  les  celculs  et  séduisent , 

NM>8«  A  -f-  eos*  B  4-  cos^  C  +  ^^eos  A  cos  B  cos  C  —  i  =  o. 

On  Toit  donc  ^qae  le  dénominateur  ci-dessus  est  nul^  et  que  par  consé- 
quent ^  x^  jTf  s,  <m  Uy  h,  c,  sont  de  la  forme  -.  Ainsi  i  la  question  est 

indéterminés.  IStdê  on  peut^  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  en  Algèbre 
(no  78),  déterminer  les  rapports  de  ces  inconnues  en  fonction  des  don- 
nées A,  B,  G. 
Les  équations  (3]  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

X  Y 

eos  B  .  ^  «f*  cos  A  .  —  =  1 , 

z  z 

cos  c.  -  —     1      .  —  =  —  eos  At 

g  e 

I .  -  —  cos  G  .  —  =  cos  B. 

5  g 

Multiplions  la  seconde  de  ces  équations  par  cos  A ,  et  ^joutons  la  pre- 
mière  à  la  seconde  ainsi  multipliée  ;  il  yient 

(  cos  B  -f«  cos  A  cos  G  )  -  =  \  —  cos»  A } 

g 


d'où 


^ i  ^  cos*  A 

'        cosB  -f-  cos  A  ços  C  ' 


mais  on  a  i  —  qos»  A  =  *in«  A,    et    co»  (A +•  Ç)  =5 *- cos  B  ; 
d'où  eosA^eosC— sin  AsinGss  — eosB, 

ou  cos  B  -4*  cos  A  eos  G  ==  sin  A  sin  G , 

-  ^  '        X  sin»  A  »inA 

donc  enfin,  —  =ï  — t — t-  ^.    g>  =  „$-.  c  î 

'  g         sm  A  sin  d         sin  k* 


a^MtJ^«4ire, 


a        sin  A 
c*        sin 


On  troiiferait  éMlement  -  es   ,    w. 
"  c       sin  C 

^ous  r^mbons  ainsi  sur  le  principe  du  n<*  9|. 


i4o  iim*RG»  PKOPosrrtons 

jiire  dun  Triangle  en  Jonction  des  données  relà- 
tii^s  à  chacun  des  quatre  cas  de  la  résolution  des. 
Triangles. 

107.  —  i°.  Noiu  axons  déjà  obtenu  (n"  SH  )  la  formule 

t 

et  «ette  expreAsion   donn«  Taire  d^un  triangle  quand  on  connaît  les  troii 
c6tés.. 
Fi0.  53;     3^*  —  Considérons  maintenant  un  triangle  quelconque  ABC  (f^.  53][j 
et  du  point  B  abaissons  la  perpendiculaire  BD. 

On  a  S  s=  -  AC  X  BD  =;=  i  6  X  BPi 

mais  le  triangle  rectangle.  ABD  donne  (  no.  84) 

BD  :=:  BA.sinA  ss  c  sin  A{         \ 

donc  S  =  ~  ft.c.sin  A: 

ce  qui  prouve  que  Vaire  étun  triangle  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de  deux 
^        des  côtés  par  le  sinus  de  l'angle  compris. 

i  Nous  aurons  souvent  occasion  de  faire  usage  de  cotte  expression  de  S.  ] 

108.  2V.  B.  —  Si  Ton  égale  entre  elles  les  deux  valeurs  précédentes  de  Sg| 
on  en  déduit 

-  ftc.sin  A  ra   yp  {p  —  a)  (p  —  If)  {p  —  c)  ; 


a 


d'où  sinA  =  ~  i//»  (;»  — a)  (p  _i)  (^  — c)j 

et  cotte   formule  donne  le  moyen  de  calculer  chacun  des   angles    d'un 
triangle  par  son  sinus ,  quand  on  connaît  les  trois  côtés  j  mais  elle  n'est 

pas  à  beaucoup  près  aussi  simple  que  celles  qui  déterminent  sin  ~  A, 

cos  -  A,  tang  -  A,  puisqu'elle  entraîne  la  recherche  de  sept  logaritluneft 

au  lieu  de  quatre  pour  chacun  des  trois  angles. 
Au  reste ,  on  parvient  encore  à  cette  formule ,  soit  en  partant  de  la 

relation  sin  aA  r=  asin  -  A,  cos  -  A,  et    substituant  pour  sin  -  A,  cos-  A, 
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leurs  Tftleurs  o)i(eiiues   ii<»  100  et  108,  soit  au  moyen  de   la  relation 

-, ,  ,  ,        6»-f.c>  — tf» 

sin  A=l/  1— co8»A,  et  y  remplaçant  cos  A  i>ar  sa  valeur  -r- ;-. 

[Nous  engageons  les  élèves  à  faire  ce  dernier  calcul.] 

109...  3®.  —  Supposons  actuellement  que  Ton  donne  deux  côtés  a,  b, 
et  f  angle  A  àffposé  à  l'un  éteux. 

1 
On  a  d'abord  (n®  107). ...  S  =  -  ftc.sin  A; 

mais  la  relation       a*  =  &«  H*  ^*  —  ^^<^  cos  A       obtenue  n^  9fi ,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

c»  —  26  cos  A. c  î=  «»  —  è«, 

équation  qui , ^résolue  pai^  kupport  à  <;,  donne 

c  z=z  h  cos  A  =fc  V/i«  cos»  A  -f-  a»  —  &•  =  6  cos  A  d:  |/a»  —  &•  sîn«  A. 
Portant  cette  valeur  dans  Texpression  d^  S ,  on  obtient 

S  =  -  *  sîn  A  (fc  cos  A  dr  t/a*  —  *•  sin»  A)  • 

Mais  cette  formule  n'est  pas ,  comme  les  alitres»  immédiatement  calculable 
par  logarithmes  ;  et  nous  ne  nous  arrétenms  pas  à  la  rendre  telle.  Toute- 
fois, nous  remarquerons  que  Ton  a,  dans  oe  cas,  deux  valeurs  pour  S» 
parce  qu'en  effet  on  a  vu  (  n<^  9tf  )  qu'il  existe  en  général  deux  triangles  qui   » 
ont  peur  données  a ,  i ,  A  (/%f.  54  ).  p.      c. 

Pour  que  ces  valeurs  soient  réelles ,  il  faut  que  l'on  ait  '  '* 

•  «  >  > ein  A,    ou  plutAt ,    «  > ; 

c'est-à-dire  GB,  on  CB',  >  la  perpendiculaire  CD. 

ilO. . .  —  Supposons  enfin  que  Ton  donne  un'  eôti  c  et  les  deux  angles 
.^■acen.  A.  B  (Jig.  55).  ^  ^^    ^ 

On  a  d'abord  S  =  ~c.CD:' 

a 

et  il  s'agit  de  calculer  la  hauteur  CD  en  fonction  de  c  et  des  angles  A ,  B. 
Or  le  triangle  rectangle  CAD  donne 

CD  =  &  sinAj 

d'un  antre  côté ,  de  la  proportion  sin  B  :  sin  C  :  :  6  :  c,  l'on  déduit 

c  sin  B  e  sin  B 


b  =z 


sinC  sin(A-^B; 


i^a        '  ACtRtS  PROPOStttO^S 

[àcauséd«      C  =^  1800  —  (A  + B),    d'où    sin  G  =  tfn  (A  4.  B)]| 

e  sin  A.siiiB 


done  CD 


8tà  (A-i-B)' 


,        ^  -        1         sin  A.fiin  B 

et  p*  coMéquent  S  =  -  «'.j— j-j^, 

expression  ealenlàbiè  par  logarithmes. 

N.  B.  —  Nous  remarquerons  ici  que  le  résultat     CD  ss  ■„    ,  ^\   i%\  * 

qu'on  Tient  d'obtenir,  donne  le  moyen  de  résoudre  la  question  (n^  4K} 
qui  a  servi  d'introduction  à  la  trigonométrie,  et  qili  arait  pour  objet  àe 
èalculer  la  hauteur  d'un  uiangle»  connaissant  la  base  AB,  et  les  deux  mtfjiei 
adjacens. 

jépplications  de  la  Trigonorhéirie  au  levé  des  plans. 

ili.  Pftum»  nom.!.— On  demmuk  la  hàutmr  ^uke  tour  AB^  dupiadde 
laquelle  on  peut  approcher. 

Oa  odmmeaee  ptt  menirep  sdr  ici  terratik  y  supposé'  dia  nirtsm  oir  perpeU- 
Tig'  56.  dioulalre  à  AB  f>^  56),  me  hage  AD  qui  ne  soit  ni  ti^  ^ttde  ni  trof 
petite  par  tapport  à  la  hauteur  eherchée;  puis  aa  point  D,  à  l^id«  d'ov 
iBftniikieni  ( m»  ^aph«mètre,  par  exemple),  on  mesun  Taft^le  ECB  qt» 
forme  avec  l'horizontale  EC  le  rayon  visuel  diri^  du  point  GiAi  ecniinÉet 
de  la  tour. 

On  connaît  ainsi  dans  le  triangle  rectangle  BjEG ,  l'un  des  côtés  de  l'angle 
droit  £C,  et  Vun  des  âiigles  aigus  SGB;  ainsi  (n<>  88)  l'on  peut  déterminer 
B£  d'aprôs  la  formule 

log  B£  r=  log  EC  +  log  tong  ECB  —  10. 

Connaissant ^BE ,  il  faut,  pour  avoir  la  véritable  hauteur  de  l'édifice, 
ajouter  à  BE  la  hauteur  CD  de  l'instrument. 

Sbcond  bxcmple. — Déterminer  la  distancé'AB  d'un  point  A  où  l'on  est  placé, 
à  Un  objet  B  visiBle,  mati  ùUttêësiAl» ,  parée  que  les  denx  p<^iM*  êlMil  sé- 
parés par  une  rivière. 
Fig.  57»  On -mesure  d'abord  sur  le  terrain  une  base  AC  (Jig.  67),  telle  qu'en  di- 
rigeant de  ses  deux  extrémités  des  rayons  visuels  AB  et  CB ,  les  angles 
BAC,  ACB,  ne  diffèrent  pas  trop  de  4&^.  Aptée  avoir  ■Mwuréoeeasgle», 
on  résout  le  triangle  ABC  dans  lequel  on  connaft  un  côté  et  deux  anf^s} 
et  l'on  a 

log  AB  =  log  AC  H-  log  sin  ACB  —  log  sin  ABC. 
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9timarfmê.  -^  Si,  cUft»  le  premier  exemple,  •»  soppoMil  4pM  le  pted  éi 
Védifice  fût  visible ,  mais  inacùessihie ,  en  dèfefttiiMraH  ÂO  #K  BC  (Jg.  Se),  Fig.  56. 
comme  dans  le  second  exemple;  et  la  question  serait  ramenée  au  cas  où 
le  pied  est  accessible. 

Troisièmb  bxbmplS. — On  demande  la  distance  CD  de  dmuc  objets  visibles  > 
mais  inaccessibles,  comme  étant  sépâs^s  par  nne  ririère,  du  lieu  où  Ton  étft 
placé. 

Après  avoir  mesuvé  i^ie  base  AB  {Jlg»  58)  4«i-  ne  soit  ni  trop  grande*  ni  p^^    50^ 
teop  peate  p«r  rapport  li  CS),  oa  dirige,  à  Taid*  d'im  iMfttmiiiifa»^  des 
rayons  Tisuels  AG,  AD,  et  BC,  ^D;  pv»  on  mesure  les  angles  CAIif 
DAB,  etDBA,pBA. 

Ou  euleulera  alors >  oottAe  dana  Texemple  précédant,  le  eAté  AG  du 
triangle  ABC  et  le  côté  A&  du  triangle  ABD ,  puisque  Ton  connatt  >  dans 
chacun  de  ces  triangles ,  un  côté  AB  et  les  angles  adjacens. 

On  a  d^îlleura  C^3tsCAB-*DABj  ainsi,  dans  le  triangle  CAD  ,  Ton 
conn^ttm  les  deux  côtés  CA ,  AD ,  et  Tangle  compris  CAD  ;  dès  lors  on 
pourra  calculer  le  3®  côté  CD ,  diaprés  Tune  des  deux  méthodes  relatives  au 
3^  cas  d\in  triangle  quelconque. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  des  applications  particulières  de  ces  ques- 
tions y  parce  que  les  exemples  que  noua  avons  donnés  précédemment  suf- 
fisent pour  mettre  au  fait  de  ces  sortes  de  calculs  \  mais  nous  terminerons 
par  une  question  assez  importante ,  qui  nous  fournira  une  nouvelle  occasion 
d^appllquer  quelques^nes  dlâi  formules  trigonométriques. 

lis.  Quatrième  isxMisnx..-- Trois  points  A^  B,  G  {fg.  Sq),  éiant  donnés  fig.  5g, 
sur  la  carie  d'un  pays,  on  propose  de  déterminer  la  position  ^un  l^^  point  TA ^ 
^où  Von  aurait  mesuré  les  angles  AMC,  CMB.  (Les  quatre  points  sont  sup- 
posés sur  un  même  plan.) 

On  peut  d^abord  donner  de  ce  problème  u0ê  solution  purement  géomé- 
trique. 

Décrives  sur  AG  un  segment  de  cercle  capable  de  Vangle  donné  AMG,  et 
sur  CB  un  second  segment  capable  de  Vangle  donné  CBttB. 

Comme  il  n^y  a  que  les  points  du  premier  pour  lesquels  les  rayons 
visuels  menés  aux  deux  points  A  et  G  puissent  former  entre  eux  le  premier 
angle  donné,  et  que  la  même  chose  a  lien  pour  le  second  segment,  il  s^en- 
euit  que  le  point  cherché  se  trouvera  A  intersection  de  ces  deux  segment. 

Mais  on  demande  la  solution  par  le  calcul. 

Appelons  «^  by  e^  \é&  trois  côtéa  du  triangle  ABC,  «t  posons 

AMC  »  a,      CMB  =  ^. 

\^.  Puisque  les  trois  points  A,  B,  G,  sont  donnés  ,de  position,  on  con- 
naît les  grandeurs  de  a,  ft,  c\  dès  lors  on  peut  obtenir  par  Tune  des  for- 
mules relatives  au  4*  cas  de  la  résolution  des  triangles ,  la  valeur  de  Fangle 
ACB  que  nous  désignerons  par  C. 

a».   On  connatt,  par  hypothèse,  les  angles  AMtC^rrat,  CMBî=/8,   et 


l44^  AUTRf:$>  PROPOSITIONS  •  * 

par  conséquent  I  leur  somme  AMB,  ou  ttL-^/è.  Mais,  dani  le  .quadrilttère 
AMBC ,  la  somme  des  angles  est  égale  à  400^  ;  * 

j  donc  MAC  -H  MBC  =  36o<»  —  (C  +  «  4-  iS), 

.,  ,.                    MAC  -^  Mac         «^         Ç-K«  +  fi  / 

t  ^pu  ^ — -  s=  1800  — j i 

I  /'  ,  .        . 

ainsi  ^  la  ^mi-somme  des  angles  MAC,  MBC'^est  connue. 

'  'S*'*'  Pour  avoir  leur  Merence,  désignons  MAC  |Ntr  x  et' MBC  pury-j  lés 
deux  triangles  AMC 9  CMB,  donnent  (no  91)  ^ 

MC:  AC::sinar:sin«   i  b  nn  x  •  «i!?/. 

MC  :  CB  ::  sin  r  î  sm  j8  i  sîn  (t  '  sin  if  ' 

sin  X  a  sin  «1  o,    /  ^      *.    m   '•.:*■  «  ^9m»C\ 

donc     -: =iT"-: — îr  =~  tt  (  en  posant  et  cafemant  i^'s:'--: 1. 

sm  j'         o  sin  ^  .      »    V  sitkêtj. 

De  cette  équattop  qui  renHarme  deux  inconnues ,  lV>n  déduit 

sin  X  +  sinj'        a  -f-  b' 


9^> 


MD  «  —  sinT"        a  —  6 


,     .  tang -(x^-j') 

smx-i^sinr  a^ 

Mais  on  a  (  no  96)  -: • —  =  ^_— 

»M«o  vn  «  ^u    w/  gin  X  — sin J'  I  , 

tang-(x-.r) 


a^  ^.  _tangl(*-f-r) 

Donc  J-I7y.  -  -  -■ 

tang-(x— r) 
a 


CettO  formule  fera  connaître  tang  -  (x  —  j^),  dès  qu^on  aura  obtenu  la  ts- 

leur  de  5'  iMir  la  relation  b'  s=  — r — - ,  qui  donne 
'^  sin«   '  ^ 

log  b'  =  log  fr.  -h  log  sin  fi  —  log  sin  «. 

1                                      C  -4-  dt  "V  iS 
Soient  maintenant        -  (x  -#-  r)  =  1800 ■ t^  =r  w  , 

l(x-r)  =  n; 

il  en  résulte  x  tsz  m  -^  n  et  y  ss  m  '—'n. 
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4^.  Connaissant  les  deux  angles  MAG«  MBC  |,.oi\  pourra  calculer  les  lignes 
AM,  CM  y  BM,  puisque  dan^  chacun  des  triangles  AMG,  CMB,  l'on  con- 
naît un.  côté  et  deux  angles, 

itS.  ScoLiE  GÉfféRAL.  —  N0U8  avoDS  déjà  observé  {n? 54)  que, 
daus  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie  par  le  secours 
de  l'Algèbre  y  ou  devait  ^  eu. général,  préférer  le  calcul  numé- 
rique des  résujjtatf^^ux  •  constructions  géométriques ,  dont  le 
plus  ou  le  moins  d'exactitude  dépend  du  degré  de  perfection 
des  instrumens  et  de  l'adresse  de  celui  qui  opère,  taudis  que 
l'exactitude  du  calcul  n'a  d'autres  bornes  que  celles  qu'on 
veut  lui  assigner.  Cependant  les  tables  trigonomé triques  em* 
ployées  d'après  Içf^.Sfçnls  principes  qui  ont  été  précédemment 
exposés ,  ne  donnent  pas  toujours  le  degré  d'exactitude  qu'on 
désire  obtenir;  mais  il  existe  des  moyens  d'augmenter  cette 
précision,  qui  se  trouvent  développés  dans  toutes  les  tables 
dont  on  se  sert  ordinairement. 


lO 


/' 
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APPENDICE  AU  CHAPITRE  U. 

Trigonométrie  sphérique. 

Ii4.  Introéuctien^^fHovA  avons  cni  deToir  placer  ici  un  préds  de  la  trigo- 
iiométriç  spMnquQ»  Qon  à  cauie  de  aon  utilité  immédiata,  pw^e  n«ua 
n'aurons  à  îaXx^  usage  dçs  (opmul^  qui  s'y  rapportent,  que  d^ois  Ia  tfoisi^no 
section  de  cet  ouvrage ,  mais  parce  que  les  élèves  étant  exercés  à  la  recherche 
des  formules  de  la  trigonométrie  rectiligne,  entendront  plus  aisément  k 
détermination  de  nouvelles  formules  qui  ont  beaucoup  d'analogie  avec 
celles-là. 

Les  seules  propositions  sur  li)s  triangles  sphériques ,  que  noiis  itdmtftlroBs 
comme  déjà  déniontrées ,  sont  les  suivantes  : 

Dans  tout  triangle  sphérique  formé  par  trois  arcs  de  grand  cercle^ 
i^.  —  Vn  côté  quelconque  est  moindre  que  la  somme  'àes  deux  autres; 
'x^.^J.he  plusgpand  oâté  est  apposé  au  plui  grand  éingla,  et  récipPoquement ; 
3^.  •—  'La  somme  des  trois  côtés  est  mQwdr^  f  i*e  Uit  çircot^é'ûnçtt  emière 
(ou  36oo); 

4^.  —  La  somme  des  trois  angles  est  plus  grande  que  deux  angles  droits  et 
moindre  que  six  (^. 
Ces  propositions  suffisent  pour  l'objet  que  nous  nous  proposons ,  et  qui 
^  consiste  uniquement  dans  la  résolution  des  triangles,  c'est-à-dire  dans  la 
détermination  par  le  calcul ,  de  trois  des  six  élémens  qui  constituent  un 
triangle  (les  côtés  et  les  angles),  quand  on  connaît  les  trois  autres.  La 
marche  que  nous  suivrons  d'ailleurs  dans  l'exposition  des  principes  relatifs 
à  cette  résolution  ,  sera  la  même  que  pour  les  triangles  rectilignes ,  c'est-à- 
dire  que  nous  traiterons  successivement  des  triangles  sphériques  rectangles, 
puis  des  triangles  sphériques  ohliquangles, 

I 

DES  TRIANGLES  SPHÉRI(tl}ES  RECTANGLES. 

115 .  Observation  préliminaire, — Quoique ,  dans  un  triangle  sphérique,  il 
puisse  arriver  que  les  trois  angles  A,  B  ,  C,  soient  droits  à  la  fois  (ce  qui 
aurait  lieu  si  les  plans  qui  déterminent  les  trois  arcs  de  grand  cercle  étaient 
perpendiculaires  entrô  eux) ,  il  est  inutile  de  considérer  le  cas  où  le  triangle 
renferme  deux  ou  trois  angles  droits.  ^ 

Fig.  6o.  Car,  supposons ,  par  exemple,  que  les  deux  angles  A  et  if  {fg,  6o)  soient 
droits;  les  deux  plans  AOG,  AOB,  sont  perpendiculaires  entre  eux;  et  il 
eu  est  de  même  des  deux  plans  COB,  AOB.  Donc  les  angles  rectilignes 


C'')  Voir  pour  les  démonstrations  de  ces  propositions ,  les  traités  de  géo- 
métrie connus,      v 


€0A ,  COB ,  Mont  droits  ;  «'esl-à^dire  «que  leis  côtés  fs ,  ft ,  sont  cbaonn  de  90*^ 
ainsi  que  les  angles  A ,  B  ;  d>illeurs  i^^mgle  sjpliérique  C  s^  mesure  par 
l^angle  rectiligne  AOB  ou  par  le  côté  c. 

Si  les  trois  angles  A,  B,  €»  sont  4roitt,  l«s  rjçons  OA^  OB,  OC, 
sont  perpendiculaires  entre  eux;  et  les  côtés  a,  & ,  c  ,  sont  chacun  de  90^. 

Ainsi ,  dans  Tun  et  Tautre  cas ,  il  n^y  a  aucune  question  à  résoudre. 

116.  Soit  donc  BAC  (^.  61  )  un  triangle  sphérique  rectangle  «n  A.  Les  pig.  51. 
deux  autres  angles  B,  C,  sont  à  la  Ibis  plus  petits  ou  plus  grands  que  ^", 
DU  bien,'  Tun  plus  petit ,  Tautre  plus  grand  que  go**  ;  et  on  les  appelle ,  pour 
cette  raison,  angles  obliques. 

Pour  être  en  mesure  de  répondre  no  triangle  spliérique  rectangle^  il  suffit 
évidemment  d''aYoir  une  relation  entre  trois  quelconques  des  cinq  quantités 
TOybyCy  By  C  9  cft  qui  présente  4ix  combinaisons  dont  six  principales ,  savoir  : 

Une  relati^i»  eùtre      a,  b,  c. [ cette  relation  est  unique ], 

a,  bf  B,       ou  a,  c,   C,  « 

a,  c,  B,       eu  a,   b,  C, 

b^  c^  B,       OU  bf  Cy  Cf 

a,  B,  C :..:.. .  [Mtté  IrelatîMi  e»t  onlqae], 

6,  B,  C,      ôu  c,  B,  C. 

l)éterminons  successivement  ces  relations. 

Co?u<nMr<ion.— Prenpns  sur  OC  (fy.  61)  une  distance  CD  égale  au  rayon  pig.  gi. 
diK  tables  (que  non  eupposeroM,  pour  siMplifler,  égal  à  i).  Hfienons  DE 
perpcndiealair*  rar  OA,  pwis  EF  perpendteifkiireiiir  OB,  et  tarons  PF  qui 
est  nécessairement  perpendiculaire  sur  OB. 

Il  résulte  de  cette  construction  : 

DE  =  sin  AC  =  sin  b,    1    DF  =  sin  CB  =  sin  a, 
CE  r=:  oos  AC  =  cos  ft,    I   OF  =  cos  CB  =:  eoa  41  ; 

angl.  DFE  =  B    |    EF  ==:  OE.  sin  FOE  =  cos  6.  sin  c, 
«a  bien  EF  3»  OF.tang  FOE  =  cos  «.tang  c. 

Cela  posé ,  on  a  évidemment  diaprés  la  figure , 
i<».  —Pour  fl,  b,  c, 

EF  =  DE. cos  BOA;      d'où      cos  a  ^  cps  b,co$  4:. . . .  (j) 
^.  --  Po»  41,  *,  B,      ou      41,  c,  €, 

DE  =  DP.sin  DFE;      d*oà      sin  h  =:  âin  a.sinB.. . .  (a)  . 

jet  pn  suite  siii  c  =  sin  a.sin  C . .  (3) 

30.  —  Pour  a,  c,  B,      ou      a>  i,  C, 

£F  s=  DF.cos  DFE, 

wi     cee  a.teng  e  =  sin  a.cos  B  ;    d'où    tang  e  ^  tang  4t. cos  B. ...  (4) 

et  par  suite  tang  &  r=  tang  4i.cos  C. . . .  (5) 

10.  . 


'  * 
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,40. —Pour  i,  c,  B,       ou      &,  c,  C, 

pE  =  EF.tangDFE, 

ou     sin  6  =  eos  fc.sin  ctang  B  ;    d'où    tang  h  =  ain^.Ung  B. . . .  (6> 

et  par  suite  tang  ^  =  »!«  ***»&  ^-  '  '  '  fc) 

50»  Pour  *,  B,  C,      ou      <?,  B,  C, 

divisons  la  relation  {^j  par  la  relation  (5)  ; 

sin  5    sin  a    sin  B 

il  ▼»<*"*  tànp  ""  tângâcosC 

ou  cos6=cos«/-^  =  cos6.cosc?^;  d'où  cosC=c08..sinB. , .  («) 


cos 


e-  ==  cos  o .  eus  fc- 7S" 
cosC 


et  par  suite  co»  ^  =  cosft.slii  C. . .  (9) 

(,o.  — Pour  <»>  S>  C» 

multiplioiia.U  relation  (8)  par  la  relation  (9)  ; 
il  vient  cos  B.cos  C  ««cos  5. cos  c.sin  B.sin  C, 

ou        cot  B.cot  C  =  cos  a  ;      d'où      cos  a  =  cot  B.cot  C. . .  (10) . 

IV.  B.— Il  est  à  remarquer  que  les  relations  (a) ,  (3) ,  et  (4) ,  sont  analogues 
aux  trois  principes  établis  nû»  8tf  et  87 ,  et  qu'elles  ont  été, déduites  de 
ces  principes  eux-mêmes.  . 

/  ■  Discussion. 

117.  Les  relations  précédentes  donnent  lieu  à  deux  remarques  fort  im- 
portantes pour  la  résolution  des  triangles  sphériques  rectangles. 

Prewèrement.  —  Comme  un  sinus  est  essentiellement  positif  pour  tous 

les  angles  compris  entre  o©  et  1800,  il  résulte  de  la   relation  (6) 

tang&  =  ain  c.tangB,  que  tang  b  est  de  même  signe  que  tangBj  ce  qui 
prouve  que  b  est  de  môme  espèce  que  B.  Donc,  dans  tout  triangle  sphérique 
rectangle,  les  côtés  de  V angle  droit  sont  de  même  espèce  que  les  angles  qui  leur 
sont  opposés;  et  réciproquement. 

Sbcombembbt.  —La  relation  (1).. . . ,  ou  cos  a=cos  t. cos  c ,  nous  apprend 
que  CO8  a  est.  posuif  ou  négatif  suivant  que  cos  b  et  cos  c  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires;  c'est-à-dire  que  a  e8t<ou>9oO  selon  que^ 
b  et  c  sont  de  même  espèce  ou  d'espèce  différente.  En  d'autres  termes ,  difns' 
tout  triangle  sphérique  rectangle,  l'hypoténuse  est  moindre  que  qo®  toutes  les 
fois  que  les  deux  côtés  de  Vangle  droit  sont  en  même  temps  plus  grands  ou  plus 
petits  que  90®,  et  phis  grande  que  90°  quand  les  deux  côtés  de  Vangle  droit 
sont ,  Vun  plus  petit.  Vautre  plus  grand  que  90O. 
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La  relation  (to); . . .  ou  cos  a  =:cotB.cot  C,  donne  Heu  k  nne- conaéquesoe 
Analogue  par  rapport  à  lliypoténuse  et  aux  deux  angles  obliques  ;  ee  qui  est 
d^ailleurs  conforme  à  la  première  remarque. 

118.  Cela  posé  y  la  résolution  des  triangles  rectangles  offre  six  cas  dis- 
tincts qu^on  peut  résumer  ainsi  qu^il  suit  : 

1  o.  —  Étant  donnés  Thypoténuse  a  et  un  côté  de  Tanglé  droit  &  ou  <r , 
trouver  les  deux  angles  obliques  B ,  C ,  et  le  second  côté  c  ou  ft  ; 

ao.  —  Étant  donnés  les  deux  côtés  de  Tangle  droit  3  ,  c ,  trouver  Thypo- 
ténuse  a  et  les  deux  angles  obliques  B,  G; 

30.  — Étant  donnés  rhypoténuse  a  et  un  angle  oblique  B  ou  C,  trouver 
les  deux  côtés  h,  c,  et  îe  second  angle  C  ou  B ; 

40.  —  Étant  donnés  un  côté  &  ou  c  et  Tangle  opposé  B  ou  C ,  trouver  le 
second  côté  c  on  &,  Phypoténuse  a,  et  le  second  angle  C  ou  B. 

S^*.  —  Étant  donnés  un  côté  de  Tangle  droit  &  ou  c  et  Tangle  adjacent  C 
'  ou  B ,'  trouver  le  côté  coxkhy  Thypoténuse  a,  et  le  second  angle  B  ou  C. 

6».  —  ÉUaa  damnés  les  deux  angles  obliques  B,  C,  trouver  Tbypoténuse  a 
et  les  deux  côtés  i,  c. 

Chacune  des. quantités  inconnues ,  dans  cesdifférens  cas^  peut'se  calculer 
aisément  par  logarithmes  à  Paide  de  Tune  des  relations  précédemment  éta- 
blies. Mais  y  pour  les  applications ,  il  est  nécessaire  d^ajouter^quelques  eoa- 
sidérations  :  ^ 

119.  Tant  qu^une  des  quantités  inconnues  sera  déterminée  par  un  cosi* 
nus  ^  une  tangente,  ou  une  cotançente,.  il  u^y  aura  pas  d^incertitude  sur 
Tespèce  de  cette  quantité  y  puisqu^on  sait  qu^un  angle  est  ^  ou  ^  90^  sui- 
vant que  chacune  de  ces  lignes  trigononiétriques  est  positive  6n  négative. 

Diaprés  cela,  le!»®,  le  5®,. et  le  6®  cas,  ne  donnent  lieu  à  aiicune. ambi- 
guité,  c^est-à-dire  que  la  question  n^est  susceptible  que  d*une  seule  solution  ; 
car  chacune  des  quantités  inconnues  s^obtient ,  soit  par  un  cpsinus ,  soit 
par  une  tangente,  soit  par  une  cotangente. 

Dans  le  premier  cas  y  celui  où,  connaissant  a,  &,  on  demande  e,  B,  C, 
comme  B  s^obtient  par  la  relation 

.    Q       sin  & 
sin  B  =  '♦ 

sin  a 

il  semble  qu^on  puisse  prendre  pour  la  valeur  de  B,  soit  Tangle  aigu  de  la 

table,  soit  son  supplément.  Mais  si  Ton  se  rappelle  (n^*  117}  que  Bdoit  être 

dé  même  espèce  que  6,  il   faudra  nécessairement  prendre  pour  B,  l'angle 

aigu  ou  son  supplément,  suirant  que  h  sera  <^  ou  >  que  go^*.  Les  deux 

autres  quantités  inconnues  étant  d^ailleurs  déterminées  par  les  formules 

cos<i  ^     tang&'  '      ^     ^  ^,     ,  . 

cos  c  = cosCs» — 2-    ne  présentent  aucune  ambiguïté. 

cos  6.  .tanga         '^  ^ 

Même  raisonnement  pour  le  3®  cas  où  connaissant  a ,  B,  on  demanda 

h,  c,  C. 

Quant  au  4^  cas,  celui  où  ,  connaissant  le  côté  h  et  Tangle  opposé  B,  il. 


>..  • 
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•'i^it  d^obteuir  «,  c,  C«  eostron  quaaUtés  étant  données  par  les  rolationi 

Bin  b     ,  tûug  h      .    ^       cos  B 

s^n  a  =  -T — 5^,  sm  c  SIS  ; — 2-2 ,  »in  C  = ^ , 

sin  6  tang  B'  cos  6' 

on  peut  prendre  pour  chacune  des  quantités  inconnues ,  soit  Pangle  aigu 
de  la  table  y  soit  son  supplément-  Ainsi  la  question  oitre  deux  solutions  dis- 
tinotes.  En  dVutres  termes  «  il  existe  deux  triangles  qui  satisfont  aux  don- 
Fig.  63.  nées  de  la  question.  Et  en  effets  soit  un  triangle  sphérique  BAC  (Jtg.^i) 
rectangle  çn  A;  si  Ton  prolonge  BGy  BA,  jusqu^à  leur  rencontre  en  B',  on 
obtient  deux  triangles  BAC,  B'AC,  ayant  le  côté  commun  AG  ou  h,  et 
TangleB  égal  à  FangleB';  ces  triangles  sont  d'ailleurs  tels  que  Ton  a  : 

B'C  =  1800  —  BC,  BTA  =  i»o<^  —  BA;  B'CA  x=  i«o<»  --  BCA. 

En  récapitulant  ce  qui  tient  d*éftrer  dtt ,  en  |>ei|1l  «(mtihilf&  qm  le  «a«  0» 
Ton  donne  un  noté  de  f  angle  droit  et  l'angle  oilipte  àppf&êéy  eêi  le  seul  des 
six  cas  qui  offre  deux  solutions.  On  Pappelle,  pouir  cette  fiâiétkf  êmÂQth 
t^ujc;  mais  tl  pêtft  arrirer  que  quelque  cirecrMtsnée  ^pàrtletdièMr  Mtenttine 
Tespèce  d^intr  des  quantités  ineonoties  ;  et  alors  iî  iry  a  pihut  qu'ami  t^httim. 

120.  Une  autre  difficulté  se  présente  encore  dans  les  applications  :  c^est 
lorsque  les  données  sont  plus  grandes  que  90**.  Alors  le^  cosinus ,  tangentes, 
cotangentes  de  ces  données,  sont  négatives;  et  il  semble  qn'ott  doireètrc 
conduit  k  ^ife  entrer  dans  le  calcul  des  logarithmes  de  norrtAres  négatifi. 

Supposons  par  exemple,  qu'il  s'agisse,  étant  donnés  h,  c,  de  détermmer 

fl,  B,  d. 

Les  formules  nécessaires  à  cette  détermination ,  sont  : 

^       taog  il  g^      taBg<7 

cos  a  z=s  cos  b  cos  c,  tang  B  =  — : '■ ,  tang  C  =  —, — r-, 

'       **  Siae  '        "  sin* 

Soient  maintenant  b  >  go*»  et  c  <  90®  ;  dans  ce  cas ,  cos  a,  tang  B,  sont 
négatifs,  et  tang  C  est  positif.  Mais  si  l'on  appelle  b'  le  supplément  de  5,  et 
a' y  B',  ceux  de  a,  B,  les  relations  ei-dessus  se  changent  en  celles-ci  : 

,#  T»#       tang  y    ^       ^      tangc 

cos  a'  =  cos  i'.cos  c,  tang  B'=  — .-" — ,  t^ng  C  =   .   "    , 

"  sin  *  "  sm  *f 

dans  lesqpelJUa  tantes  les  lignes  trigonométriques  sont  positives.  Ces  nou- 
velles relations  détermin<»ront  a',  B',  C;  d'oà>  en  prenant  le«  supplémens 
peur  4/f  B'^  oa  déduira  ensuite  a,  B. 

121.  Nous  ajouterons  y  pour  dernière  conaidémtion ,  que  lofs^une  des 
quantités  inconnues  est  dét^minée  par  le  logarithme  de  son  sinus  ou  de 
goii  cosinus,  et  qu^on  obtient  pour  ee  logffrithme  im  Denfan  pUsgrênd 
que  10,  c'est  un  indice  certain  que  le  triangle  est  impossible,  et  qu'il  existe 
quelque  oontradicttod  dsrns  les  donnée»;  ce  qui  |«ut  fen  biei^  arriver. 


Voici  d«UE  «xeliiplflg ,  Ton  du  3*  cas,  Taotre  du  4*  : 

3*  CAS. 

Soient  «=  i  iS»  17'  ao",  8  =  980  a8'  So";  on  demande  *,  c,  C. 
LesteUUon»  à  emt>loy6r  eoat  : 

lin  h  =  sin  asin  B      |     tang  c  =  tang  a  .coa  B     |    cot  C 
ou  pIuMt  (no  tao),  coBUM  on  a  a  et  B^  90», 


i5t 


COStf 

cQtB* 


cos   a' 


sin  M  r=r  ain  a'.ain  B'   |   teDg  c'  =  (ang  «'.cos  B'    |    cot  C  r=  -r~g/» 
(a'=  iSo©  — a  =  64«4a'4o'';  F  =  i8o«>  —  B  =:8io  3i' 3o*)j 


1^....  Uain  «' 
Ltliifir 

l.ain  y 
d'où  ft' 

et  h 

39....  l.cos  a' 
compLcot  B' 

i.tot.cr 
d'où  a 

«t  c 


9,99593i5, 

40, 


«• 


9s  9^14794; 
630  a5'  3", 

ii6o34'57*. 

9,63o6i35» 
10,8267993, 

10,4574138; 

19°  1 3' 45% 
1600  46'  15". 


l.UlBgil'  » 
1.00a     W  :SS 

^  log  r  fl» 

l.tang  c*  = 


a<»....  l,taBff  il'  »    io,8a56344, 

9»  i€S43u, 
«o» 

9,4940666; 
d'où  c'  =    170  19' 09", 

et  c  s=  i^ao  40'  3i'. 

VériaQràoo. 

coa  «^  :s  coa  M.coa  c% 
l.coa  V  se  9,65o7794» 
l.coa  </  =      9>979836f, 

l.coa  a'  =      9,63o6i55, 
d'où  a'  s:      64o4a'4o% 

et  as    iiS^  17' ao". 


.  t 


4*  CAS. 

Soient  donnés  h  ^  56^  37'  4o'>  B=84^  f^  5o'';  on  demande  0,  c,  C. 
Ui  Ibftaittlea  à  «mployor  «onA  : 


sin 


ain  h  Ub^  h      .    .       eoa  B 

«  =  -; — 5,  am  c  =  ■■  "p,  sin  C  =  =•  : 

siB  B  tangB'  00a  6' 


!• I.ai*:*  »t  9i8»i94^«f 

coisf.  l.Bin  B  33:  OyOoioo6i, 

I.sin  a  =  9,9137591,* 

4  =  5701' 58"  ou  iaîà<>58'a"; 


!<>....  l.tang  ft  ss    io»i$j3a35, 
comp.  1 .  taof  B  es      8»g8)7975, 

l.sîn  c  r=     9, i65fiio, 
I?  =  80  24'  36"  ou  1710  3y  24*; 
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Vérifioation. 


3» Uoos  B  z=    ^,9917915, 

comp.  I.C08  b  =s    0,35957749 

^  l.sin  C  =    9,3413689, 

C  =  lo»  a'aa"  ou  1690  57'  38"; 


CO8  a  =  CO8  6.COS  c, 
VcoB  ^  =      9>54o4»î»^i 
l.cos  c  =      9»99^3o4^i 

l.cos  a  =      9,7357373, 
a  ^  57»  1'  5b"  ou   1330  58'  a". 


La  question  offre  donc  deux  solutions,  sayQir  : 

«=570  i'58"      A=9oo,  \  i»=imo58'  a"     A=  900, 

*=:56o  37'  40"  et  B=84o  29'  So*',  }  ou  bien  6=  56®  37'  40"  et  B=  840  ag'  So", 
c=  8°  ai' 36"     C=ioo  a'aa",  )  0=1710 35' a4"     €=169057'  38". 

*  Des  Triangles  sphériques  quelconques. 

122.  Observations  préliminaires, —  La  question  générale  qui  a  pour  objet, 
connaissant  trois  des  six  élémens  A,  B^  C,  a,  b,  c,  du  triangle  ABC,  de 
déterminer  les  trois  autres,  exige,  pour  sa  résolution ,  'qu^op  ai^t  une  rela- 
tion entre  (fuatre  quelconques  de  ces  six  élémens  ;  oe  qui  donne  lieu  à  quinze 
relations  différentes ,  dont  quatre  principales  , 

Savoir  :  lO.  —  Une  relation  entre « . .  a,  6,  c,  A; 

et  Ton  en  déduit  deux  autres  entre a,  b,  c,  B,« .  .a,  &,  c,  C. 

ao.  «-  Une  relation  entre a,  &,  A,  B  ; 

et  Ton  en  déduit  deux  autres  entre «     a.  c,  A,  C, . . .  ft^  <^>  ^y  ^* 


« 


30.  — *  Une  relation  entre a,  ^,  A,  G^ 

fl,  by  B,  C, 
et  Ton  en  déduit  cinq  autres  entre. 


{a,  6,  o,  Cl, 
«a,  c,  A,  B, . . .  by  c,  A,  B, 
a,  c,  B,  G,. ,  ,b,  Cy  A,  C. 


\  .  

4°*  ~~  ^^^  relation  entrQ. . . , a,  A,  B;  G  ; 

et  Ton  en  déduit  deux  autres  entre , .  • .     6,  A,  B,  G,-. .  .c.  A,  B,  C. 

Ces  quinze  relations  sont  en  effet  consignées  dans  tous  les  traités  de  Tri- 
gonométrie; mais  peu  d^entre  elles  se  prêtent  immédiatement  au  calcul  par 
logarithmes  ;  d^autres  ont  été  transformées  en  des  formules  logarithmiques  ; 
le  plus  grand  nombre  exige  Tintroduction  d^angles  auxiliaires ,  pour  que  le 
calcul  par  logarithmes  puisse  s^appliquer.  On  a  en  partie  levé  les  difficultés 
en  opérant  la  décomposition  du  triangle  sphérique^en  deux  triangles  rectan- 
gles; ce  qui  a  donné  lieu  à  de  nouvelles  relations  plus  ou  moins  remarqua- 
bles. Mais  remploi  de  ces  relatioi^s  entraine  dans  des.  discussions  qui  jettent 
souvent  beaucoup  d^obscurité  sur  la  ^solution  complète  d'un  triangle  d'a- 
près certaines  données. 


TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUê.'  l53 

Noua  avons  donc  chercbé  à  évitar  cet  difl&cultés,  et  à  préMater  des  te- 
moles  eommodes  pour  tous  les  cas,  et  q«i,  svjrtoat,  se  /prètaosent  à  «ne 
discussion  facile.  Deux  formules  seulement,  et  la  considération  du  trân^jrle 
sphérique  supplémentaire,  nous  ont  conduit  à  une  solution  complète  du  pro- 
blème général ,  solution  dégagée  d^ailleurs  de  toute  difficulté  sous  le  rapport 
de  la  discussion. 

125.  La  première  est  une  relation  entre  les  trois  côtés  a,  h,  c,  et  Pun  quel- 
conque des  trois  angles,  A  par  exemple. 

Soit  ABC  (fg.  63)  un  triangle  sphérique  obliquangle.  Tirons  1^  rayons  Fig.  63. 
OA,  OB,  OC;  au  point  A  menons  les  tangentes  AD ,  AÉ,  aux  côtés  AB  y  AC  ; 
et  prolongeons-les  jusqu^à  leur  rencontre  en  D,  E,  avec  OD,  OEj  puis  ti- 
rons DE. 

Supposons  d^ailleurs  le  rayon  des  tables  égal  à  r. 

On  a,  diaprés  les  principes  de  la  trigonométrie  rectlligne, 

1".  pour  le  triangle  ODE,. . .^*s=  ÔSV  ÔÈ'—  aOD.OE.cos  a  ^ 
îo.  pour  le  triangle  ADE,  DÊ^=  ÏD*+  ÂÊ'—  aAD.AE.cos  A  ; 
d^oû,  retrancliant  la  a®  égalité  de  la  i''^, 


o  =  aOA  —  aOD.OE.cos  a  +  aAD.AE.cos  A. 
Mais  les  principes  (n^^^  85,87)  donnent 

OD  =  -2:^,  OE  =  -!?^,    AD  =  OA  tang  c ,    AE  =  OA.  tang.frj 
cos  c'  cos  y 

ainsi,  Fégàlité  précédente  derient,  parla  substitution  de  ces  Taleurs  de 
OB ,  CE ,  AD ,  AE ,  et  par  la  suppression  du  facteur  aOA  , 

ot=  I ; .COS  a -f- tang  6. tang  C. cos  A.  , 

cos  b  COS  c  ^  ^ 

ou,  èhassant  le  dénominateur  et  se  rappelant  (n®  80)  que 

tang  &.  cos  h  =:  sin  &,    tang  c.  oos  c  =s  sine ,. 
cos  a  =  cos  b  cos  c  +  sin  b  sin  c. cos  A  ; 
on  trouverait  de  la  même  manière  les  deux  relations 

cos  %  =  cos  a. cos  c  -+>  sin  a.sin'e  cos  B, 
cos  c  ss^cos  a.cos  b  •+•  sin  a. sin  h  cos  C. 

iM.  Pour  obtenir  la  seconde  formule,  abaissons  du  point  |A  (fg.  63),  «.     g* 
Tare  de  cercle  AI  perpendiculaire  surBC;  on  obtient  ainsi  deux  triangles 


t54  TftiooiriniÉriiK  «ra^iQuis. 

»«Btali||les  A»,  àSC  <tui ,  «h  vdrtu  «*  lèeôiKi  ^îë^ItM  (no  „  ^)  ^  ral^tlf  aux 
tHan^ldft  «phérîtiuès  reetAtt^êS)  4«taiie 

du  m  =Ét  éfai  ÂB.«iii  ABI,   ' 
sln  AI  =  éin  AC.sin  ACt; 

4'^r<Axi0diiit     Bin  AB  :  «in  AC  ;;  «in  ACI  :  sii»  ABI, 
ou  bien  gin    c     :  sin    *     tj  u5h    C     :  iitt     B. 

On  â  ]>at«li)!ett«Dt 

sin  a  :  8În  &  ::  sin  A  :  sin  B,  sin  a  :  gin  c  ::  sin  A  :  siu  C9 

,  n  sin  A        sin  B        sin  C 

donc  enfin  ■**.'  **■  *  ts  >«>'i.iri.  ftt  *\  ■*■»*  ■  t 

sin  a        sm  o  sin  c      . 

c^t-à-dir6qcM,  dans  Hmt  trian^  ipkêrUiMe,  îe$  sinus  des  Mighs  ê9Hi.9ntre 
eux  comme  les  sinus  des  côtés  opposés» 
[Cette  relation  se  déduit  aisément  de  la  formule 

cos  a  s:  cos  &.COS  c  -4-  sin  h  sin  c.cos  A; 

^«  «««♦    «^11^    'A                        A         cos  d  —  cos  6. cos  c 
en  effet,  celie-ci  donne         cos  A  =  . — = — : : 


ji»_A        «A         4.  /         (cos  a—  cos  i.cos  c)« 
d\)à      SIA  A  ==   \/  I  —  '^ ■■    ;  ■  ', — .   ■■•■      .^  , 


"N/ 


sin*  &.sin*  c 
Àn^ï  sin*  c— cos*  A-f-a  ôosacoâ  h  cos  e — eos*  &.c^â^ 


«n»  i.«in^r  ' 


ou,  à  cause  de      sin*  6  =a  1  —  cos*  &.,  sin*  «  =  1  — cos*  c, 

sin  A  =  -: — = — : \/ \  —  cos*  h  —  cos*  c  —  cos"  a-f-a  cos  ^i.cos  5.co9  c. 

sin  o.sin  c^. 

et  par  conséquent , 


sin  A 


I  I----  "  -i-ji       -'  *-"--  "  — —  —  -"  ^-^-—  .- -.i^^ 

; — r — : —  y  I  — cos*  a — cos*  h  —  cos»  c  -(- acos  a ,  cos i , cos  e  ; 


sin  a       sin  a. sin  &. sine 
expression  symétrique  en  À,  b,  c; 

sin  A        sin  B         sin  G 


donc 

Sin 


>jnA  ^^  sinB    ^^  sin  C  "j 
un  a    ^^  sin  h    ""  sin  c  J 


Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  résoudre  le  problème  généra)  re« 
latif  aux  triangles  sphériques  quelconques.  Ce  problème  comprend  six  eus 


diffêrens ,  mais  sufloefktilde»  d'4te9  Ué»  4mx  à  dwx  à  r«kto  <ki  irîvi«fe  tvp- 
plémentaire.  * 

IStô-  Premier  et  second  cas.  —  Connaissant  les  trois  côtés,  détemUnet 
^katÉH  des  trôùt  AngUs;  «t  réeipfd^enMAiy  comnaissmmi  les  treU^^f^ks,  éâ- 
terminer  chacun  des  trois  câtés. 

On  a  d^abord  les  trois  relations 

cos  a  -  006  ft  cos  c         ^      cos  i -cos  4  cos  c        -,      cosc-cosaeosi 
•  sinftsinc     '  sinaside'      '  slttfMli» 

au  moyen  desquelles  on  peut  déterminer  A ,  B ,  C. 

Mais  il  &ut  Ucber  d^ohtéuif  d>utres  fbt-mtileg  plus  appropriées  au  calcul 
logarithmique. 

Or,  si  Ton  se  rappelle  la  formule  (n^'  78)  , 


''a  V   1  -+.  cosA 


et  qu'on  y  mette  pour  cos  ^  la  Yaleui  préoédenta  ,  il  ^iant 


I .      A  /sin  5. si» «f— cos a-hcos fc .cos  c      ^  /cos  (& 
^a        V  sin*.sin*-KoS»-M50s&.c«tc       Y   cosa- 


r)«-<-cosa 


sin^H^oS»— cos&.cotc       V  cosa— cos(&-4-c}* 


or,  on  a(B<'74]  cos^»— c)— cosaaïisîni  (tf+*— «).siiij  (a+c— *)» 

et  cos  a — cos  (5+c)=a  sin  -  (a-f  ft  4  c) .  sin  -  (i-f-c^^); 


■•►Arsm/        '■   '   '■'   


ft  —  c).sin  i  (a  -f-  <?  —  ft  ) 
a 
donc         tang  -  a  — .  »  ^        ■     " 


ft-4-c).sin-  (a  +  c  —  a) 


ou  posant,  comme  pourjtetf  triangles  rectilignes. 


1  .  /sin(;»~^t).sin(;>>^  e\ 

tang  -  A  =r  y        3in^.8in  (^  _  «)— » 

expression  tout-à>lsit  appropfiéd  au  oalcal  logarithmique. 

O»  obtiendrait  des  résultats  analogues  pour  tang-  B  et  tang-  C. 

Passons  au  cas  réciproque.  —  Soit    A'B'C  le  triangle  sphérique  s;iipflé- 
mentaire  de  ABC.  f 


iS6  ,  /rtiùùnùUtTRn  sPAéittQoe. 

En  lui  'à|ii|)»irqi]atit  la  première  fdrmale'troiiYée  fn^  T!i{)  , 

on  a  cofia'  =  cos6'co8c'  -I-  sini'.sinc'.cosA'; 

d*eû^  à  c«ii8&  de    cos»'  =:  •—  cos  A,    «ios  ft'  =  — xos  B ,    ^oob  c'  =  —  eos  C> 

sin  ft'  =  sin  B,     sin  c'  =  sin  C,     cos  A^  =r  —  cos  a , 
cosA  s=  —  cobB.cosG  4-  sinB.sinC.cosa. 

On  obtiendrait  pareillement 

cosB  =  —  cosA.cosC -f~  8i>^A«8inG.co8&,. 
co8G=  —  cosA.cosB  +  sinA.sin  B.cosc; 

et  ces  trois  relations  donnent 

cosA-l-cQsB.cosC       ,     cosB-f-cosA.cosC  cosC+cos  A.cosB 

cos  a =■        .    p    .    /^       *cos  9  =i ; — j — ^—^ «cos  <:«■—: — r — r-rr 

smB.sinC  sinAsinC      '  sinA.sinB 

Afin  d^avoir  on  résnltat  propre  au  calcul  logarithmique ,  substituons  à  la 
place  de  cos  a  sa,  valeur  dans  la  relation 


tango  a  ==  \/  — ; 

**«  ▼,   I  -f-  cosa' 


il  ¥ient. 


I   ^  /sinB  sin C-^cos  A«-cos  B  cos  C ^  / — [cos  A-f-cos  (  B-^C)J 

ang-a  —  y^  gin  B.sin  C-f-eos  A-f-cos  B  cos  C  ""  V     cos  ^B— Q+cos  A     ' 

ou  bien 

,cosA-fco8(B4.C)=;acos -(fi +  Ch» A). cos-  (  B-f.C  — A), 
à  cause  de  J 

^cos(B— C)-fcosA=::acosi(A4"B  — C).cos-  (A-f  C— B), 


V 


«   I  ■        I        il     f 


^co!rl(  A  4- B  +  C).co8l(B  +  c  —  A) 

UngiA=Y/     ^ j ; 

^  coe-(A  +  B  —  C  ).cosi(A  +  G  —  B  ) 

/ 
ou  posant  y  pour  simplifier,      A  -f-  B  •+•  G  :^  aP, 


I     _  */  — cos  P. cos  ^P  —  A) 
tang-  «  —  y  co8(P  — B).cos(P— X)' 

iV.  B.—- Gomme,  dans  tout  triangle  sphérique,  on  doit  avoir  A-f-B-f-G^  1 8o    » 
d'où  i  (A -f.  B  -H  G)  >  go®,  il  s'ensuit  que  —  cos  ~  (A+B-f-C)  ou  -^cos  P 
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est  poàttf,  Ain»! ,  1«  siga*  —  qui  esl  tpu»  le  ndkal  nW  qu*^Hp«i«al  ;  et 

tang  —  A  sera  réelle  tant  que  Ton  aura  A  +B-f>G  >  \%o9. 

tfi6.  TaoïsiÂia  et  quatriâme  cas*  —  Étant  donnés  deux  câtés  et  VangU 
compris,  trouver  les  deux  autres  angles  et  le  troisième  côté;  réciproquement, 
^tant  donnés  deux  angles  et  le  côté  adjacent ,  trouver  les  deux  autres  côtés  et 
te  troisième  angle. 

Soient  donnés  d^abord  a ,  & ,  C  ;  on  demande  A,  B  ,  c. 

^    -      .        ,     /  eos  A  =r  —  eos  B.eos  G  4-  sin  B.sin  C  cos  a  \    _ 
Or  les  fwmules  \         „  .         ^.-Aior^  donnent 

(  eos  Bss  — C08  A.cosG  +  sinA.sinCcoso  | 

cos  A  4»  cos  B.cos  G  sin  B    cos  a        sin  &. cos  a 

cos  B  -H  cos  A. cos  G        sin  A  *  cos&         sin  a  .eos  h* 

(  a  cause  de  la  relation  —. — r  =^  "r —  I  » 

^  sin  A        Bina/ 

d'où,  retranchant  de  Tunité  les  deux  membres  y  et  les  ijootant  à  Tunité, 
puis  diTisant  le  i*'  résultat  par  le  a*, 

(  cosB  —  cos  A)  (i —  cos  G)  _  sin  a  cos  6  —  sin  &  cos  a  sin  (a  ^>  h) 

(cosB  -f-cosA)  (i-hcos  G)   ~"  sina  cos  fr  -f-  sin  fr  cos  a  ""  sin  (a  ^  *)' 

égalité  qui ,  diaprés  des  formules  connues  de  la  trigonométrie  rectiligne, 
peut  se  transformer  èi|  celle-ci  : 

gin  i  (A— B)  .sin  i  (A+B)  sin  i  («— *).cos  i  (a^b) 

:  tang*  -  G=  ■  , 

cos  i  (A— B).cos  1  (A-f-B)  *         sin  i  (a-#.*).cos  i  (a+i) 

sin  -  (a— fr).cos  -  (a— ft) 
ou(M)...tangi  (A— B).tang  1  (A-f.B).tang«  i  G=  — i  * 


sin  -  (*4-A) .  cos  -  (a-f-fr) 


jyhm  autre  cMé,  on  a  (n<»  76)  les  relations 


I      ..  .V.  1 


.      A       .    n        tang-(A  — B)  .    .        tang«(a*-6) 

sin  A— sin  B  ^  a  ^  '        sma  — 8in&_       "*  ^^  ' 

et 


sin  A  +  sinB        ^        >  /  a  _é_  «^        sin  a  +  sin  h        ^.^    i  /     .   .  / 
^  tang  -  (A  +  B)  tang  -  («  +  6) 

tangi(A  — B>        tangi(a— *) 


d^où  (N)... 


tang  i  (A  4-  B)        Ung  i  («  +  *) 


a. 


l68  TÊmmuamfSfim  hMeiqoi; 

que-  taDg  p.cos  p  •=:.%\vij>  ^  on  obtient 

sin»  —  {^a —  h) 

tang*  -  (A  —  B).tapg»  i  C  = 2 j 

cos»  —  (a—  fr) 

d'où  Ton  déduit  enfin 

8În  —  (a  —  h) 
/tang  ♦-  (A  pHf  B )  «p  430t  ** C»   mi'i    i       <>  i  «^ . .  (i)^ 

Diviftonft  eQuuite  membrs  à  membre  ^  mtoes  égalité  j  il  vj^Bi 

.pofr*  —  (a  —  ft) 

,  tang»  -  (A  +  B).tai«;»  1 C  =^  -, ^ j 

^  '         V  C08«  -  (a  -I-  *) 

et  par  suite, 

'  ,  cos  -  (a  —  h) 

tang  •«-  (A  —  B)  =  cot  —  C  .  ■  '. . .  (a) 

C08  -  (A  4"  ^) 


Au  moyen  des  égalités  (i)  et  (3) ,  on  trouYisr^  «U«C«i0iirfliwmt  Jm  ftXfmm 

de  1  (A  —  B),  -(A-f  B)}  d'où,  en  posant  1  (À  +  B)  =  m,  i  (A— B) 

on  tirera 

EL  ^^  m  -^  iij      Bz^im^-^n.  ^ 

Quant  au  3*  c6té  c ,  on  Fobtiendra  au  moyen  de  la  double  formula 

sin  #.  sin  G        sin  &.sin  G 


aine  es: 


sin  A  sin  B 


et  Ton  prendra  la  moyenne  arHSimëtiqutt  entre  les  deux  valeurs  troirré^s 
pour  c.   ^ 
I/espèce  id«  «6té  c  est  d'ailleurs  déterminée  par  ift  relation 

cos  c  =  cos  a  cos  h  -f*  sia  a«9in  &,  cos  G  ; 

m 
I 

c'est-à-dire  que  c  ser^  <^  ^it  !>^^  suiT«nt  que  cof  0  ^era  positif  ou  négatif; 
et  il  ne  peut  y  avçir  de  diMfiulté  dans  la  détfinmBation  de  ce  signe  ^ué 
lorsque,  d'après  les  donnée»  «i  &,  C,  les  deux  termes  cos  a. cos  6  et 
sin  «.sin  &.cosG  sont  de  signes  contraires.  Or  dans  ce  cas  seulement,  il 


le  logarithme  eat  le  plus  grand,  parée  que  c^est  oelid-là  qui  donn^  mn 
signe  à  jcos  c, 

(On  doit^    toutefc^Sy  un  ayant  égavd  à  lliomogénéité ,  calculer 

eo8<»,coe&.r  au  lien  de  coa  a.eos  b).  * 

Soient  MiaectfjMiMpMd^niiét  A,  Byc;  «i  demande  «,  i^  C 

En  exécutant  sw  le»  fwmaes      «>8  a=co8  A.cos  c+sîn  i.sin  c.co»  A. 

coi  ^«ai€oe4i.eM«-(«eiaa.8inc.co8  B, 

Idft  mêmea  opérations  que  daAa  le  cas  précédent,  on  obtieût  d^abord  Té- 
çalité  / 

,                              :                 ,          •i»l(A^B).cg.l(A-^3.^ 
^«»ff  j  (♦  •-  *)-tvig  j  (#  4»  A).oat«  -  tf  ç:*  M.....  i...  M  ....-M.  .    ■    ■ , 

'^  tiiii(A'4*3).a»»i(A-4-B) 

qui  eombinée  avec  cèlle^i  : 

tangi(<i-J)       tangi(A-B) 


il    ■ 


tang-(a-|-6)        tangj<A  +  B) 
donne  d'abord,  par  voie  de  multiplication 

.in.i(A-B) 
tang»  -  (a—  fr).oot*  -  c  =; 


^•^mm 


8În«l(A+B) 
I  .         ..  ,        "-^^CA-B) 


d'où  tang  j  (a*,*)  55  tang-  c.  * — j -^,..  (3Ji 

puis^  par  voie  de  diTision, 


sia  -(A  +  B) 
1 


,                      ,           Wj(A-B) 
tang»  -  («  4-  ft).cot»  -  c  = = . 

cos»  -  (A  -h  B) 

j                            ^        cos  I-  (A  —  B) 
d'où  tang  j  (4»  -f^)  =5  tang  -    c.  ^-^ ,,,  (4). 

CQ8l(A4-5) 
Aprè«  «voir  déterminé  i  (a  — &),  i(a-f  4),    et  par  suite  a,  6,    au 


iM^en  d6i  telaliolM  (3))et(4)'/fi«tf  éUtîMdMr  l%M||le«  )»iff  U  il0«Me  for- 

•>«'''^'     ^    .1  »  •  ;  .^..        «ini*  siti  A-        sino.sinB 

sinC  =  ,  ■    ^  ■  =  T — =— .-, 

en  prenant  ItLtmrenne paUam  les 4eii^  valenn IronvéM pour  C dont  VMfèc6 
«si  d'*aillmire  indiquée  par  le  signe  de  cos  G  dans 

.....  xoÉtCt-np  '^  .4S0S  Aicos  R  "4*  sin  A  sîn  B«cos  c. 

,N.  B.^JjQ^  quatre  relations  (i),  (a),  (3) ,  et  (4) ,  sont  connues  en  tri- 
gonométrie, sous  le  nom  d'Analogies  de  Néper. 

l27.  GiNQipiÈHE  ET  SIXIÈME  CAS.  Étant  donnés  deux  côtés  et  Vangîe  opposé  a 
l'un  de  ces  côtés,  trouver  les  deux  autres  angles  et  le  troisième  côté;  récipro- 
quement étant  donnés  deux  angles  et  le  côté  opposé  à  Vun  d^eux,  tromvr  les 
deux  autres  et  ie  troiMème  ang^e, 

D^abord,  soient  donnés  a,by  A  ;  on  demande  B,  G,  r.*-Pour  déterminer 

Tanirle  B ,  on  a  recours  à  la  formule sin  B  = r r . 

Connaissant  alors  a,  5,  A,  B,  on  obtient  les  valeurs  de  G  et  de  c  lu 
moyen  de  deux  des  analogies  de  Néper ,  savoir  : 

tang  -  (A  —  B*).sin  l(a^b) 

cot  -  C  =  < , 

8in  -  (a  —  b) 

^       .     tangl(a  — 6).siul-(A4-B) 

tang  -  c  =  ■>  '  -. 

'^  sin-(A  — B) 

Soient  ensuite  d^més         A,  B,  aj  on  demande  6,  G,  c.  *^On  a 

.    ,        sin  B.  sin  a 

sin  b  =  ; — - — :  ; 

sin  A 

puis  les  quailiités  C  >  e  s'obtiennent  comme  tout  à  llieure. 

Discussion. 

I2d.  Des  six  cas  que  présente  la  résolution  d'un  triangle  sphérique,  let 
quatre  premiers  ne  donnent  lieu  à  aucune  difficulté  réelle  ;  et  chacun  d^eux 
admet  une  solution  utàque.  Encore  faut-il ,  quant  aux  deux  premiers,  pour 
que  le  triangle  soit  possible ,  que  Ton  ait 

«  H-  *  -h  <î  <  36oo    dans  le  premier  cas , 
A  -H  B  -f-  G  >  iS..*    dans  le  second  j 


kiDU  qae  «da  létnlte  4».1ft  mHam  êm  triangte  t^iérkpMBy  «t  ^^on  peut 
le  reconnaître  diaprés  rinapeetion  dea  forniiilea  relatiTea  à  eea  deox  caa« 

Le  troisième  et  le  ^méttrième  eas  aont  tovjovn  auseeptiblea  de  solation  , 
comme  on  peuta^en  assunar,  soit  d'aprèa  les  données  même,  soit  diaprés 
les  formulea  employées  à  la  détermination  des  parties  inconnues» 

Mai»  les  deiut  dermen  cm9  méritent  une  attention  piuriienlière. 

On  sait  déjà  qu^un  triangk  reetiligne  dans  lequel  on  donna  deux  «ôtëa 
et  Tangle  opposé ,  n^est  pas  toujours  possible  y  ou  bien ,  qu'ail  existe  un 
on  deux  triangles  qui  satisfont  à  Ténoneé.  Des  circonstances  analogues , 
et  en  plus  grand  nombre ,  ont  lieu  pour  les  triangles  sphériquea;  mais, 
sans  entrer  dans  tous  les  détails  de  l^analyse  de  ces  diverses  circonstances  , 
il  nous  suffira  de  dire,  quant  au  cas  où  a,  &>  A,  sont  donnés,  que  Fangle 
B  étant  déterminé  par  son  sinus,  on  pout  obtenir  pour  l.sin  B,  trois  ré> 
saltats  différons  : 

1.8inB>io,    l.sin  B  ss  lo,    l.siMB<io. 

i<*t. .  Le  résultat  l.sin  B  ^  lo  est  un  signe  certain  que  le  triangle  est 
impossible  ay^  les  données  telles  qu^ellas  aont  établies. 

20...  l.sin  B  =  10  indique  que  B  est  un  angle  droit;  on  obtient  alors 
m  seul  triangle  sphérique  qui  est  rectangle,  et  dont  les  autres  parties  in- 
connues C,  tf,  se  déterminent,  soit  au  moyen  des  principes  relatifs  aux 
triangles  rectangles ,  soit  à  Faide  des  formules  établies  pour  le  cas  que  noua 
examinons. 

3°...  J.sinB^îO  indique  que  la  question  est  susceptible  de  «ieiix  so- 
lutions, ou  bien,  d'une  seule,  savoir: 

Hedeux  solutions  toutes  les  fois  que  les  données  a,  &,  A,  et  chacun  dea 
deux  angles  correspondans  à  l.pin  B,  satisfont  au  a*  principe  énoncé  n^  1 1>S, 
que,  dans  tout  triangle  sphérique,  au  plus  grand  coté  est  opposé  le  plus  grand 
angle,  et  réciproquement; 

ïyune  seule  solution  dans  le  cas  contraire  ;  et  Ton  ne  doit  prendre  que 
celui  des  deux  angles  correspondant  à  l.sin  B,  qui,  comparé  auxdonncea 
Ofbf  A.y  satisfait  au  principe  que  nous  venons  de  citer. 

Dans  rhypothèse  de  deux  solutions  ,  si  Ton  désigne  par  B  et  par 
B'siSo^— B,  les  deux  angles  trouvéa,  11  faut  substituer  dans  les  formules 

1  I 

qui  donnent  oot  —  C,  tang  —  c,  d^abord  Tangle  B,  ce  qui  donne  deux  va- 
leurs C,  c,  puis  Fangle  B',  ce  qui  en  donna  deux  autres  C,  c'  ;  et  Ton  ob- 
tient ainsi  les  deux  triangle^  sphériques 

ABC,     aW. 

Des  circonstances  absolument  analogues  se  reproduisent  pour  le  sixième 
cas;  et  il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

L'exemple  suivant  suilira  pour  mettre  au  fait  de  la  manière  d'appliquer 
les  formules  relatives  à  la  résolution  des  triangles  sphériques  quelconques. 

II 


|6^  t&ltiôNOliUltRIE  SPfliftlQdË. 

Ceat  un  exemple  du  5^  cas ,  mais  dans  lequel  nous  ferons  usa|^  de  toute» 
les  formules  précédemment  établies. 
On  donne  dans  un  triangle  sphéri^e  ABC  f 

a  =  870  35'  ao",    b  =  1230  47'  10",    A  =  1 1 40  19'  40^^ } 


ï/  s'agit  de  déterminer 


\o.  —  Calcul  de  B.... 


B ,  C }  et  c. 


sinB  == 


sin  i.sin  A 
sîn  a 


l.sin  b  =  l.sin  56o  la'So"  ==  9,919^634, 

l.sin  A  =  l.sin  66040' ao"  =  9»9596i55, 

comp. l.sin  a  s  o,ooo3847t 

l.sin  B  =  9,8796636; 

d'où  B  =  490  17'  i5'    ou    i3oo4a'45''î 

mais  Tangle  aigu  doit  être  rejeté  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n^  128^ 

1 

tang  -  (B  --  A). sin  -  (ft  -f-  a) 
ao.  — Calcul  de  C. . .  cot  —  C  = — .^ 

sîn  -^  (b  —  a) 
2 


Opérations  préliminaires. 

BH-  A 


B  =  i3oo42'45''     B  -h  A  =  0450  a'aS" 
A  =  1140  19' 40*'     B  —  A  =    16023'   5* 


b  =  1*3°  47'  10" 
a  =    87o35'2o" 


*  -h  a  =  aiiOaa'So" 
ft  —  a  =    Seoii'So" 


a. 

B 

— 

A 

a 

9 

-H 

a 

a 

b 

— 

a' 

iaao3i'ia*,5, 
80ii'3«",5, 

105041' î5", 
180  5' 55", 


litang =  9,i58a6o3, 


l.sin -(ft  +  tf)  =  9,9835i39, 
comp. l.sin  -  (*  —  a)  =  0,5077339, 


d'où 


l.cot-C  =  9,6494981, 

ic=  65057' i8%4, 

C  =  i3io54'37". 
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^  toiigi(J— a}.8iiii(B+A) 

'â9.  -^  Calcul  de  c. . .    taQg  ~  e  =  ,.  . 

^  8in  1  (B  —  A) 

l.tang  i  (i  —  a)  =    9,5i43i33,    - 
l.sin  i  (B  +  A)  =    9,9ï593i8,  ' 

comp.l.sin  ~(B  —  A)  =    Oy846i944> 
l.tang  ic  s=    10,3864395, 
~€=    6îi»39'a6''; 

Vérification. 
i<>.  —  Calcul  de  a    par  les  trois  angles  A ,  B ,  C       ^ 


ta      1     —  4/    —  co8P.co8(P  — A) 
"^  a  **  ■"  V  CO6  (P  —  B).co8  (P  —  C)' 


Opérations  préliminaires. 


• 


A  =  ii4oi9'4o''  P  —  1800  =  S^aySi"  P  =  i88«!i8'3i* 

B  =  13004^45''  A  =  u4oi9'4o' 

F  -  "88°»8  3.  B  ^  ,30049' 45»  C  =  i3io54'37* 

P  -.  B  =    57045'46»  ft-  C  =    56o33'54',- 

1.  —  co8P=s  9,995a3ia, 

I.C08  (P  —  A)  =  9,43()4aoo, 

conip.l.oos(P  ^  B)  =s  0,9739359» 

comp.l.cos  (P  —  C)  =  o,a588558, 

ne  T 
l.ta  *--«    9,9«'7»64, 

!«  =  4304/40", 

II.. 


\ 


/ 


1^4  tRfôOWO'MÎfiTRIf:   SPftÉMQijk. 

a^.  — Calcul  de  A  par  les  trois  côtés  a,i,  e. 

une  1  A  =:  ^/»i''(/'-»)'«i°  (/>-«) 
a  ▼  sinp.sin  {p  >—a) 

&  =2  173047' lo*  a=    8:«35'2o*  fc  =  133047' 10', 

c  =3  n5o  18*51*  — —  ^ 

^  — a=    8o045'2r     ;»— ^=    44o33'3i% 

rtp  =  336041' ai*  /»  =  i68o2o'4i' 

P  =  i68oao'4i*  c  =  ia50i8'5a* 

180*—;»=    ii039'i9'  /»  —  cf    «    430   i'49" 

ï.siii  {p  ^  b)  =:  9,8^61134 

l.sin  (p  —  c)  =  9,834oa9i 

comp. l.sin  p  ss  O16945994 

comp. l.sin  {p  ^  a)  =  0,6056773 

30,3804195 
j  tang  -  A  =  10,1902097 

1 


-A=    570  9'5o* 


a 


A  =  1140 19' 40". 


IS9.  Nous  terminerons  par  une  application  assez  importante,  ayant  pour 
objet  (te  réduire  un  angle  à  l'horizon, 
Fig.  C4.  D'un  point  O  (fy.  64 }  situé  dans  Tespace ,  on  a  dirigé  des  ^yons  visuélt 
vers  deux  objets  Q ,  R^  et  Ton  a  mesuré  Tangle  QOB  que  forment  entr» eux 
ces  rayons  visuels.  On  a  mesuré  également  les  angles  QOP ,  BOP ,  que  for^ 
ment  ees  mêmes  rayons  visuels  avec  lâ  verticale  OP  abaissée  du  point  O  sw 
lliorizon.  Cela  posé,  si  Ton  abaisse  des  points  Q,  R,  les  verticales  ijQ[j 
RR',  et  quW  tire  les  droites  PQ',  PR',  qui,  en  terme  de  Géométrie  des- 
criptive, sont  appelées  les  projections  horizontales  des  rayons  visuels  OQ» 
OR ,  on  demande  la  grandeur  de  Vangle  Q'PR',  qui  n'est  autre  chose  que  la 
projection  horizontale  de. QOR. 

(  Vcorez  pour  la  solution  géométrique  de  cette  question,  les  traités  connus 
de  Géométrie  descriptive,  ) 

Solution  trigonométrique.  Regardons  le  point  O  comme  le  centre  d'une 
sphère  dont  les  intersections  avec  les  plans  QOR,  QOP,  ROP,  soient  les 
arcs  AB,  AC,  BC*  On  forme  ainsi  un  triangle  sphérique  ABC ,  dans  lequel  on 
connaît  le^  trois  côtés  puisqu'ils  mesurent  respectivement  les  trois  angles 
qu'on  suppose  donnés;  et  il  s'agit  de  déterminer  l'angle  C  de  ce  triangle, 
car  cet  angle  n'est  autre  chose  que  celui  (|es  deux  plans  QOP ,  ROP ,  leqn^ 
s«^  joesure  par  l'angle  cherché  Q'PR', 


TAicoNoxÉTaïc  smuSrique*  |65. 

Or,  Tane  dM  formules  du  ii<*  15|3  donne 

/*  »    '   co«  c  —  cosa  coflft. 

'  coft  G  =  cos  P  ^  .  , 

•in  m  nn  b 

ç  désignant  Tangle  des  deux  rayons  visuels ,  et  a ,  6 ,  les  angles  que  forment 
ces  rayons  visuels  avec  la  verticale. 
La  combinaison  de  cette  formule  avec  les  relations  connues 


i^     a/i—cosC  1         ^/i-f-cosC    ^        I-,     4/7 


.m    "- -         -.      -,  i-cosC 


+ÇO8C' 


f 

conduit  aux  suivantes  : 

«în  '  r  «.  1  Ain(/i-^a).sin(;y^*l 

2  ▼  sm  a.sin  0 

eo.  '.  c  =  \/!L°^:"°?-I?, 

3  ▼  sm  a.sm  o. 

2  ▼  8in/7.sin  (/»— >c)       ' 

qui  sont  é^^alement  propres  à  (aire  connaître  Tangle  C  par  le  moyen  des 
logarithmes. 

130.  ScoLiB  ci^RAL.  -*-  Dans  les  Citions  préoédeiites ,  nous  avions  fait 
dériver  toptes  les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique,  môme  celles 
qui  se  rapportent  aux  triangles  rectangles^  de  la  proposition  démontrée 
n<>  m,  lacQielle  est  à  cette  branche  des  mathématiques ,  ce  qu^est  la  pro- 
position^ duji^  9S  y  à  la  trigonométrie  rectiligne.  Mais  la  marche  que  nous 
avons  suivie  dans  cette  nouvelle  édition ,  nous  a  semblé  préférable  en  ce 
qu^elle  nous  a  permis  de  renfermer  dans  un  cadre  presque  aussi  resserré  , 
tout  ce  qu'il  y  a  de  vraiment  essentiel  à  connaître  sur  la  résolution  des 
triangles  sphériques. 

Nous  renvoyons  d'ailleurs ,  pour  de  plus  amples  détails ,  à  la  Trigono- 
métrie de  CagnoU,  ouvrage  à  peu  près  complet^ sur  les  deux  trigonométrie^ 
rectiligne  et  sphérique. 


3SS 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


A  DEUX  DIMENSIONS 


SECONDE  SECTION. 

CHAPITRE  m. 

Des  Points  y  de  la  Ligne  droite  ,  et  du  Cercle. 

181.  Après  ayoir  développé  les  moyeas  de  faire  entrer  dans 
les  calculs,  soit  algébriques,  soit  nutiiériques ,  les  angles  aussi 
bien  que  les  lignes ,  nous  pourrions  continuer  l'application  des 
méthodes  établies  dans  le  premier  chs^pitre ,  à  de  nouvelles 
questions  de  Géométrie;  mais,  outre  que  ces  métbodes  ne 
sont  pas  assez  générales ,  elles  n'offiriraient  plus  aucun. intérêt, 
*  p^rce  que  nous  en  avons  fait  connaître  les  principales  diffical- 
.  tés.  Nous  allons  donc  passer  immédiatement  à  Fexposition  de 
la  méthode  générale  appelée  Analyse  d^e  Descartes  ,  du  nom  de 
Tillustre  philosophe  qui  en  a  donné  la  premiçrç^idié^;  dei  cette 
méthode  qui  .consiste  à  exprimer  j  par  des  équations  j  la  po- 
sition respective  des  poirUs  et  des  lignes  droites  ou  courbes 
faisant  partie  de  la  figure  d'une  question  proposée  ,  puis  à 
^combiner  ces  équations  de  manière  à  atteindre  le  but  indiqué 
par  l'énoncé  de  la  question, 

A  proprement  parler ,  c'est  le  développement  des  .principes 
de  cette  méthode  qui  constitue  la  Géométrie  analytique  telle 
qu'on  l'envisage  maintenant.  Elle  se  divise  en  deut  parties 
distinctes^  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions ^ti  Géo- 
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uiétrie  analytique  à  trois  dimension^  j  suivant  que  les  objets 
que  Ton  considère  sont  situes  sur  un  ujyèoie  plan  ou  d'une  ma* 
nière  quelconque  dans  l'espace. 

Dans  ce  chapitre ,  il  ne  sera  question  que  de  points ,  de 
lignes  droites,  ou  de  cercles»  situes  sur  un  même  plan. 

§   P',    PRINCIPES   GÉNÉRAUX. 

» 

Manière  deifixer  la  positUm  dunfoint  sur  un  plan. 

I3S.  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  nature  des  problèmes 
de  Géométrie  9  on  voit  que  la  plupart  reviennent,  en  dernière 
analyse ,  à  trouver  la  distance  d'un  ou  de  plusieurs  points 
inconnus,  à  d'autres  points  on  à  des  droites  fixes  et  déjà  déter- 
minées de  position.  Si  donc  on  avait  un  moyen  de  fixer  ana^ 
Ijtiquement  la  position  d'un  point  par  rapport  à  des  points  ou 
à  des  ligne»connues  de  position ,  on  serait  en  état  de  résoudre 
toute  espèce  de  questions  géométriques. 

153,  Soient  deux  droites  rectangulaires  AX ,  AT  {Jig*  65),  Fig.  65. 
fixes  et  données  de  position  sur  un  plan  ,  M  un  point  quel- 
conque dont  il  s'agit  de  déterminer  la  position  sur  ce  plan. 

Si  de  ce  point  ^  op  abaisse  les  perpendiculaires  MP,  MQ,  il 
est  visible  que  le  point  M  sera  Jîxé  dès  que  l'on  connaîtra 
les  longueurs  des  deux  côtés  contigus  AP,  AQ,  du  rectangle 
APMQ.  Car,  ces  côtés  sont  les  distances  du  point  M  aux  deux 
lignes  fixes  AX  etAY;  donc,  si  l'on  mène  respectivement  à 
ces  distances ,  deux  parallèles  PM  et  QM  aux  ligues  AX  et 
AY,  le  point  d'intersection  de  ces  deux  parallèles  sera  le  point 
demandé. 

On  est  convenu  de  donner  le  nom  à^axes  aux  deux  lignes 
fixes  AX  et  AY. 

La  distance  AP  ou  QM  du  point  M  à  l'axe  AY,  s'appelle 
Xabscisse  de  ce  ppint ,  et  se  désigne  algébriquement  par  x. 
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La  distante  AQ  ou  PM  4»  meoie  point  M  à  Taxç.  AïK,  ^l;  4it^ 
Y  ordonnée  de  cepcûn^t  9  ^^  sSezprîme  piM:  ^^i  t       r. 

Ces  deux  distances  portent  Gonjointemeat  le  n«in  d^  coor* 
données  du  point* 

Les  deux  axes  se  aistinguent  Tun  de  l'antre  par  UsdënoB^i- 
nations  y  i^axe  des  abscisses  ou  deao?,  cannée  à  la  ligne  AX 
sur  laquelle  se  comptent  les  abscisses ,  et  d'aa:a  d^  ordonnées, 
ou  des  jr»  donnée  à  la  ligne  AT  sur  laquelle  se  comptent  l^ 
ordonnées. 

Enfin»  le  point  A  est  ce  quTon  appelle  Voifgine  des  Qoonshnv 
nées,  parce  que  c'est  à  partir  de  ce  point  que  se  comptent  ces 
distances. 

|S4,  J^lquatiùns  d'un  point, ^-L^  caractère  de  tout,  point  oon: 
sidéré  sur  l'axe  desjf,  est  a;  =  o,  puisque  cette  équation  cxt 
piiiue  que  la  distance  du  point  à  cet  axe  est  nulîe. 

De  même ,  le  caractère  de  tout  point  placé  smr  T^xe.  d^es.  ^ 
estj"==o. 

Donc  le  syatème  des  deux  équations  j;=o,  j'=  a,  carac- 
térise l'origine  A  des  coordonnées ,  car  elles  n'ont  lieu  ea 
m^nfie  temps  que  pour  ce  point. 

En  général ,  les  deux  équations  x  =  a ,  j-=  6 ,  considérées 
simultanément,  caractérisent  un  point  situé  à  une  distance  a 
de  l'axe  des  jr  et  à  une  distance  b  de  l'axe  des  x.  En  e£Pet ,  la 
première  appartient  à  tous  les  points  d'une  parallèle  à  AT, 
menée  à  une  distance  AP=:a  ;  la  seconde,  à  tous  les  points 
d'une  parallèle  à  AX,  menée  à  une  distance  AQ=  b.  Donc  le 
système  des  deux  équations  appartient  au  point  d'iutersec* 
tion  M,  et  n'appartient  qu'à  lui.  Elles  en  sont,  pour  ainsi  dire, 
la  représentation  analytique. 

On  les  nomme ,  pour  ciette  raison  ,  les  équations  du  point, 

155.  Remarque,  —  On  doit  toutefois  considérer ,  dans  les 
expressions  a  et  b^  non-seulement  les  valeurs  absolues'ou  nu- 
mériques des  distances  du  point  aux  deux  axes ,  mais  encore 
ks  signes  dont  elles  peuvent  être  affectées ,  eu  égard  à  la  posi- 
tion du  point  dans  le  plan  des  axes  AX  et  AT.  Car^  d'après,  le. 
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principe  ëmbli  (n^  W}\,  si  1^  contient  ie  regaydev>  comme 
positii^es  les  distances  telles  que  AB,  cmnpti^es  sur  AX  à  ki 
dmte  duffMftt  A  {.fiig^  6S) ,  an  dèît- regarder  comme  néga-^  Fig.  65. 
tipes  les  distances  telles  que  AP',  comptées  à  la  gauche  de  ce 
même  poitit.  De  m^n^e^si  l^on  Regarde  comme  pdM'ft^#^#$  les 
distances  AQ  comptées  au-dessus  du  point  A  sur  A  Y,  on  doit 
regarder  comme  négatit^es  les  distances  comptées  au-dessous 
de  ce  même  point. 

A  la  vérité ,  le  principe  que  nous  venons  de  rappeler  a  été 
établi  pour  les  distances  de  points  situés  de  côté  et  d'autre  sur 
une  même  droite,  par  rapporta  un  point  fixe;  mais  tl  a  lieu 
également  pour  des  distances  de  points  à  des  droites  fixes.  Il 
suffirait  9  pour  s'en  coavaincre  y  de  prendre  une  nouvelle  ori- 
gine et  de  nouveaux  axes  parallèles  aux  premiers ,  et  par  rap- 
port auxquels  tous,  les  points  considérés  fussent  situés  du 
inême  coté, 

Nous  avons  eu  d'ailleurs  occasion  d'envisager  le  principe 
sous  ce  point  de  vue ,  dans  la  détermination  des  valeurs  cor-^ 
rélatwes  des  lignes  trigonomé triques. 

D'après  cela ,  si  nous  mettons  en  évidence  les  signes  dont  a 
et  h  peuvent  être  affectés ,  nous  aurons  les  quatre  systèmes, 
d'équations 

a;  =  -f.^»      X  -=:  ^  a^     a:=:  +  a,      j:  =  —  ^, 
/•=+^>    J*  =  +^,    J'  =  — ^*    J^  —  b^ 

pour  caractériser  les  quatre  positions  essentiellement  diffère n* 
tes  du  point ,  savoir.  M,  M',  M*,  M**. 

On  trouvera ,  en  vertu  de  cette  remarque , 

I**.  Que  le  point  dont  les  équations  sont  x=4~  I9  J'=~~*3 , 
est  situé  dans  Tangle  T'AX  (^g*  66)  à  une  distance  AP=  i  Fi^,.  gg. 
de  Taxe  desj*^  et  à  une  distance  PM  r=  3  de  Taxe^  des  x. 

ix\  Que  le  point  exprimé  par  a;=o,j^s=  —  a,  est  (n^  134) 
situé  sur  Taxe  AY  à  une  distance  AM'  =  21  {fig.  67).  Fig.  (^. 

3^  Que  le  point  a:  =  —1,  ^  =  0,  est  situé  sur  Taxe  AX 
Xçrs  la  gauche  de  A  ,  à  une  distance  AM  =  i. . 
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130.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  les  axes  fn&^ 
sent  perpendiculaires  entre  eux  j,  parce  que  c'est  la  position 
la  plus  ttiaple»  et  que  cela  est  d'usage*  Cependant  il  y  a  des 
questions  dont  la  résolution  exige  que  l'on  considère  des  axes 
faisant  entre  eux  un  angle  quelconque* 

Dans  ce  cas»,  les  coordonnées  ne  spnt  plus  ^^s  perpendicu- 
laires abaissées  sur  les  axes,  mais  bien  des  paridlèles  à  ces 
axes  ;  c'est-à-dire  que  les  distances  AP  ou  QH»  AQ  ou  PM,  se 
Fig.  68.  comptent  parallèlement  aux  axes  AY,  AX  {Jig.  68^. 

Du  reste,  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  l'Lypothèse  où  les  axes 
sont  rectangulaires ,  s'applique  également  au  cas  où  ils  sont 
obliques. 

1S7.  Pour  compléter  la  théorie  tlu  point,  proposons-nous 
de  rechercher  (dans  les  cas  d'axes  rectangulaires)  l* expression 
analytique  de  la  distance  entre  deux  points  donnés  sur  un 
plan.  Cette  question  est  d'un  usage  continuel  dans  la  Géomé- 
trie analytique^ 

,  Soient  xf^j-\  les  coordonnées  d'un  premier  point  M,  et  x", 
r*'j  les  coordonnées  d'un  second  point  l^^  en  sorte  que  l'on  ait 


pour  les  équations  respectives  de  ces  points  qu'on  suppose 
connus  de  position. 
p.     fio       ^^  s'agit  d'exprimer  la  distance  MM'  {fig*  69) ,  que  nous 
appelierons  D ,  en  fonction  des  coordonnées  x'^y^  ^"tjr^* 

Pour  cela  ,  menons  les  ordonnées  MP,  WY j  de  ces  deux 
points,  et  tirons  M'R  parallèle  à  AX. 


Le  triangle  rectangle  MRM'     donne    MM'  =  MR  +  M'R  ; 
mais    MR  =  MP  — RP=y— y,  M'R  =  PP  =0:'— x";^ 

donc    mm'     ou    D»  =  (y— jr')'4-(x'  — .lîOS 
et  par  conséqu^ent ,     D  =  l/(  j^'  — y  Y  +  {x  —  x'^y. 

Cette  formule  (;$t  générale ,  et  convient  même  au  cas  où  l^ 
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deux  points  sont  deats  une  position  contraire  y  par  rapport  à 
l'un  des  axes.  Il  suffit  d'y  tenir  compta ,  dans  les  applications , 
dés  changemens  de  signe  qui  correspondent  aux  changeinens 
de.  position. 

Ainsi,  par  exemple  j  pour  obtenir  la  distance  de  deux  points 
dont  Tan^  M,  est  placé  dans  l'angle  YAX,  et  dont  l'autre,  M^ 
est  placé  dans;  l'angle  YkX^  (Jig.  70),  il  faut  changer  le  signe  Fig.  70. 
de  Xy  ce  qui  donne 

D  5=  ï/(y_y)«  +  (x'  +  xy; 

et ,  en  effet ,  la  nouvelle  figure  donne  MM'  =  MR  +  M'R  ; 
mais  MR  =  jr'  —J-" ,     M'R  =  AP  +  AP'  ^x'  +  x'  ; 


donc  D  =  v/  (y— y  y  +  (^'+ x")^- 

/  • 

Si  l'un  des  points  donnés ,  TA'  par  exemple ,  est  l'origine  des 
coordonnées,  comme  on  a  alors  x^ssiOj  eiy=zOy  la  formule 
devient  y 

En  effet ,  le  triangle  AMP  (^g.  70)  donne  sur-le-champ,  Fig.  70. 

^= mpV  Ip! 

158.  Lorsque  les  axes  sont  obliques,  la  formule  est  diffé- 
rente. En  effet,  le  triangle  MM'R  (Jtg*  71),  est  obliquangle  ^îs*  7<* 
et  donne,  en  vertu  de. la  funhule  Irigonomé trique  n**  92, 


MM'  =  MR  +  M'R  —  2MR  X  M'R.cos MRM'  ; 
on  a  toujours        MR  ■=y  — j*",     M'R  =  x'  —  x'  ; 
d'ailleurs ,     cos  MRM' s=  —  cos  MRK  =  *—  cos  /S  (fi  désignant 
l'angle  MRK  qui  n'est  .futre  chose  que  celui  des  deux  axes)  ; 
donc    D*=     (j'''-yy+{x'^x''y+^iy—yXx'—x").cos?y, 

d'où   D  =  \/(^y^yyj^ (.Y'^x''y+2{y^y){x'^ x"} . coL^T 
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Ce  résultat ,  bèattcûup  plus  complique  que  le  pre'cédetft,  fait 
sentir  l'avantage  de  supposer  les  axes  rectangulaires  lorsqu'on 
doit  faire  entrer  dans  les  calculs  la  distance  entre  deux  points 
donnés ,  et  que  le  choix  des  axes  est  arbitraire. 

Manière  de  fixer  analjrtiquement  la  position  (fune 

droite. 

139.  Soit  une  droite  LBL'  indéfinie  et  située  a  volonté  dans 
un  plan.  Prenons  dans  ce  plan  deux  axes  rectangulaires  ou 
Fi£^.    7a  obliques  AX ,  AT  (y?gf.  73  et  ^3  ) ,  par  rapport  auxquels  la 
^^73*   dfQÎte  soit  placée  d'une  manière  quelconque. 

Menons  d'ailleurs  de  différens  points  M>  M',  M" . . . ,  pris  sur 

celte  droite ,  les  ordonnées  MP,  M'P',  M'T'' . ,  • ,  et  par  le  point 

B  où  la  droite  rencontre  l'axe  desj^,  tirons  BH  parallèle  à  AX. 

Gela  posé,  les  triangles  semblables  BQM ,  BQ'M'  ^  BQ'M''  •  • . 

donnent  la  suite  de  rapports  égaux 


ou  bien, 


MP 


mq_m;q;_  m"q^ 

BQ  ~  BQ'  "~   BQ" 
AB        M'F  —  AB 


AP 


AP' 


WV  —  AB 
AP"    - 


ce  qui  prouve  que  la  différence  entre  Vordonnée  d'un  point 
quelconque  de  la  droite  et  celle  qui  passe  par  l'origine,  est  à 
l'abscisse  du  même  point ,  dans  Un  rapport  constant. 

Désignons  donc  par  a;  et  ^  les  coordonnées  d'un  point  pris, 
au  hasard  sur  la  droite,  par  b  la  distance  AB  (que  l'on  appelle 
Vordonnée  à  l'origine)^  et  par  a  le  rapport  constant  dont  nou^ 
venons  de  parler.  Nous  aurons  la  relation 


J* 


X 


■sss.  a;  '  d'où    J^î=rû|^-+-i^,.,.  (l) 


laquelle  sera  satisfaite  pour  tous  les  points  de  la  droite  L^BL,. 
à  l'exclusion  de  toiit  autre  point  Car  soit  N(y%.   •j2)unpoinè> 
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'^ùé  au-dessus  ou  au-dessous  de  cette  droite.  Comme  Tordou-' 
née  M  P  de  ce  point  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  l'ordon- 
née MP  correspondante  à  la  même  abscisse ,  et  que ,  par  hypo- 
ihèse,  on  a  pour  le  point  M,  •  •  •  MP  s=  a.  AP  -f-  &,  il  s'ensuit 
que  MP  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  a.  AP-f-6  ;  ainsi  Ton  a» 

pour  les  coordonnées  de  ce  point,  J' ^aX'^-  b.  ^ 

On  voit  donc  que  la  relation  (i)  caractérise  tous  les  points 
de  la  droite ,  et  quelle  en  est,  pour  ainsi  dire,  la  représentation 
an€djrtique,  en  ce  sens ,  que  si ,  au  moyen  de  cette  équation , 
Ton  veut  retrouver  les  différens  points  de  la  droite ,  il  suffit 
de  donner  à  x  une  série  de,  valeurs  que  Ton  porte  de  A 

eo  P^P^P" ,  menant  ensuite  par  les  points  P,P',P*...%, 

ties  parallèles  à  AT,  et  prenant  sur  ces  parallèles  des  parties 
PM.P'M^Pld'.  • . .  ^ales  aux  valeurs  de  j*  correspondantes 
et  tirées  de  l'équation  (i) ,  on  aura  M^M^M" . .  •  • ,  pour  autant 
de  points  de  la  droite. 

.  On  appelle,  pour  cette  raison ,  la  relation  (i)  Véquation  de 
in  droite  L'BL. 

Les  quantités  x  eij^  qui  expriment  les  coordonnées  des  diffé- 
rens points  de  la  droite ,  sont  des  yariables;  et  les  quantités  a 
et  b  qui,  pour  la  même  droite,  ne  changent  pas,  sont  appelées 
tes  constantes  de  cette  équation. 

i4o.  Le  rapport  a  est  susceptible  de  deux  acceptions  diffé* 
rentes^  suivant  que  les  axes  sont  rectangulaires  ou  obliques. 

1^  — Si  les  axes  sont  rectangulaires,  le  triangle  rectangle 
MBQ  {Ji^.  72)  donne  (Trigonométrie,  n°87),  pi 

MO                    tang  MBQ 
_     ou     a ^; 

appelons  a  l'angle  MBQ  égal  à  LGX;  et  supposons,  pour  plus 
de  simplicité^  le  rayon  des  tables  égal  à  i  ;  il  en  résulte 

a  =  tang  u  ; 

ainsi,  le  rappoi^t  constant  est  égal  à  la  tangente  trigonométriquc 
de  l'angle  que  forme  la  droite  avec  l'axe  des^  x* 


"i* 
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"2^.  «-!-  Lorsque  les  angles  dont  oUî«pies^  on  a,  diaprés  le  prtn- 
f  ig.  73.  cipe  (n*  91)  relalif  aux 'triangles  obliquangles  {fi§.  78  )j 

.      MQ  sinMBQ      sinMBQ 

B  Q  sin  BMQ      sin  LBY  ' 

ou  bien,  désignant  par  /3  l'angle  YAX,  d'où  LBY  =/3  — «, 

sin« 


a 


sin{i3-r*)' 


c'est-à-dire  que ,  dans  ce  cas ,  le  rapport  constant  est  égal  à 
€elui  des  sinus  des  deux  angles  que  la  droite  forme  auec  les 
axes  des  x  et  des  y. 

Cette  dernière  valeur  rentre  dans  la  précédente ,  lorsqu'on 
suppose    jS  :=  1 00^;     car  on  a 

sin  «1  sin  « 

sm  (ioo°— «)       cos«  " 

Discussion  de  l'équation 

y  =5?  ax  -j-  ^• 

14i.  Nous  considérerons  particulièrement,  dans  cette  dis- 
cussion, le  cas  où  les  axes  sont  à  angle  droit ,  parce  que  c'est 
le  cas  le  plus  ordinaire. 

Les  constantes  a  et  6  qui  sont  fixes  et  déterminées  pour  tous 
les  points  d'une  même  droite ,  peuvent  toutefois^  d'après  leur 
nature ,  passer  par  tous  les  états  de  grandeur,  soit  positifs, 
soit  négatifs  ,  puisque  la  première  est  une  tangente  trigono- 
métrique  et  que  la  seconde  exprime  la  distance  du  point  fixe  A, 
à  un  ppint  placé  sur  la  ligne  AY.  Ces  divers  états  de  grandeur 
dépendent  dç  la  position  que  peut  avoir  la  droite  donnée, 
par  rapport  aux  axes.  Nous  allons  examiner  ces  diiféfentes 
circonstances. 

142.  Considérons ,  en  premier  lieu,  le  cas  oùja  droite  passe 
par  l'origine. 
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t>ans  ce  cas,  o»  a  b^^o  {fig.  74)  î  «^  Wquaiion  devient    Fig.  7}. 

y  =  ax,     d'où     ^^  =  a  ; 

ce  qui  démontre  que  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  est  à  son  abscisse  dans  un  rapport  constant. 

Cette  propriété  caractérise  toutes  les  droites  qui  passent  par 
l'origine  ;  car  ce  point  se  trouvant  sur  chacune  d'elles ,  ses 
coordonnées  (a:  =  o,  jr  =  o)  doivent  vérifier  leur  équa- 
tion ;  ce  qui  exige  que  le  terme  indépendant  de  ar  et  de  j- 
manque  dans  cette  équation. 

Faisons  actuellement  tourner  la  droite  autour  dé  Torigine, 
et  voyons  ce  que  devient  a  dans  ce  mouvement. 

D'abord,  si  la  droite  est  couchée  sur  AX,  l'angle  •  est  mil,  ' 
et  l'on  a    tang«  ou  a=o ,     ce  qui  réduit  l'équation  à  j-ss  o ^ 
qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  l'axe  des  a?  (n®  154). 

Tant  que  la  droite,  en  tournant  an--des8us  de  l'axe  des  x, 
sera  placée  dans  l'angle  YAX,  l'angle  a  sera  plus  petit  que 
100%  et  tangtf  ou  a  sera  positif,  mais  augmentera  de  plus  en 
plus.  Il  est  d'ailleurs  évident,  d'après  l'équation  j^=ax, 
qu'à  des  abscisses  positives  AP,  ou  négatives  AP',  correspond 
dront  des  ordonnées  de  même  signe  qu'elles,  MP,  V!V. 

Si  la  droite  vient  à  se  confondre  avec  AY,  comme  on  a 

alors    «=iob%     il  en  résulte    a  =  ooet-s=ro;    d'où  l'on 

a 

peut  conclure  que  l'équation ,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forràc 
xz=z^.j^^     se  réduit  à     x  =  o,     qui  est  en  effet  l'équation  de 


Taxe  des^  (n*  154). 

Supposons  maintenant  que  la  droite  soit  placée  dans  l'inté- 
rieur de  l'angle  YAX',  comme  L^'ÀL*.  L'angle  «  est  obtus;  donc 
tanga  ou  a  devient  négatif,  et  diminue  de  plus  en  plus,  nu^ 
inénquement,  à  mesure  que  la  droite  se  rapproche  de  AX'; 
et  si  Ton  met  le  signe  de  a  eu  évidence,  on  a  pour  l'équation 

de  la  droite  VkL",  j*  =:  —  ax-^ 


1^6  ÉQUATION  , 

d'où  i'oa  yoit  qu^à  des  àb^cisnes  poHêimg  AV^  coii«spondent 
des  ordonnées  négaiit^es  lè'^W  ;  et  à  des  abscisses»  négatipes  AP* 
correspondent  des  ordonncfes  positii^es  VM^'é  Ce  résultat  8'ac« 
corde  avec  la  figure. 

2V.  j?.  —  Lorsque  les  a^ies  sont  obliques,  le  changement  de 

)^ls   ''j^'  signe  de  a  correspond  au  cas  où  l'angle  m  ou  L'AX  (^g»  7$) 

devient  plus  grand  que  l'angle  C  des  deux  axes^  En  effet,  dans 

4S1 1^  ÉIÊ. 

l'expression    a  ==  -: — -^ ,     le  dénominateur  s\n{C  —  «  ) 

T  sm(w-^«) 

pour  *>  ^,  se  change  en  — sin  («  — ^),  et  l'on  trouve 

sin  tf 

■  ^    '  sm  («  —  C) 

ïlevenons  à  notre  objet.  Si  la  droite,  continuant  de  tourner, 
se  place  sur  AX%  tang  ti  redevient  nul  j  et  l'équation  se  réduit 
de  nouveau  à    j^  =  o ,     ou  a  l'équation  de  l'axe  des  x. 

La  droite  passant  dans  l'angle  X'AY^,  «est  ^260*,  .mais 
<^3oo**;  donc  (n*  55)  tang«  bu  a  est  positif,  et  l'équation 
redevient    jr  ^szajc. 

Et,  en  effet,  la  droite  étant  prolongée  au-dessus  de  l'axe 
des  X ,  reprend  les  positions  qu'elle  avait  prises  d'abord  dans 
l'angle  YAX. 

Enfin ,  lorsque  la  droite  passe  dans  l'angle  Y'AX ,  auquel 
cas  on  a  «^  3oo^,  mais  <^  4^o®,  tang  «1  ou  a  redevient  négatif, 
et  l'on  reproduit  l'équation    ^  =  —  ax. 

145.  Considérons ,  ea  second  lieu  ^  le  cas  où  la  droite  passe 
Fij.  76.  par  un  point  B  {fg,  76)  de  l'axe  des  j^  situé  aU'^essfis  de 
l'origine. 

Dans  ce  cas,  Y  ordonnée  à  V  origine  ^  o\x  b,  est  positive;  et 
Ton  a  pour  l'équation  ^    jr:=.ax  -^  b, 

La  quantité  b  est  essentiellement  positive  ;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  de  a.  Car  si  l'on  conçoit  que  la  droite  tourne 
autour  du  point  B ,  comme,  dans  ce  mouvement,  elle  prendra 
nécessairement  des  positions  parallèles  à  toutes  celles  qu'elle 
avait  prises  autour  de  l'origine,  il  s'ensuit  que  a  sera  positif 
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buLfi^jgMilgfdattilef  mêmeft  circonstances.  En  sorte  que  Véqua-Fig.  76. 
ticm  jr^x'^ase-^è  •  conTÎent  à  toutes  les  droites ,  telles  que 
LBL'y  qui  forment ,  avec  l'axe  des  x,  un  angle  moindre  que 
100^  y  où  plus  grand  que  200®  mais  moindre  que  3oo*;  et 
l'ëquaiion  j-=s««>itx<4>fty  &  toutes  les  droites,  telles  que 
L'BL*,  formant  avec  Taxe  des  x  nà  angle  plus  grand  que  loo^ 
et  moindre  que  aoo*,  ou  plus  grand  ^ue  36o*  mais  moindre 
que  400'*. 

Lorsque  la  droite  est  assujettie  à  passer  piar  uti  point  B'  situé 
au-dessous  de  l'origine ,  b  est  négatif,  et  l'eqùalibn  devient 

j-  Bs  -|-  ax  — •  ^  pour  toutes  les  droites  telles  que  LHB'L , 

et  jr'^st  —  aop  -—  b  pour  tôtites  les  droites  telles  que  L^B'L*'. 

144.  Examinons  y  comme  cas  particuliers ,  ceux  où  là  droite 
devieiit  parallèle  à  chacun  des  deux  axes. 

i^.  Lorsque  la  droite  est  parallèle  à  l'axe  des  a?,  on  a  évi- 
demment tang «  ou  a  =  o  ;  d'ailleurs,  b  est  positif  ou  Aégatif  ; 
ainsi  l'équation  se  réduit  à 


résultat  qui  s'accbrde  avec  te  qui  a  été  dit  n*  âsl. 

2^  Si  la  droite  est  parallèle  à  l'axe  desj^,  tang«  doit  être 
injaii.  Il  en  est  de  mème^de  b^  qui,  exprimant  la  distance  de 
l'origine  au  point  où  la  droite  rencontre  l'axe  des  j^,  devient 
nécessairement,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  plus  grand  qu*au~ 
tune  quantité  donnée. 

Ces  deux  conditions ,  introduites  dans        j^  =  ax  -f-  6 , 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  x  =  -  ^  — .  -, 

00 
la  réduisent  à  x  s=s  —  — • 

Pour  interpréter  ce  résultat ,  observons  qu'afin  d'obtenir 


1  <}8  iQUk'nov  < 

la>  droite  dans  toutes  les  situations  possibl^es,  par  rapport  aai 
axes ,  noii3  avons  supposé  (n^  I4sy  que  la  droite  tourjae  au- 
tour du  point  S  regardé  comme  fixe.  Dans  cette  h^podiése  ^ 
b  a,  une  valeur  finie  et  déterminée,  et  il  est  impossible  d'en 
déduire  le  ca^où  la  droite  déifient  parallèle -à  AY.     ''"^ 

(On  trouve  seulement,  dans  la  supposition  de  az^bO)  xssé 
ou  Téquation  de  Faxe  des jr.). 

Si  Ton  veut  obtenir  le  cas  particulier  en  question  ^  il  faut 
changer  le  centre.de  moiwement  de  la  droite,  et  prendre ,  par 
exemple  ^  le  point  C.  où  la  droite  rencontre  Taxe  des  x.  Or, 
si  l'ajfks desi|;Qe  }a  distance  ÂÇ  par  c ,  ou  plutôt  pâfr— -c^  at-* 
tendu  que  cette  ligne  est  comptée  dans  le  sens  des  abscisses 
négatives ,  çn  a  évidemment  (  n^  87  ) 

AB       ^  b  j,  ,  b 

-T— =  tang*,     ou    =^i;     dou    c= ; 

i 
et  l'équation  devient    jc  ss  -  j-  +  c  • 

Supposons  maintenant  que  la  droite,  tournant  autour  du 
pointe,  devienne  parallèle  à  AY;  tang«  ou  a  devient  infini, 
et  c  ne  change  pas. 

Donc  l'équation  se  réduit  à  a?  sa  -|-  c ,  équation  qui  re- 
présente en  effet  (n**  154)  une  parallèle  à  Taxe  des  j^,\ 

Le  signe  de  c  dépend  de  la  position  du  point  G  par  rapport 
à  l'origine  A  ;  le  point  peut  être  en  C  ou  G'. 

h 

L'expression  de  c ,  ou ,  offre  l'exemple  d'une  fraction 

qui  reste  constante  bien  que  ses  deux  teme^  deviennent  in-^ 

h  n 

Jînis*  G  est  ainsi  qu'une  fraction  - ,  qui  se  réduit  à  -   lorsqu'on 

suppose  a=zOj  bz=zo^  acquiert  dans  certains  cas  (n®  79)  une 
valeur  finie  et  déterminée. 

145.  Nous  observerons  en  passant,  que  la  relation  a  = , 

introduite  dans  l'équation  yzs^ax^by  la  ramtoe  à  la  f<nrme  - 
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J^  =3 — -  X  +  6 ,  d'où  cj  4"  fc^=  ht  \  équation  qui  rénfenoe 

bomme  constantes  les  distances'  de  l'ôrigioerA  aux  points:  où  I^ 
dboite  rencontee  \e$  axes.  .     _ 

En  y .fidsant.^;¥SQ^9  on  trouve  jrsssb,;  ce  sontles  coor^ 
données  du  point  B  où  la  droite  rencontre  Taxe  des  j-. 

Soit  encore  j^sso;  on  obtient  ar  =  +  ^^  ce  sont  les 
coordonnées  du  point  Ù  où  la  même  droite  rencontre  Taxe 
des  X. 

Il  7  a  quelquefois  de  l'ayantage  à  employer  l'équation  de  la 

droite  sous   la  forme    cjr  ^bx  =  bCf    ou    -  +  -  sss  i , 

à  cause  de  rfaomogénéité  des  termes  de  celle-ci. 

Cette  forme  convient  encore  au  cas  où  les  axes  sont  obli- 
ques ;  car  le  triangle  BAC  donne  (/îg,  ^3  )  Fig.  73. 

sin  BCA  _  AB  _    6 

sinCBA'     ^"    "*  ~  AC  ~ -^* 

£46.  Il  résulte  de  la  discussion  précédente ,  que  l'équation 
jr  zs  ax  -^  b  comprend  implicitement  les  équations  de  la 
droite  considérée  dans  toutes  les  situations  qu'elle  peut  avoir 
par  rapport  aux  axes.  II  suffit  d'y  substituer  pour  a  et  b  les 
valeurs  correspondantes  à  ces  diverses  situations. 

Questions  préliminaires  relatives  à  la  ligne  -droite, 

147.  Toutes  les  fqis  que  la  position  d'une  droite  sera  donnée 
par  celle  du  point  B  où  la^roite  rencontre  Taxe  des /,  et  par 
l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x ,  les  constantes  aeib 
auront  une  valeur  déterminée.  Mais  on  peut  imposer  à  une 
droite  d'autres  conditions,  telles,  par  exemple,  que  celles  de 
passer  par  deux  points  pris  à  volonté  sur  un  plan  ;  de  passer 
par  un  point  donné  et  d'être  parallèle  ou  perpendiculaire  à 
une  droite  déjà  connue  de  position  ;  de  passer  par  un  point 
et  de  ieiiffe  mirée  uÊio  aulre  droite  un  angle  denné ,  etc. 


l8o  QtTESTIONS  PKéLIXIVAIBÇS 

Duit  cet  dilFéreiis  cas  ^  a  et  b  doivent  être  regardées  commet 
des  constantes  indéterminées  ,  dont  les  valeurs  dépendent  des 
conditions  imposées  à  la  droite. 

La  recherche  de  ces  valeurs  donne  lieu  à  une  série  de  ques-^ 
tions  qui  servent  ^e  base  à  la  Géométrie  analytique  y  et  que 
nous  allons  développer  successivement. 

i4l8.  Première  question.  —  Tromper  l'équation  d'une  droite 
assujettie  à  passer  par  deux  points  donnés  sur  un  plan, 

(Dans  cette  question  ,  les  axes  peuvent  être  indifféremment 
rectangulaires  ou  obliques. } 
Fig-   69     Soient  M  et  M'  {Jig.  69  et  71)  deux  points  fixés  sur  un  plan 
•*'^''    par  leurs  coordonnées  x^y^  et  x'^j-". 

L^équation  cherchée  sera  de  la  forme   j'ssax'^b;...  (  1} 

a  et  6  étant  deux  constantes  (inconnues  pour  le  moment)  qu'il 
s'agit  d'exprimer  en  fouction  de  x'^j^  ^'>  ^^"1  q**i  «oi^^  sup- 
posées connues. 

.  Çlr,  puisque  chacun  des  dieux  points  lil  et  W  se  trouve  sur 
la  droite ,  leurs  coordonnées  mises  k  la  place  de  x  e\y  dans 
Téquatioa  (i),  doivent  la  vérifier.  Ainsi,  Ton  doit  àvôîr  les 

deux  relations        /y  =  «^;+^---  W 

Comme  ces  équations  ne  cop tiennent  a  et  6  qu'au  premier 
degré ,  on  en  tire  facilement  les  valeurs  de  ces  inconnues. 
D'abord,  si  l'on  soustrait  (3)  et  (a) ,  il  vient 

y  - j.' =  «  (X' -  x»)  ;    à\h    a^^Ùnjl. 

•Jfc»     ■•■■■   jjj 

fi   '' 

Partant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  on  trouve 


*=y-rr=^.-«^== 


j/— jc'  os— X 


99  f    m 

xjr  —  j"  X 


tt  tubttitiMiil  ces  valeur»  de  a  et  &  dans  l'équation  (1)  >  oa 
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«rbtient  enfin 

|>our  Tëquation  demandée. 

Autre  méthode.  — -  Betranchons  d'abord  l'équation  (^  de 
réquation  (i)  ;  il  vic»t  j  t-jt'  =  a  (a? —  a/) ,  équation  qui 
contient  encore  Tinconnue  a  y  notais,  en  soustrayant  (3)  de  (a), 
on  obtient 

y^f^a{sf-ti^;    d'où    a="g^. 

Portant  cette  ydeur  de  a  dass  l'équation  précédente ,  od  a 

j'-y«s*^^(»-a<)...  (5), 

équation  qui ,  ne  renfermant  plus  que  les  variables  nécessaires 
x^jTj  et  les  données,  0:^1^"',  x'',  y^  convient  encore  à  la  droite 
cherchée. 

L'identité  des  équations  (4)  et  (6)  peut  être  établie  bcile- 
ment.  En  effet,  on  tire  de  l'équation  (5), 

çu  réduisant , 

La  seconde  méthode ,  qui  est  sans  contredit  plus  simple  et 
plus  élégante  que  U  première ,  donne  lieu  à  un  résultat  dont 
l'emploi  dans  les  calculs  est,  en  général,  plus  commode. 

Toutefois,  l'équation  (4)  a  l'avantage  de  laisser  en  évidence 
la  quantité  6,  ou  V ordonnée  à  l'origine. 

iM.  Remarque. -^Vé^miion    j^^j'^rza  {x — ^)^     qu'on 


|82  QUESTIONS   PRi^m^INAlUSS. 

a  d'abord  trouvée  en  employant  la  seconde  me'thode ,  joue  un 
l^and  rôle  'dans  la  Géométrie  analytique.  Elle  offre  un  carac- 
tère particulier  :  c'e<?t  de  représenter  toutes  les  droites  qui 
passent  par  le  point  particulier  (x',  j*'). 
En  effet ,  on  y  est  parvenu  par  la  combinaispn  de  l'équation 


générale  j^  ssax  -^è^ 

avec  la  relation  particulière         J''=  «^'  +  &> 

'  (qui  exprime  que  le  point  (:xf^y)  se  trouve  BVi!t  la  droite. 

D'ailleurs 9  si  Ton  y  fait  à  la  fois  jzszy^  a:=x',  elle  se 
réduit  à  0=0;  ce  qui  prouve  évidemment  que  la  droite 
passe  par  le  point  (rc',  j-'). 

Quant  à'  la  quantité  a  qui  subsiste  encore  dans  l'équation , 
c'est  une  constante  indéterminée  dont  la  valeur  dépend  d'une 
seconde  condition  qui  peut  être  imposée  à  la  droite.  Dans 
la  question  précédente ,  cette  condition  consiste  à  faire  passer 
la  droite  par  un  second  poiht  {x**^  J'*')>  ce  qui  détermine 
complètement  la  position  dç  cette  droite;  et  Ton  trouve, 
en  effets 


X'  —  x' 


7i* 


iW).  Sscoims  Qu;ESTioir.  —  Mener  par  un  point  donné  une 
droite  parallèle  à  une  autre  déjà  connue  de  position. 

Commençons  par  établir  analjtiquement  la  condition  de  pa- 
rallélisme des  deux  droites. 

t  j'=zax  ^h^    V  les  équations  des  deux  droites 
Fig.  77.  \j  =  cix^V,]     BLetDH  (/^.  77). 

Puisque  ces  droites  sont  parallèles ,  les  angles  a  et  m  qu'elles 
forment  avec  Taxe  des  x^  sont  égaux  ;  ainsi  l'on  a 

tang«c'  =  tangce^     ou     a'  =5  a. 

Cette  relation  entre  les  coefficiens  de  x,  dans  les  deux  équations, 

é 
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j^t  ii^pèndante  de  l'inclinaison  des  axes  ;  car  de  ce  que  les 
angles  ^'  et  #  sont  égaux ,  on  de'duit  nécessairement 

sinet''  sinee  , 

ou    â  =sa. 


sin  (y8  —  ce')       sin  (fi  —  «  )  ' 

La  relàâUon  a'  r;=L^.peu;t  encore  se  démontrer  par  la  figure. 

Si  Ton  désigne  par  Y  et  j-  les  ordonnées  MP,  NP,  des  deux 
droites  DH  et  BL  correspondant  à  une  même  abscisse  AP 
QVL  Xj  on  a  y  d'après  les  deux  équations  ci-dessus,. 

Y—jr  =  (a'  —  a)  x-H  6'  —  b. 

Mais  il  est  évident  que ,  les  deux  droites  étant  parallèles, 

MP  —   NP,    ou    MN   =DB, 
M'F  —  N'P',     ou    M'Iî'  =  DB, 


nmpari 


puisque  les  parties  de  parallèles  comprises  enmparallèles  sont 
égales.  Donc    Y  — j'  =  i'  —  t ,     quantité  coâstAte. 

Or,  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  précédente 
quel  que  soit  x^  il  faut  nécessairement  que  Ton  ait 

a— -a  =  0;     cLqu     a  z=i  a. 

Réciproquement ^  si  Ton  a    a'z=.a^     ou    a'— ûssso, 

il  en  résulte      Y— ^  =  Z^'  — &,     ou    MN  =  DB; 

donc  les  lignes  DM  et  BN  sont  parallèles. 

La  relation  a'-=La  est  donc  une  condition  caractéristique 
'du  parallélisme  de  deux  droites. 

151.  Reprenons  maintenant  le  problème  préposé. 
Soient  x\  j\  les  coordonnées  du  point  M  par  lequel  on 
xeut  mener  une  parallèle  DH  à  une  droite  donnée  BL. 

L'équation  de  cette  première  droite  étant    jrzzzax  +  fc,..(i) 


celle  d(&]A<dr6Lt&cherchée  sera  de  la  forme  \r.=^ai+b\,*tm) 

a'  et  6'  étant  deux  constantes  qu*il  s'agit  de  déterminer. 
Or,  la  droite  DH  devant ,  par  hypothèse ,  passer  par  U 

point  M,  on  à  Téquatipn  particulière j-'==a'a/+6'...(3) 

Retranchons  les  équations  (2)  et  (3)  l'une  de  l-autre  ; 

il  vient         j-— j-'ssra'  (a?— a/). . .  (Foyez le  n®  149). 

D'ailleurs,  à  cause  du  parallélisme  des  deux  droites ,  on  i| 


a'  =3  a; 


dpnc  enfin,  jr  — ^  z=za(x  —  x'). 

Telle  est  l'équation  de  la  droite  cherchée  ;  elle  ne  diffère  ^e 
Véquation  (i)  que  par  l'ordonnée  à  Torigine,  qui  est  icij^— aj/. 

182.  Troisième  QUESTION,  — Deux  droites  étant  données  sur 
un  plan  ,  on  propose  de  déterminer j  i*.  leur  point  d'interseC" 
tion  j  2®.  l'angùt^u'elles  forment  entre  elles* 


ir«  P,n      4i  '     ^  ft]aK^^4-^>)  les  équations  des  deux  droites BL 

i".  — Pour  obtenir  les  coordonnées  de  leur  point  dlntersec- 
tîoa  M  y  et  en  fixer  ainsi  la  position,  il  faut  remarquer  q^e, 
le  point  se  trouvant  à  la  fois  sur  les  deux  droites,  ses  coor- 
données AP  et  MP  doivent  vérifier  les  équations  de  ces  droites; 
elles  ne  sont  donc  autre  chose  que  les  yaleurs  de  x  et  de^ 
pvoptes  à  satisfaire  simultanément  à  ces  deux  équations. 
Ainsi ,  en  éliminant  x  etj-  entre  ces  équations,'  les  valeurs 
que  l'on  obtiendra  seront  les  coordonnées  cherchées. 

Retranchant  d'abord  la  i'^*  équation  de  la  2*,  on  trouve 

l^ y   ' 

o  =  (a'  —  a)x^V-^h\     d'où     a?  = -7— . 

a  —  a 

Portons  cette  valeur  dans  la  i'*  équation;  il  vient 
yssa.-^ +  6»     ou,  réduisant,    j^=— 7- 


1» 
a    < 


-V  ^      .'  h  ^*  h  ho      ••—   ah  m  m 

peiiG^    api=-7-:^,    j^  ==     /    — ^,  sont  les  Coordonnées 

^       '  a  ^  a  ^  a  m^  a 

à\x  point  d'intersection  M. 
Soit 9  conune  cas  particulier,  a'  =a^  il  en  résulte 


c'est«à-dire  que  ces  valeurs  deviennent  infinies  ;  ce  qui  doit 
etFQ,  puisque  les  deux  droites  sont  alors  parallèles  (n*  itfO)i 

Si ,  à  la  condition  a'z=za^  on  ajoute  la  suivante  h'  =  hj  pn 
trouve         \  • 

rc  =-,     r  =  -^,     valeurs  indéterminées  $ 
o  o 

et,  en  effet ,  dans  ce  cas,  les  deux' droites  se  confondent, 
puisque  leurs  ëquattpnç  deviennent  identiques;  donc  elles  se 
rencontrent  en  une  infinité  de  points. 

Les  résultats  obtenu^  pour  cette  première  partie  du  problème 
proposé  sont  vrais  quelle  que  soit  Tinclinaison  des  axes.  Mais 
il  n'en  e^t  pas  de  mi^me  de  la  seconde  partie* 

V6&,  2°.  -*  Pour  déterminer  Tangle  des  deux  droites  dans 
le  cas  d'axes  rectangulaires,  angle  que  nous  représenterons 
par  y ^  observons  que  le  triangle  EMG  donne 


HGXsdBMG+MEG  ;  d'où  EMG  ou  VssMGX^MEG»s'*«, 


(«  et«  désignant  les  angles  que  les  deux  droites  forment  avec 
Taxe  des  a?). 
Mais  on  a  obtenu  (n®  70), 


.         _.  tanga  —  tang^ 

tang(a  — ^)=         ^  ^ 


I  4*  tangâ  tang^ 


f    ' 


donc      .tang(*:-*),outangV=^J5^^-;|^....  (,) 


1^  QUMTHMfS  1>fdBtIBIIIfÀiaiai  • 

Vatttre9.ouA/(n*IM)iar^tiQa         '  ^  ^   ' 

I   4-  aa'  =  o  ;     d'où     a'  =  —  •. 

a 

Donc  réquation  précédente  devient 

J^— y  =  — ^(a:  — a:')...   (2) 

Telle  est  l'équation  de  la  perpendiculaire  MG  ;  et  cette  droite 
est  ainsi  déterminée  de  position. 

£57.  Maintenant,  il  s'agit  d'obtenir  l'expression  delà  dis- 
tance du  point  M  au  point  H  où  les  deux  |igne3  se  rencontrent. 

On  connaît  déjà  les  coordonnées  ^%y  »  du  po^nt  M  ;  si  l'on 
pouvait  déterminer  celles  du  point  H ,  il  subirait  de  substi- 
tuer ces  quatre  coordonnées  dans  l'expression  de  la  distancç 
entre  deux  points  donnés ,  formule  trouvée  u^  157,  et  l'on 
aurait  la  valeur  de  MH. 

Gomme  le  point  H  est  le  point  d'intersection  de  BL  et  MG, 
il  faudrait  (n*  158)  éliminer  x  jet  ^  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  ;  mais  observons  que ,  d'après  la  formule  déjà  citée ,  ce 
sont  moins  les  coordonnées  des  deux  points  M  et  H,  que  leurs 
différences ,  qu*il  est  important  d'obtenir  ;  ainsi  la  question  est 
ramenée  à  éliminer  entre  (i)  et  (a)  les  quantités  a:— rc^,j' — f-^ 
considérées  comme  inconnues  ;  et  les  valeurs  de  ces  quantités 
étant  substituées  dans  l'expression 


à  la  place  de  ^'— J^^'jy— J^"»  donneront  la  distancie  demandée. 
Afin  de  mettre  en  évidence  ces  deux  inconnues  4an5  l'éqiia- 
tion  (i),  comme  elles  le  sont  dans  l'équation  (s)  »  nous  écri- 
rons la  première  sous  la  forme 

J  —  y  =  a{x  —  jr')  ^  y  +  ûx'  Hh  6, . . .   (3) 

ce  qui  se  fait  en  ajoutant  — y'  aux  deux  membres ,  puis  re* 
Irancbant  et  ajoutant  ax  dans  le  second  membrç. 


teisL  piÉë,  retranchons  Féqnafiion  (2)  de  FéquiiOB  <3);  >l 
Vient 


o 


/  f  '       w 


ou.  rëdiusanty       x  —  x  =  — isi — —- — — — , 

a  -+- 1 

Cette  valeur  étant  portée  dans  l'équation  (2} ,  donne 

-^     -^^      a*  g'  +  i  a»  +  i 

Substituant  ces  valeurs  de  X'-'x\y — y' y  dans  celle  de  D^ 
tx.  désignant  par  P  la  perpendiculaire ,  on  trouve 

p_t^^M?~fl^— ^r4-(y  — ^a:^— ^r 

Le  focteur  (y— gx'— -6)''  peut  être  mis  en  évidence  sous  le  ra- 
dicaly  ce  qui  donne  pour  le  numérateur,  (g'+i)  (y— grc'— i)'. 
Supprimant  le  facteur  a*  +  if  commun  aux  deux  termes» 
puis  extrayant  les  racines  carrées  de  ces  deux  termes,  on  ob- 
tient enfin  pour  la  longueur  de  la  distance  MH , 

±,{y  —  ax^h) 


P  = 


»/g-+  I 


iK8.  Discussion,  «-  Le  double  signe  db  dont  ce  résultat  est 
affecté  y  a  besoin  d'être  interprété. 

En  cherchant  à  traduire  géométriquement  la  valeur  de  la 
quantitéy-i— gx'— ft,  on  voit  que,  y  désignant  l'ordonnée  MP, 
ax^+h  exprime  aussi  l'ordonnée  NP  de  BL,  correspondante  à 
l'abscisse  x'  ou  AP  (car  si  l'on  fait  x=x'  dans j^=r  gx-f-  b^  on 
a.j'  ou  AP=ga:'+&)  ;  doncy— gx'— -A  représente  la  distance 
MN.  Or,  cette  distance  peut  être   n*  86)  positit^e  ou  négative, 

c'est-^-dire    ^o ,  suivant  que  le  point  M  est  placé  au-dessus 


/ 


igjo  QDSffrilNIS  PliLUIlNAUES 

OU àu-dessovide  BL.  Jp^r^eseii^le^  si l^poiot  ét^Uen  IT,  oh 
aurait  M'N'=  HT' —  M'P' =  ax' +  ^  — y . 

D'ua  autre  cdté ,  lorsiju^on  demande  la  distance  du  point  M 
à  la  droite  BL ,  on  est  censé  en  demander  la  râleur  absolue  ; 
d'où  il  suit  que ,  si  le  point  M  est  placé  au-dessus  delà  droite 
BL ,  auquel  cas  j-'  —  aof^-*  b  est>  o,  on  doit  avoir 

y  —  cix'  -i-  b 


P  ?= 


i/a«  +  i 


et  si  le  point  M  est  placé  au-dessous-,  ce  qui  entraîne  la  con- 
dition y  ^^ax'  —  ^  <o ,  on  aura 

p  =  axf  ^rb  —  y^ 
Va*  -f.  I 

Chacun  de  ces  deux  résulttits  peut  être  vérifié  par  la  Geo- 
inétrie. 

En  effet,  MP,  MH,  étant  respectivement  perpendiculaires  à 
AP,  BL,  il  s'ensuit  que  l'on  a    angl.  NMH  =  angl.  BL'X  =  « . 

Cela  posé ,  le  triangle  rectangle  NMH  donne  (n®  68) 

MH  ==  MN  cos ii  =: -:^ — =     -  {voyez  vl""  50): 

mais    MN==MP— ^NPsrs^ — ax'  —  i,     et    tang«  =  a; 
donc  MH,     ou    P  ^^  ~ffl=.^. 

Si  le  point  M  était  placé  au-dessous  de  BL ,  on  aurait 
M'N'=:ax'-|-&— y,     d'où    ftF=  ffL^^-t^. 

« 

I 

159.  Examinons  quelques  cas  particuliers  : 
tig.  8t.      i^T.  Supposons  {JiQ.  8i)  que  1^  point  duquel  on  veut  abaisser 
la  perpendiculaire  soit  l'origine  àes  coordonnées. 


J 


SUR  Là  ligna  DBOSTE.  igi 

t>n  a  »  dans  €6  cas ,  x'  z=:Of  y  zzzp^y  ^t  Texpressioa  devient 


té8n\ta,t  positif  OU  négatif,  suivant  que  le  point  B  est  placé  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  l'origine. 

!i°.  Supposons  que  la  droite BL  {Jig.  8a)  passe  par  l'origine,  pig.  8  • 
On  a  alors     ^  =  o  ;  et  l'expression  se  réduit  à 

y'  —  as!  _         ax'  —  r' 

P  =  ^  ,  ou      P  =  — , 

160.  JY.  B.  —Dans  la  question  précédente ,  nous  avons  sup- 
pose les  axes  rectangulaires;  s'ils  étaient  obliques,  il  faudrait , 

pour  la  première  partie,  faire  usage  de  la  relation 

I  \-aa'  4-  (^  +  ^^)  cosff=  o,  qui  donnerait 

(i+acosff) 

a     =    —    ;; ^ , 

a  +  cosb 

et  substituer  cette  valeur  dans  l'équation  j^-^j-'^zia'  {x — x'). 
Quand  à  la  seconde  partie  ,  après  avoir  effectué  réliminatîon 
de  x-^x'^j — j\  entre  les  équations  des  deux  droites,  on 
porterait  ces  valeurs  dans  l'expression  générale  de  D  (n**  158)  ; 
et  l'on  Couverait,  tout  calcul  fait, 

[y  —  aj:  —  b)  sinb 
V/a*-f- 2a  cos^-f-  I 

Nous  laissons  aux  commençans  le  soin  d'exécuter  ce  calcul, 
qui ,  quoique  assez  compliqué ,  n'offre  rien  de  difficile. 

16 1.  Cinquième  quesKtion.  —  Par  un  point  donné  hors  d'une 
droite^  en  mener  une  sçconde  qui  forme  ai^ec  la  première  un 
angle  dqnné  (les  axqs  sont  suppo^sés  rectangulaires).     * 

AppeloQb^.rr^,  j^,  les  coordonnées  du  point ,  m  la  tangente  de 
l'angle  doau^i  L'yéqu^tion  de  laprgxiière  droite  étan  tj-=ax  -f  by 
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belle  dêU  seconde  droite  sera  de  la  forme  j* — j"':=a'  (a: — rc*)  ; 
et  puisque  ces  droites  doivent  former  un  angle  dont  la  tan- 
gei|te  est  m  ^  on  doit  avoir  (n*  1^5) 


a' 


-r— -t — »~n  z=:  m ,  ■ .  ou  bien  •     — ^ 7  =  ni. 

i^ ad  '  '  '     x-^aa* 


a'  ^^  a       a  '^^  a 


{  L'une  et  Tautre  dés  deux  quantités    — ; ; ,     -r- — . , 

*,  ^         >  i+oa        x-^aa 

sont  également  propres  à  exprimer  la  tangente  de  l'angle  donne.) 

On  peut  comprendre  les  deux  relations  précédentes  dans  une 


seule,  y  =  :t,mi    d'où    a'==:  , 

ce*  qui  donne  pour  Féquation  de  la  droite  chercbée, 

a±m     .  , 

La  questifon  admet  donc  deux  solutions  ;  et  cela  est  évident^ 
car,  de  part  et  d'autre  de  la  perpendiculaire  abaièsée  du  point 
donné  sur  la  droitej-  s£:a;2:4-  6^  on  peut  mener,  deux  droites 
qiù  fassent  avec  celle-là  l'àiigle  donné. 

Soit  cet  angle  égal  à  ioo%  auquel  cas  o»  a  :  m  sai^ooi    iîen 

r 

.    -  a  dl  m  m  1      * 

résulte,         ,     ou =  -;--; 

xzszam  I  a 

m  ^^ 
d*où   >*— j*'aB  — -  (x— ar'),     équation  obtenue  {vfi  iJ6). 

Nous  iie  considérons  pas  le  cas  où  leé  axeé  sf^nt  obliques, 
parce  que  les  résultats  n'en  sont  pas  asseï  simples. 

169.  Scotie  général. '•^  Les  différentes  questions  que  nous 
venons  de  résoudre  se  reproduiront  presqu'à  chaque  instant 
dans  tout  le  cours  de  la  Géométrie  analytique.  Mais,  en  réflé- 
chissant sur  les  résultats  auxquels  on  a  été  conduit  par  leur 
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rpsolation,  l'on  doit  sentir  la  nécessité  d'éviter,  avt|nC<|ue 
possible ,  le  système  des  axes  obliques  ,  pour  que  les  calculs 
soient  plus  simples.  11  faut  toutefois  en  excepter  le  cas  où 
l'on  n'a  à  faire  entrer  en  considération  que  l'équation  d'une 
droite  passant  par  deux  points  donnés ,  et  la  condition  de  pa- 
rallélisme de  deux  droites,  résultats  qui  sont  indépendans  de 
rioclinaison  des  axes. 

Manière  de  fixer  analjrtîquement  la  position  cTun 

cercle  sur  un  plan. 

165.  Soit  un  cercle  de  rajon  quelconque  r,  dont  le  centre  est 
en  0.  Traçons  dans  son  plan  deux  axes  rectangulaires  AX,  A  Y 
ifiS*  ^3) ,  et  proposons*nous  d'en  fixer  la  position  par  rapport  fj^,  53, 
à  ces  axes. 

Si  l'on  désigne  par/),  7,  les  coordonnées  AB,  OB,  du  centre, 
et  par  or,  j-,  les  coordonnées  AP,  MP,  d'un  point  quelconque  M 
de  k  circonférence ,  on  aura ,  en  vertu  de  la  formule  du  n®  137,  , 

(;r  —  py  +  (jr  —  qy  =  r^.-,   (i) 

Cette  relation  caractérise  tous  les  points  de  la  circonférence, 
en  ce  qu'elle  est  évidemment  satisfaite  par  les'coordonoé^i^-de 
chacun  de  ses  points ,  et  qu'elle  ne  pem  l'être  -qua  piir  mU^s. 

En  effet,  soit  N  un  point  quelconque  pris  à  l'extérieur  ou  dans 
l'intérieur^de  cette  circonférence;  on  a,  en  désignant  toujours 
par  X  et j^  les  coordonnées  de  ce  point ,        '   . 

(a?  —  py  -|-  (j-  —  g)«    pour  le  carré  de  la  distance  ON  ; 

mais  il  est  évident  queOM  est  ^  ou  <  OM ,  suivant  que  I9  ppiii  t 
est  extérieur  ou  intérieur  à  la  circonférence  ;  d'où  il  résulte 
nécessaîrenient    (^  — /»)'  +  ( j"  —  ç)'>ou<r'\   ., 

Ainsi ,  réquatàon:  (i)  nèsauirait  être  vérifiée  poi^r  nt^  pmnt 
qui  ne  se  trouve  pas  sur  la  circonférence. 

Cette  équation  est  donc  Y  équation  du  cercle  y  en  ce  sens 
qu'elle  fixe  complètement  la  position  de  cliacun  des  points  de 
la  circonférence.    .  >        ' 

i3 
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'  Lei  constantes  qui  y  enlrent,  sont  les  coorâonnëes  du  centré 
ftt  le  rayon  ;  et  en  effet  ^  un  cercle  est  complètement  déterminé 
avec  ces  données. 

164.  LVquation  est  beaucoup  plus  con^plique'e  lorsque  les 
Fig.  Sj.  axes  sont  obliques  {Jig.  84)  ;  car,  d'après  la' formule  du  n**  138, 

ona     ( a-'— /))'«+ (j- — g)*  +  2(a: — /))  (j*  —  ^)cosC=r* 

(C  désignant  l'angle  des  deux  axes). 

» 

161$.  L'équation  (i)  prend  une  forme  plus  ou  moins  simple, 
suivant  les  diverses  positions  du  cercle  par  rapport  aux  axes* 
Fig.  S3.  i^.  —  L'origine  peut  être  placée  en  un  point  A'  (^g.  83)  de 
la  circonférence. 

Bans  ce  cas ,  on  a  évidemment  entre  p ,  Ç^  et  r,  la  relation 

/>*  +  g'  =  r^', 
mais  si  l'on  développe  l'équation  (i)^  elle  devient 
x*  —  ipx  +  p^  -f"  J**  —  açj"  +  ç*  =  r', 
ou,  supprimant  les  deux  quantités  égales    p""  +  q*    et    r% 

X*  —  2px  +  j**  —  a^j*  =  o . . .   (2) 

Telle  est,  dans  ce  cas,  la  forme  de  l'équation  du  cercle. 
Si  l'on  pose   j'=;o    dans  cette  nouvelle  équation,  il  en 

résulte  ^  —  2/>a?  =  o ,     ou    x  (^  —  2/))  =  o  ; 

d'où  •  rr  =  o ,     ir  =  ap  ; 

ce  qui  prouve  qu'en  effet  le   point     (x^=o^    j-  =  o),     ou 
l'origine,  se  trouve  placé  sur  la  circonférence. 

I\^s7narqice »-^Commef  à  l'hypothèse  j"  =  ô ,  correspond  en- 
core l'abscisse  as=s2p,  il  s'ensuit  que  la  circonférence  coupe 
l'axe  des  x  en  un  second  point  G,  tel  que  A'G  est  double  de 
A'Dzszp  ;  c€  qui  démontre  que  la  corde  ÂfC  est  dipisée  en 
deux  parties,  égales  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  cette  corde. 

Cette  propriété  est  connue  en  Géométrie  ;  mais  on  voit 
commento  n  la  met  en  évidence  à  l'aide  de  l'équation  du  cercle. 


EQUATION    DU  CERCLE.  IqS 

La  demonstfi^bQ  est  d'ailleurs  générale ,  puîsqa^on  peut 
faire  varier  à  volonté  la  direction  de  l'axe  A'X',  pourvu  que  le. 
second  axe  A'Y'  lui  soit  mené  perpendiculairemeut. 

168.  i*.  —  L*origiDe  peut  être  placée  à  Textrémité  A*  d'urt 
diamètre  A'^G  qui  serait  lui-même  Taxe  des  x. 
Dans  cette  nouvelle  position  Ues  axes ,  on  a 

p  =s  r    et     ^  ==:  o; 
ainsi ,  Péquation  (  i  )  devient     (  x  —  r )'  +  j'*  =  r', 
on  réduisant ,  j'^  =  arx  —  x*,..  (3) 

On  déduit  encore  celle-ci  de  l'équation  (2)  en  y  faisant 
j)=rr  et  7=0. 

On  démontre  facilement ,  au  moyen  de  l'équation  (3),  deux 
autres  propriétés  du  cercle.  '       ^ 

En  efiet,  d'abord  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

mais ,  d'après  la  figure ,  on  a 
/  =  MR,  a:=A'R;     d'où    ar— x=  A"G— A'R=GR; 

donc  MrL=  A*R  X  GR ,      ou  bien     A'R  :  MR  :  :  MR  :  GR  ; 

c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la 
circonférence  sur  un  diamètre  j  ou  V ordonnée  à  ce  diamètre  , 
€sl  moyenne  proppriionnelle  entre  les  deux  segmens. 
Ensuite ,  la  même  équation  revient  encore  à 

mais  si  l'on  tire  la  corde  A'M,  on  a  évidemment 


S^  +  x*  ou  MR+A^RssA'M,  2r=A''G,  ar=:A"R; 

donc    i?îS=A''GxA''R,    ou  bien    A^G  :  A'M  :  :  A"M  :  A'R  ; 

ce  qui  prouve  que  la  corde  menée  par  l'une  des  extrémités 
d'un  diamètre  est  moyenne  proportionnelle  entre  ce  diamètre 
et  le  segmerii  adjacent  formé  par  la  perpendiculaire  abaissée 
àe  V extrémité  de  la  cord^  sttr  Ce  diamètre, 

i3. . 
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i$7.  3*.  «— Enfin  ;  Vorigine  des  eoordoniiA|^'^u|  èlrê  fltltét 
au  centre. 

Dans  ce  cas ,  qui  est  celui  que  nous  aurons  à  considérer  U 
p{ps.  fréquenament  y  les  coordonnées  p  et  q  sont  nullesi,ûi  l'é- 
quation (i)  se  rcduît  à 

àr*  +y  ±sr\..  (4) 

C*est  l'équation  du  cercle  rapporté  à  son  centre  comme  origine* 
On  y  parvient  directement  d'après  le  triangle  rectangle  OMS^ 
qui  donne 

0R'+  MR*=  Off      ou      rr*  +jr^z=z  if. 
Si  les  laxes  sont  obliques ,  on  a  pour  équaftion 

rc*  -J- j^'  +  2rc)^.cosC  =  r%  • 

Fig  84.  {Voyez  le  triangle  obliquangle  OMR ^Jig.  84.  ) 

Des  Lieux  géométriques. 

168.  Avant  de  passer  aux  applications  des  principes  pre'cé^ 
dens ,  et  de  montrer  comment ,  à  l'aide  des  équations  de  la 
ligne  droite  et  du  cercle ,  on  parvient  à  résoudre  toute  espèce 
de  question  relative  à  ces  lignes ,  nous  ferons  quelques  obser- 
'  vations  générales  sur  les  équations  des  lignes  et  sur  l*usage 
qu'on  peut  en  faire. 

Nous  avons  déjà  vu  que  la  position  d'une  droite  ou  d'un 
cercle  est  fixée  sur  un  plan  par  le  moyen  d'une  équation  entre 
les  coordonnées  x  et  j-  de  chacun  de  ses  points,  et  un  certain 
nombre  de  constantes  dont  la  connaissance  suffit  pour  déter- 
miner cette  position  géométriquement. 

Supposons  actuellement  que,  x  et  j-  désignant  toujours  les 
distances  d'un  point  à  deux  axes  rectangulaires  ou  obliques, 
la  résolution  d'une  question  ait  conduit  à  une  équation  géné- 
rale entre  a?  et  j-,  et  que  nous  représenterons  par  F  (j*.,  ^  )=<>• 
(ï^e  caractère  F  veut  dire  fonction  (te...,) 


/ 
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J«  dis  ^W  9  quand  on  voudra  fixer  la  position  du  point  qui 
satisfait  à  Ténoncé  de  la  question  y  Ou  dont  les  coordonnées 
vérifient  Féquation^  au  lieu  d^un  point  en  en  obtiendra  une 
infinité  ;  et  la  série  de  ces  points  formera  une  ligne  qui  sera 
droite  ou  courbe j  suivant  la  nature  et  le  degré  de  Téquatioti. 

En  effet,  puisque  l'on  n'a  qu'dne  seule  équation  entre  x  et^, 
on  peut  disposer  arbitrairement  de  l'une  d'elles  (ces  quantités 
sont  y  pour  cette  raison^  appelées  variables)^  et  l'équation 
donnera  les  valeurs  correspondantes  de  Ttotre  variable. 

Donnons  ^  par  exemple  ^  à  l'abscisse  x  la  suite  des  valeurs 

X  =  a,  a',  a" y  a" y  a'^,  a^..«..    ■ 

Si  l'équation  n'est  que  du  premier  degré  en  j'y  on  eu  déduira 
successivement  pour  tes  valeurs  correspondantes  de  cette  va- 
riable, 

j-=5*,  y,  b\  b^y  b'\  &^ 

En  portant  sur  AX  (Jîg,  85  )  les  valeurs  de  x,  et  élevant  par  yiç.  85. 
les  points  P y  P',  P*,  P*. . .  des  perpendiculaires  y  ou  plutôt,  en 
menant  à  AY  des  parallèles  égales  aux  valeurs  de  j'y  on  aura 
différens  points  M,  M',  M%  M*. . .  9  qui  satisferont  également 
i  la  question. 

Comme  rien  n'empêche  de  donner  à  x  des  valeurs  extrême- 
ment peu  différentes  les  unes  des  autres  y  et  qu'alors  les  valeurs 
àej  seront  elles-mêmes,  en  général,  très  peu  différentes  les 
unes  des  autres,  on  doit  en  conclure  que  les  points  M,  AT, 
M' . .  ;  «  seront  très  voisins  ;  et  l'on  pourra  ensuite  lier  ces  points 
entre  eux  par  une-ligne  continue  MM'M^M*, ....  dont  tous 
les  points  seront  autant  de  solutions  de  la  question ,  parce  que 
les  points  intermédiaires  sont  censés  correspondre  aux  valeurs 
de  Xyjy  tirées  de  l'équation  du  problème,  et  comprises  entre 
celles  qui  ont  déjà  été  construites. 

Cette  courbe  sera  d'ailleurs  d'autant  plus  rigoureusement 
déterminée,  que  les  points  M,  M',  M*.  •  •  seront  plus  rappro- 
chés les  uns  des  autres. 

Supposons  maintenant  que  Téquation  soit ,  par  rapport  à.  jy^ 


d'un  degfé  ^9p4l^Uir  »u  prj3j:^r,  Comme,  «jai^  ce  Cfts,  à.ebft- 
Fig.  86.  que  v£^leur  de  x  il  doit  cQrre3pa9dr,e  ci^^ax  0ii  plusieurs  valeurs 
d«^.  (^g^.  86  ) ,  il  3'eosiiiit  que  Ja  courba  est  composée  de  deux 
ou  plusieurs  branches  MM'M" . . , ,  WH'N\  . . .  IIR'R'' 

169.  Soit  j  par  exemple ,  à  cdiistnui'e  rëquaiion   ^'  esrsar; 
On  en  déduit  ^  =  i:  ^/ax; 

ce  qui  prouve  d'abord  qu-à  une  même  valeur  de  x  41  carres-*^ 
Fig.  8;.  pond  deux  valeurs  de  jr  {Jtg.  85  )  égales  el  de  signes  con- 
traires; en  second  lieu,  qu'à  des  valeurs  négatives  de  x  il  ne 
'  correspond  que  des  valeurs  imaginaires  Aejr ,  c'est-à-Jire  que 
la  courbe  ne  peut  avoir  aucun  point  situé  à  la  gauche  de  Tori^ 
gineocideAY. 

Cela  posé  9  faisons  d'abord  xsso,  ce  qui  donne  j'z=:çy,Oïi 
peut  conclure  que  Torigine  des-  coordonnées  appartient  à  la 
courbe ,  ou  que  la  courbe  pass&  par  l* origine. 

Soit  maintenant    xz=zi;    il  en  résulte 

Après  avoir  pris  sur  ÀX  une  distance  AP  égale  à  runilé 
linéaire  ^  si  Ton  mène  par  le  point  P  une  parallèle  à  AT,  et 
que  l'on  prenne  au— dessus  et  au-dessous  de  AX  deux  distances 
PM»  PNy  égales  à  1  ^4«^-  •  >  M  et  N  seront  deux  points  de  la 
courbe  demandée. 

Soit  encore  iFs=:a;  d'où  j'  =  ±2..  Ces  valeurs  étant 
'  construites  comme  les  précédentes  y  donnent  IVT  et  N^  pour  deux 
nouveaux  points. 

En  continuant  ainsi  de  donner  à  j*  différentes  valeurs,  et 
construisant  les  valeurs  correspondantes  de  j^,  on  obtiendra 
une  courbe  de  la  forme  LAH  qui  s'étend  indéfiniment  à  la 
droite  de  Taxe  des  j*,  puisque ,  tant  que  x  est  positif,  les  va- 
leurs de  j*  sont  réelles. 

•  |70.  Proposons -no  us,  pour  second  exemple,  l'équatioa 

j-«— a?*=4»     de  laquelle  on  lire-  ^=si:i/a;*-J-4. 

Quxo'yt,^ premièrement j  qu'à  une  uiéiue  vadeuc  de  x  corres- 


pondent  deux  valeurs  de^  égales  et  dé  signes  coutraires-,  se- 
conderiient  j  que ,  quelque  valeur  positive  ou  négatiue  que  Ton 
donne  à  x,  on  a  toujours  pour  j^  des  valeurs  réelles.  Donc 
déjà  l'on  est  certain  que  là  courbe  s'étend  indéfiniment  au- 
dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x ,  à  droite  et  à  gauche  de 

» 

Taxe  des  j". 
Faisons  quelques  hypothèses  : 
Soit  d'abord  xz=o  {fig*  88);  on  tire  de  l'équation  proposée ,  fig^.  8^. 

Prenons  sur  A  Y  deux  distances  AB ,  AC ,  égales  à  2  ;  les  poin  ts 
B  et  C  appartiennent  à  la  courbe. 
Soit,  en  second  lieu, 

arsi;     d'où    j^  =  ifc  \/6=±a,2,   à  0,1  près. 

Si Tou  prend  sur  AX,  AP  =  i,  et  qu'6n  porte  sur  une  pa-> 
rallèle  à  AY,  menée  par  le  point  P,  deux  parties  PM,  PN,  égales 
à  2  ^,  M  et  N  seront  encore  deux  nouveaux  points  de  la  courbe.' 

Soit  encore     x  =  2 ,     ce  qui  donne 

j"  =  ±L  v/8  =  ±2,8,  à  0,1  près. 

En  construisant  ces  valeurs  comme  les  précédentes ,  on  ob- 
tiendra lés  deux  points  M'  et  N^ 

Et  ainsi  de  suite ,  dans  le  sens  positif  de  l'axe  des  x. 
,  Actuellement,  pour  obtenir  les  points  situés  à  la  gauche 
de  AY,  observons  que ,  puisqu'à  des  valeurs  de  x  positives 
ou  négatives,  mais  numériquement  les  mêmes,  correspondent 
les  mêmes  valeurs  de  jr^  il  suffit ,  après  avoir  pris  des  dis- 
tances Ap,  A/)'. . .  égales  à  AP,  AP', ...  de  mener  par  les 
points  p,  /)',•...  des  parallèles  à  AY,  et  par  les  points 
M,  M',...  N,  N',...  des  parallèles  à  AX.  Les  points  m  et  m',... 
/t,  /t%  •..  seront  aussi  des  points  de  la  courbe,  qui  sera  évi- 
demment composée  de  deux  branches  distincte  s  et  opposées 
LBL',*HCe'. 

Ces  exemples  suffisent  pour  donner  une  idé<    île  ces  sortes 
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de  conlitruetions  ^  sur  lesquelles  notis  reviendrons  plus  en  àé- 
tail  par  la  suite. 

17i.  La  courbe  représentée  par  l'équation  F  (a?"),  j")  =  o,  est 
appelée  le  lieu  géométrique  de  cette  équation. 

4 

il^c/pro^t/^m^/i^j  une  courbe  étant  tracée  sur  un  plan  y  si, 
par  un  moyen  quelconque,  fondé  sur  la  définition  ou  sur  \|ne 
propriété  caractéristique  de  cette  courbe ,  on  parvieat  à  ^^^ 
équatioA  qui  existe  entre  les  coordonnées  x  et  j*  de  tous  lei 
points  de  cette  courbe.,  et  n'existe  que  pour  ces  points,  la  re- 
lation ainsi  obtenue  est  dite  l'équation  de  la  courbe.  [Vcyjrez 
les  n*»*  159,  l&S.) 

Nous  terminerons  les  notions  générales  sur  les  lieux  géo- 
métriques ,  par  deux  propositions  quî  seront  d'un  usage  con- 
tinuel. ^ 

172.  Première  PROPOSITION. — On  a  vu  précédemment  que 
Véquation  générale  d'une  ligne  droite  est  de  la  forme.... 
j-  =  «0?  -f-  ^*  •  •  (0  >  les  quantités  a  et  b  pouvant  passer 
par  tous  les  états  de  grandeur.  Je  dis  que ,  réciproquement, 
toute  équation  du  premier  degré  entre  deux  variabtes  ^etj 
a  pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite. 

En  effet,  quelle  que  soit Téquatioh  proposée ,  on  peut  tou- 
jours la  ramener  à  la  forme    jr  r=  mx+/i.  • .  (2). 

Comparons  entre  elles  les  équations  (i)  et  (2). 
Fig.  72.      1**.  —  Si  les  axes  sont  rectangulaires^  on  peut  poser  (7%.  7^) 

a    ou     tang  «=  m ,     et     b=zn^ 

Prenant  alors  sur  AT  une  distance  AB  =  /t,  et  menant  par 
le  point  B  une  droite  qui  forme  avec  AX  un  angle  «  dont  ra 
soit  la  tangente  trigonométrique ,  on  aura  (  n®  140)  pour  Té- 
quatîon  de  cette  droite  ainsi  fixée  de  position, 

j-=i=  artang«-4-^,     ou  bien,    jr=imx'\'n: 

Donb,  réciproquement,  cette  dernière  équation  a  peur  lien, 
géométrique  une  ligne  droite. 


a<».—^I$^a^e$  sont  oblique^,  on  pose  . 

SlDtf 
a  ou  -: — TTT r  =  W      Ct      6  =  B. 

f 

Pre;nant  sur  AY  {Jig.  78)  uoe  partie  AB  égale  k,n,  et  me-  fj^.  ^3. 
nant  par  le  point  B  une  droite  qui  forme  avec  AX  un  angle  « 

tel  que  l'on  ait  -: — 77?— — -rs  iïi,  on  aura  (n*  15&)  pour  son 

^  sm  (/3^— «)  "^ 

équation , 

r  z=z  X -, — -^ r  +  «,     ou  bien,     r  =  mx  +  '*- 

Donc,  réciproquement,  etc.  •  • .  • 

Il  reste  à  savoir  toutefois  si  l'angle  «  peut  toujours  être  de'- 

terminé  d'après  la  relation  -: — --z r  =  m, 

■^  sm(i8  — «) 

Or,  on  a  reconnu  (n®  1^4)  que  cette  relation  donne... 

msîniS  ,,         .        ,  , 

tang  «  =  — ' ;;  ;  et  l  on  sait  qu  une  tangente  peut  pas- 

l  +  m  COS  g  ^  u  r  r 

ser  par  tous  les  états  de  grandeur  ;  ainsi  l'angle  «  est  toujours 
susceptible  de  détermination. 

178.  Gomme  deux  points  déterminent  la  position  d'une 
droite,  il  s'ensuit  qu'une  équation  du  premier  degré  en  x  etj- 
étant  donnée ,  il  suffira ,  pour  en  construire  le  lieu  géomé^ 
trique  ,  de  fixer  la  position  de  deux  de  ses  poin-ts. 

Les  plus  remarquables  sont  ceux  où  la  droite  rencontre  les 
axes  ;  et ,  pour  les  obtenir,  on  fait  successivement ,  dans  l'é- 
quatiou  ,  j-^=ro,  puis  a:=:  o  ;  les  valeurs  obtenues ,  pour  x 
dans  la  première  hypothèse  ^  et  pour  j-  dans  la  deuxième ,  re- 
pre'sentent^  l'une,  l'abscisse  du  point  de  rencontre  avec  l'axe 
des  X ,  l'autre ,  l'ordonnée  du  point  de  rencontre  avec  l'axe 
des  jr, 

[On  a  déjà  tu  (n<>  145)  quô  Fintroduction  de  ces  deux  quantités  dao» 
Téquation  de  la  droite ,  lui  donne  une  forme  très  symétrique.  ] 

Si  l'équation  est  de  la  forme  ^ssmx,  comme,  en  faisant  ^'sso,  on  obtieirt 
jr=o,  «t  réciproquement,  il  sVnsnit  que  la  droite  passe  parrorigine,*  et 


j' 


pour  en  ayoir  un  secand  point,  il  suffit  d«  dûnuer  à  x  un«  vsdenr  p^rticu- 
lière,  et  de  construire  la  valeur  correspondante  à.%y, 

174.  C<M particuliers.  —  On  propose  de  construire  ar  —  3x  =  i  (on  sup- 
posant les  axes  rectangulaires). 

." 

Fig.  89.      Pour  j^=o  (^.  89),  l'on  trouve    x=:— ^;    et  pour    x^o^    -^^X" 

,    Prenant  dono  sur  AX  une  distance  AG  =  -^  s>  Qt  «ur  A^  une  distance 

AB  =s  -,  on  Oibtient  CBL  pour  \^  lietu  géornétrique  demandé. 
Fig.  go.      Soit  encore  à  construire  Péquation    3lr  -f*  5x  -f  4  =  o  C.^*  Çfi>  )• 
Pour  y^Of  l'on  a  x  =  —  ï ;  et  pour  x  =  o, . . .  r  =  —  5. 

Prenant  sur  AX,  AC  =  —  |,  et  sur  A'ï,  AB'  as  —  |,  on  obUent  VCl/ 

pour  la  droite  demandée. 
Ou  peut  avoir  besoin  de  construire  la  tangente  de  l'angle  «»  Or,  la  pr«- 

mière  équation  donnant   y=  -  x  ««f*  -,   il  en  résulte  .  tang  «  =r  -<. 

Fig.  89.      D'après  cela,  soit  pris  sur  AT  (fg-  89),  la  distance  ABr=  -.  MonoDs 

par  le  point  B  une  parallèle  BH  à  l'axe  des  x;  prenons  sur  BH ,  une  partie 

3 
BD  =:  I ,  et  élevons  une  perpendiculaire  DE  =  -)  nous  aurons. ...  * 

3 
tang  EBD  =  -  ;  ainsi  le  point  E  appartiendra  à  la  droite  CBL. 

5  4  5 

/  La  deuxième  équation  donne    jsz  —  -  x  -^  > ,     d'où    tang  «  :s  ^>*  ^ . 

3 
Fiir  00       Après  avoir  pris  sur  AY  {Jig.  90)  une  partie  AB'=  — -^,  si  l'on  mène  S'A' 

parallèle  à  AX,  que  l'on  prenne  67)'=:  1 ,  et,  qu'enfin  l'on  élève  une  perpen- 

5.                                                                      .  5 
diculairëD'E'=:^>  on  aura  nécessairement  tang  E'B'D' =  ^  ;  d'où 

thng  FB'X'  =  —  ~  ;  et  le  point  F  appartiendra  à  la  droite  CB'L'. 

o 

Toutes  les  constructions  précédentes  s'appliquent  au  cas  où  les  axes  sont 

3  5 

obliques.  Seulement ,  les  quantités  -  et  —  -  construites  en  dernier  lieu  , 

,         '  .    ,  .       ,  sîn  tk 

n'expriment  plus  des  tangentes,  mais  bien  le  rapport  —, — Tq—^.- 

I7Ô.  Soit  pour  troisième  et  dernier  exemple,  l'équation ^=r:x  (les  axes 
étant  supposés  quelconques). 
Fig.  QT.      Pour  y  =5;,o  {fig.  91) ,  l'on  a  x  =  0  j    donc  la  droite, passe  par  rorigine. 


Faisant  maintenant  «=  i,  on  obtient  ^  ss  i  ;  et  Ton  aurait  da  même  pogu^ 
r  =  a, ...  /"zsa. 

D^où  Pon  Toit  que  la  droite  ABB'  ainsi  déterminée ,  divise  ea  deux  par- 
ties égales  Tangle  des  deux  aies. 

Si  lea  axes  sont  rectangulaires ,  Fangle  BAX  est  égal  à  5o<>. 

176.  Btnmrqng.  -«-  L'équatioa  proposée  peot  être  eil  x  àêniepunt ,  ou  bien 

en/,  Q^esH^-diro  ne  renfermer  qu^une  seule  coordonnée. 

Dans  ee  cas ,  le  lie»  géométrique'  se  réduit  à  une  ou  plusieurs  droites  paral- 
lèles à  l'un  des  mxes,  sulT^t  le  degré  de  Téquatipii  »  et  si  les  racinea  soni 
réelles. 

Soit  Téquation  aa:  <f-  3 =o ,  d'oàron  tire  x  =  -. 

'3 
Prônons  sur  AX  (Jig.  ^a  )  y  «ne  distance  ABbs  -^  et  menonapar  le  point  B,  p- 

BG  paraUMe  à  AY  ^  il  est  évident  que  tons  les  points  de  Gf9tie  droite  Joui- 

3 

ront  «xcJusùwHent  de  la  propriété  d^aToir  -  pour  abscisse  >  quel  que  soit 

d^alUeurs  jr^ 
Soit  encore  Téquatlon  ^  -f>  ^  -~  a  s=  o,  qui  ^  étant  résolue  ^  donne. . . 

/  = rîrl/l"*-^»    ^'^»*    ^fi=ietr  =  — a. 

Si  l'on  pfeend  anr  AY  {fg.  93)  doux  distancés  A&s=  i,  AB^=— a,  et  ng.  gj 
qu^on  mènd  GH,  G'H',  parallèles  à  AX»  ces  droites  seront  telles  qu^on  aura 
toujours  r=  I  pour  la  première,  et^=x--*9  pour  la  deuxième,  quel  que 

loit  X.  , 

177.  Seconde  proposition.  —  On  a  trouvé  (  n*  165  )  pour 
Féquation  générale  du  cercle  rapporté  à  des  axes  rectat^ulairesy. 

(x  —  p}^  +  {j-  —  qY  =r». 

ou  développant ,  x^^j^^-^VLpx-^ ^qyr  +  jc^»-}-^*-^ r^=:o ....  ( i )»     • 

V 

Réciproquement  y  toute  équation  du  second  degré ,  de  la 
forme  a:*  +  j-»  +  Aa:  +  87*  +  C  =  o , . . .  (2) ,  c'est-à-dire 
qui  ne  renferme  pas  le  rectangle  xy  des  variables,  et  dans  la-^ 
quelle  les  coefficiens  des  carrés  sont  égaux  à  l'unité  ou  égaux 
entre  eux  (parce qu'on  peut  toujours  diviser  Téquatio/i  par  ce 
coefficient  commun}^  appartient  (dans  le  cas  d'axes  rectan-- 
^dàves)  à  une  circoi^érence  de  cercle. 

£a  effet,  comparons  l'une  à  l'autre  les  équations  (1)  et  {fy^. 
etposons     — 2p^=Af     — 27  =  8,.    />*+7*  —  r»=:C; 


V 


2o4  *>S^  1.1E0X 

OU  en  déduit 


^_  i,  ^1 .  .=v/?+i==r=  v/*-^  -  c. 


é,  soient  'tnoës  deux  ane»  metAngulakes  AX|. AY 

^S  94*  (^-  94) >  ^  construisons  le  pf^int^O  xlont  les  coordonfiées 

A  B 

soient  —  —  pour  l'abscisse ,-  et—  —  pour  l'ordonaëe.  Puis,  du 


point  0  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  l/      T^ — — C , 
décrivons  une  circonférence  de  cercle;  elle  aura  nécesiaire- 

^ 

ment  pour  équation ,  . 

(i*  —/>)*  +  Cr  —  ?)•  =  »"; 

ou ,  si  Ton  remplace  p  y  q ,  r^  par  leurs  valeurs , 

(-+î)"-^(^+i)"=^--<=^ 

ou  développant  e(^  réduisant , 

X*  +  Ax  +j^*  +  Bx  +  C  =  6y 

résultat  identique  avec  Féquation  (t.).  Donc ,  etc..». 

On  peut  encore  démcmtrer  la  proposition ,  ainsi  qu'il  suiti 

Ajoutons  d'abord  aux  deux  membres  de  Téquation  (2)  la 

%.*        B* 
quantité  -j — H  "T  >  ^û"  de  compléter  les  carrés  x*  +  Ax, 

et  j**  +  B;^  ;  il  vient 

4         .  ,4.4 

Oubien,     (a:+|y  +  (r+7j  =  ^^^^-C,.,..  (î)^ 
équation  que  l'on  peut  comparer  iininédiatement  avec 

(«  —  pr  +  (^  —  ?)*  =  '•', 


\ 


ttt  posant 


=-i'  <?=-r'  '•='V-4 — ^•' 


I 


xl^où  il  suit  que  l'ëquation  (3) ,  et  par  conse'quent  réquaiion  (2) 
dont  (î)  n'est  qa^ne  tmB^brmëe,  repréienle  une  circonCBrence 
de  tetrle  ^ui  a  pour  centre  le  point  détermina  par  les  coor- 

A        -    B  •        /a*  4^6* 

données  —  — ,  . >     et  pour  rayon,  i/  — 7 — •— C. 

La  seconde  démonstration  peut  paraître,  plus  simplet  que  la 
première  9  mais  elle  est  moins  analytique. 

178a  Première  remarque.'^ Les  quantités  A ,  B ,  C,  étant 
Quelconques  y  peuvent  être  telles  que  l'on  ait 

À^  +  B*      ^^  ■ 

4 

Dans  le  premier  cas ,  le  rayon  r  est  nul  >  et  la  courbe,  se  ré-  - 
duit  à  son  centre  j  c'est-ànlire  à  un  point. 

Dans  le  deuxième,  le  rayon  r  est  imaginaire  j  ce  qui  veut 
dire  qu'il  n'y  a  pas  de  courbe  ;  et  l'on  dit  alors  que  le  rercle 
est  imaginaire.  ^  / 

Seconde  remarqne.'^Lti  proposition  précédente  suppose  que 
Itsaxes  soient  rectai^ulaires;  car  on  a  vn  (n^  164)  que  l'équa- 
tion d'un  cercle  rapporté  à  des  axes  obliques ,  renferme  né- 
cessairement le  rectangle  :txj-  cas  fi,  terme  qui  ne  peut  dispa- 
raître qu'autant  que  Von  st  j3  =  100^. 

L'équation  (a) ,  dans  le  cas  où  les  axes  sont  obliques,  est 
celle  d'une  courbe  qui,  comme  nous  le  verrons  plus  tard, 
présente  quelque  analogie  avec  le  cercle. 

179.  Cas  particulier f.  —Soit  à  construire  Téquation 

2jr»  +  ^jr*  —  3x  -f-  4^  —  I  =:  o; 
ell«  peut  d^abord  être  mise  aous  la  forme 

1. 

'      •«*  H-r*  -*■  -  J«^  4-  V  =i  -> 


!2o6  ,  i»l»  utigx 

où,  eu  ^outâm  Uê  eanm  de  Ia  moitié  du  oœflloieiit  -«  -  «t  de  la  moitté  du 

coefficient  9,  c^t-&-dirà    --:+  i,    ou  -^, 

i6  i6 


G  -!!)■ 


^iS'  95.      Cela  posé,  constniiaon»  d^bord  le  point  O  (J%.  gS)  qui  a  -  pour  abi' 

4 

cisse  et  —  I  pour  ordonnée. 

Eniuîte,  du  point  O  oomme  «entre,  et  a^iec  un  rayon  égal  à  iv/33  (on 

1,4...   à  o,  1  près) ,  décrÎTons  une  ciroonférence ;  cette  eotorlte^eitt  lé  riéii 
Iféonétrique  demandé.  *  ^ 

Soit,  en  second  lieu,  l'équation    x» +^«  —  3^-|.ax  =  o,    qui  p^t  m 
mettre  sous  la  forme 


(-+')•+  (r-2y=.H.|«^. 


4       4 

Après  «Tulif  fixé  la  poaitiandu  point  qui  a^  1  pour  idMcisse  et  ^  pour 

Fig,  gC.  ordonnée,  si  de  œ  point  O  (^.'96)  eommé  centre,  avec  un  rayon  égal 

'         à  -  v'i 3  ou  1,8,  on  décrit  une  circonférence,  ce  sera  la  courbe  représea- 

tée  par  l'équation. 

H.  faut  observer  toutefois'  que,  dans  cet  exemple,  oomme  Féqttation  est 
satisfaite  simultanément  par  ap=o,  r=û,  la  ^courbe pmaenéoessaireiBent 
par  Torigiae;  d^o*  a  soit  tpm  le  ra^on  se  trouve  toot^ênstrait,  et  est  repré- 
senté par  QA.  En  effet)  l'on  a 


OA  =  i/AB  +  BO'     ou  bien,     OA  =  i/^  4.  i  =  ,-. 

On  reconnattrait .pareillement,  i^.  que  Téquation 

X*  -f.  j'"  --.  3»  4-  I  ==  o 

représente  un  cercle  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  -  et   o ,    et   qui  a 

'À 

pour  rayon  -  y'S; 


/     ^ 


a».  Que  l'équation  4x*  +  4r*  —  i2x  —  8r  +  i3  =  o  représente  un  point 

3 
ayant  pour  coordonnée  -  et   i.   En  effet,  on  peut  la  transformer  en.,. 


\ 


fi—î  j  -f  (/  —  i)»=o;    et  cctt«  équation,  dont  1«  premier  mèmbrei 
est  la. somme  de  deux  carrés  essentiellemenl  positifs,  ne  peut  être  tttisfaita 

quen posant  (*""")    ~  **'     ^^ —  0*  =  ®> 

i 

30,   Que  réqimtSon  **-|- j'»  4*  4*  ""  V  H-  7  =  o  ne  représente  rien, 
car  on  peut  lui  donner  la  forme 

(X  +  a)«  4-  (r  —  !)•  =  — a, 

équation  dont  le  premier  membre,  étant  la  somme  de  deux  carrés  potUifs , 
ne  peut  être  égal  à  une  quantité  négative. 

180.  Gçs  notions  générales  sur  lel  lieux  géométriques  étant 
bien  entendues^  Toyons  le  parti  qu'on  peut  ca  tirer  dans  la 
résolution  des  problèmes  de  Géométrie  déterminés  ou  indé^ 
terminés. 

Coxtsidérpns  4'^bord  le  cas  où  la  question  est  indéterminée, 
et  supposons  que  cette  question  re;vienne  à  fixer  la  position 
d'un  certain  point  sur  le  plan  d'une  figure. 

En  rapportant  le  point  cherché  et  les  autres  parties  de  la 
figure  à  deux  axes ,  et  désignant  les  coordonnées  de  ce  point 
par  X  et  jr^  on  obtiendra  par  la  traduction  algébrique  de  re- 
noncé ,  une  certaine  relation ,  F  (x,  j*)s=co  ^  entre  ces  coordon^ 
nées  et  les  quantités  connues,  laquelle  sera  dite  l'équation  du 
problème  ;  et  si ,  conformément  aux  principes  établis  précé- 
demment ,  on  construit  le  lieu  géométrique  de  cette  équation, 
la  série  des  points  faisant  partie  de  ce  lieu  géométrique,  satisr 
fera  à  l'énoncé  de  la  question  ;  et  les  coordonnées  de  ces  points 
représenteront  géométriquement  tous  les  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  àej"^  propres  à  vérifier  Téquation  F  (cr,  j-)  =  o. 

iBi.  Non-sculepient  les  lieux  géométriques  servent  à  résou- 
dre les  questions  indétef^minées  ;  mais  on  peut -encore  en  faire 
usage  dans  les  problèmes  déterminés  à  deux  inconnues. 

Admettons  en  effet,  que  l'énoncé  d'une  question  ait  conduit 
aux  deux  équations  F  (t,  j-)  =0,  F  (rr,  ^)= o ,  x  etj"  reprc- 
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sentant  les  coordfnnéés  d'un  certain  point.  On  pourrait  dV 
bord  éliminer  x  eXj-  entre  ces  équations,  puis  construire  toos 
les  systèmes  de  valeurs  que  Ton  obtiendrait  ;  chacun  des  points 
ainsi  déterminés  satisferait  à  Ténoncé. 

Mais ,  sans  effectuer  Télimination  qui  y  le  plus  souvent ,  con- 
duit à  des  résultats  compliqués,  etn*est  pas  elle-même  tou- 
jours facile,  on  peut  fixet  la  position  de  ces  mentes  points. 

En  effet ,  Véqoation  F  (a*,  jr)  =tOy  considérée  seule,  représente 
une  certaine  ligne,  lieu  de  tous  les  points  dont  les  coordonnées 
vérifient  cette  équation.  Supposons-la  construite,  etsoitLBH 

Fig.  97.  {fig^  97)  <^e  IJ^^  géométrique. 

De  même ,  l'équation  F'  (a?  ,^)=  o  est  celle  d'une  seconda 
ligne  dont  tous  les  points  sont  tels ,  que  leurs  coordonnées  vé- 
rifient cette  équation;  supposons  cette  ligne  construite  par 
rapport  aux  mêmes  axes  que  la  précédente,  et  représentée 
par  KCI. 

Gela  posé ,  il  est  évident  que  les  points  M,  M', ...  ou  ces  lignes 
se  rencontrent^  sont  ceux  qui  satisfont  à  l'énoncé ,  puisque 
leurs  coordonnées  forment  des  systèiaes  de  valeurs  de  x  et 
de^,  qui  vérifient  en  même  temps  les  deux  équations.  Ainsi, 
les  poiivts  M,  M^, . . .  sont  autant  de  solutiohs  de  la  question  dont 
'  ces  équations  sont  la  traduction  algébrique ,  si  toutefois  on  a 
eu  pour  objet  de  fixer,  sur  un  plan,  la  position  d'un  point 
d'après  certaines  conditions* 

Lorsque  les  inconnues  x  eij  n'expriment  pas  primitivement 
des  distances  à  des  axes  fixes,  mais  des  lignes  quelconques,  les 
coordonnées  des  points  M,  M',...  en  représentent  alors  les 
valeurs  géométriques. 

En  substituant  ainsi  les  intersections  de  deux  lieux  géomé- 
triques à  l'élimination  entre  leurs  équations,  on  parvient  sou- 
vent à  des  constructions  simples  et  élégantes  du  problème. 
La  suite  de  ce  chapitre  nous  en  fournira  plusiejurs  exemples. 

183.  Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  de  faire  TappUcation  de 
ces  principes  au  problème  (n®  91),  résolu  dans  le  premier  chapitre  par 
deux  méthodes  différentes. 

Reprenons  les  deux  équations  qui  ont  été  obtenues  par  la  premier^' 
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méth^d ,  saTbir  :  . 

(&  --  ar)>  -i-(c— j<)>  ==r»,....    (l) 
a(jr»-4-^»)    =  m»(a^— .aJ-f-^);...  (a) 

et  observons  d^abord  que  ces  équations  seraient  celles  qu^on  trouverait  «h 
rapportant  le  point  inconnu  t)  {Jig.  ao}  à  deux  axes  rectangulaires  dont  l'un  pig,  ^^^ 
serait  AB,  et  Tautre  une  perpendiculaire  élevée  au  point  A'. 

Cela  posé,  au  lieu  d^éliminer  or  etr  entre  ces  équations,  qui,  comme  on 
Ta  vu  n*'  ai,  conduisent  à  des  résultats  très  compliqués,  tftchons  de  cons- 
truire les  lieux  géométriques  qu'elles  représentent. 

La  prenùère  est  évidemment  celle  du  «cMle  donné;  efti*  r  étant  !«  rayott,     * 
b  ai  c  sont  les  coordonnées  du  eeiitre. 

Quant  à  la  seconde,  qui  peut  se  transforme»  ainsi , 

m*  ,    m» 

*»  4.  ^»  —  1  *—  j:  =  m*  —  a*.  — , 

a  a 

/         m*'\*  iM*  ,  m* 

on  bien  etïcore,        i*-* r  -f-r*~  —  4-i»*—  1».-^— , 

\  a  J  a*  a 

elle  représente  (  no  177  )  un  cercle  dont  le  centre  est  sut  AB ,  ett  mi  point 

m* 
[fg.  ai)  K  pour  lequel  on  a    AK.  «t  —,     «t  ^ui  «  pour  rayn»,  Pi-    ,,^ 


=s/P 


+  m'   —  Th. — 

a 


Or,  le  triangle  reotangle  ACXi  donne  AL  ou  m*  =  AC  —  CL,    ou  bien, 
TO*  =  &*  -f-  c»  —  r"  5  ainsi  l'on  a 


'  =  y/l^  _  ,J.'^  +  *•  +  C  -  r.  =  v/(i  -  i^)'+  c  _  r». 

ml 

D'ailleurs,     5  •—  —  est  égal  à  KF;  ce  qui  donne 

a 


KG  =  c»  4-  r* — ^  y 


Donc  enfin  / 


=  \/kC  -r». 


Mais  si  Ton  mène  du  point  K  une  tangente  KD  ou  YJY  au  cercle  donné ,  on 

a  évidemment  k5'ou  KD'*=  KG  —  r». 

tToù  Ton  voit  que  ces  deux  tangentes  donnefit,  non- seulement  le  rayon 
du  second  cercle ,  mais  encore  les  points  où  les  deux  ciréonfcrences  se  cou- 
pent ,  c'est-à-dire  ceux  dont  on  demandait  de  fixer  la  position. 

Il  est  remarquable  que^Ja  première  méthode  employée  pour  résoudre  la 
question  ,  conduise ,  par  le  secours  des  lieux  géométriques  ,  à  la  même  cens- 

.4 
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tmetion  que  la  Mconda.  Mais  il  faut  un  peu  de  réOexion  et  dliabitude  pMr 
découvrir  ce  rapprochement. 

§  IL  kippUcations  des  Principes  généraux  établis 

précédemment. 

Propositions  sur  les  triangles. 

185.  i^'.  Rechercher  par  Tanalyse  les  points  d^intersection  deux  à  deux 
des  droites  menées  par  les  sommets  A,  B,  C,'dVn  triangle,  et  par  les 
Fig.  98.  milieux  F ,  £ ,  D  (Jîg,  98  ) ,  des  côtés  opposés. 

Prouver  que  ces  trois  droites  se  coupent  eii  un  même  point. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  AX ,  AY,  dont  Tun,  celui  des  x,  sa 
confonde  avec  Tun  des  côtés  AB  du  triangle,  Forigine  étant  d^ailleurs 
placée  au  sommet  A.  La  question  consiste  à  former  les  équations  des 
droites  AF,  BE,  CD,  puis  (n^  148}  à  éliminer  x  et  ^  entre  ces  équatioDs 
combinées  deux  à  deux.  Mais  auparavant,  il  est  nécessaire  d^établir  les 
coordonnées  des  points  A,B,C,D,£,F.  t 

On  a  d'abrad  pour  les  coordonnées  de  A,  (^sïo,     xsso);' 

soit  AB  =  c;  il  en  résulte  pour  celle  de  B;  (^  =  o,     x  ==  c  )  ; 

posons  d^ailleurs  pour  le  point G,  (  ^  =:  ^',    x  =  Jt^]. 

Maintenant,  comme  D,  E,F,  sont  les  milieux  de  AB,  AC,  CB,  on  en  déduit 

a  a  a  a  a 

a  a  a  a 

c  —  x'  c  -f-  x^ 

d'où  AG  =  x'  -f-  =     ■  )  ce  qui  donne  pour  les  coor- 

'  .a  a  ^     , 

données  des  points 

^ (r  =  o,    '  =  -^)> 

- (-f-T). 


Connaissant  pour  chacune  des  droites  AF,  BE ,  CD ,  les  coordonnées  de 
deux  de  ses  points ,  nous  pourrions  obtenir  son  équation  en  substituant  dans 
la  formule  du  n9  148, 


y'  —  y" 
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&  la  plâ^e  de  x',  y,  x*,  y,  les  nJeo»  eorrespondantes  ;  mais  il  eet  plus  élé- 
gant d'opérer  de  la  manière  snivante  : 
Comme  AF  passe  par  Torigine ,  son  équation  est  de  la  forme 

\ 

r  =  «x; 

(y     c  -h  o/N 
relation  particulière 


a 


H  •(4^).  " 


où     a  =: 


c  -#-«'* 


ainsi  Téqnation  de  AF  est     jr  = 


y 


(^  4-  j/ 


X....    (i) 


La  droite  B£  passàht  par  le  point  B,  ou  (o,  r),  son  équation  est  de  la 
Forme    yss^a' {^x  —  c). 

(U  faut  remplacer  dans  Téquation  y — y:=tf  (x— x^),  du  n<^  149,  y* 
par  o,  et  x'  par  c,  puis  a  par  a'.) 

liais,  comme  cette  même  droite  passe  par  le  point  £,  on  \^f  ^) , 
on  a  la  relation 


^=<T-).   ' 


'«A    -«'  — rL . 


où    a'  r= 


V  —  ac 


donc  Téquation  de  BE  est   r  =  -7-^^- (*  —  c). . . .  (a) 


y 


On  trouTerait  de  même  pour  CD,  y  =:  -—7- (ax  —  c) . . . ,  (3) 

aJr   "■"•  V 

n  reste  actuellement  à  combiner  ces  trois  équations. 
Premièrement  y  on  déduit  des  équations  (i)  et  (a) , 


y 


:.X 


y 


c  -f-  x'  X'  —  ac 

équation  qui  9  étant  résolue,  donne 


(x  —  c). 


X  =1 


c  ^y 


y/ 

Portant  cette  râleur  dans  (i)  >  on  trouye. . .     y  ='r« 
En  second  lieu ,  les  équations  (1)  et  (3)  donnent 


y 


î?4r^  («-•>' 


i4*» 


ou ,  résolYafnt x  =  — ^E — , 

r 

y 

et  par  conséquent, y  =  •?•. 

D'où  Ton  voit  que  les  coordonnées  du  point  dUntersection  des  deux  droites 
,  AF,  BE ,  soHt  identiques  avec  celles  du  point  dHntersection  de  AF  et  CD. 
Ainsi ,  cet  trois  droites  se  coupent  en  Un  même  point. 

Si  du  point  O  commun  à  ces  trois  droites ,  on  abaisse  IVvdonnée  W>  le» 
deux  triangles  semblables  DCH,  DOP,  donnent 

OP  :  CH  ::  DO  :  DC;    mais  on  a^  OP  =  ^  /  =  -y- } 

DC 
donc  aussi  DO  =  -=-. 

Ce  point  est  connu   en  Statique   sous  le   nom  de  centre  de  gravité  du 
triangle. 

^    En  réfléchissant  sur  Panalyse  précédente ,  on  reconnaît  aisément  que  les 
calculs  sont  les  mêmes  quelle  que  soit  Pinclinaison  des  axes.         * 

Gepei|(l%nt ,  iU    deriennent    plus    simples    lorsqu'on    conservant  AB 
Fig.  gg.  jj^^  g^j  povar  axe  des  » ,  on  prend  pour  axe  des  ordonnées  une  droite  AY 
parallèle  à  CD,  ce  qui  est  permis ,  puisque  la  droite  CD  e^l  ^oni^e  de  po- 
sition. 

Dans  ce  cas  >  il  est  ^vident  qv^  Fabsf  iase  j/  d^  poiiit  C  derient  égale 

à  AD  ou  -,  d'où  c=  ox'  î  et  les  équations  (i),  (ï),  (3),  deviennent,  savoir: 

y 
L'équation  de  la  dfoite  AF. . .  y  =-5-7  x, 

y 

celle  de  la  droite  BE. . .  r  =  —  51?  (*  —  ^^» 

et  celle  de  la  droite  €Ù, . .  x  =  x% 

(puisque  cette  dernière  droite  est  parallèle  à  AT). 
Cela  posé ,  combinons  la  dernière  équation. x  =s  x% 

avec  la  première  5  il  en  résulte ; . . .    ^  =  ^. 

«4 

En  la  combinant  avec  la  seconde,  on  trouve  encore. . .    y  zs  ^: 

ainsi ,  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  CD,  AF,  et  de  CD,  BE, 

sent  X  =  x'.      y  =  —  =  — . 

Ceci  prouve  combien  lecboix  des  a^es  peut  influer  sur  la  simplicité  de« 
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calculs  dans  la  résolution  dès  questions  par  le  secours  de  la  Céométrio 
analytique. 

184.  q9.  —  Déterminer  les  points  d'interseétton  dâux  à  dtux  àe's  perpendi- 
culaires abaissées  (Jig.  lOi)  des  trois  sommets  du  triangle  ABC,  sur  les  côtés 
opposés»  Démontrer  que  œs  perpendlctilaires  se  toupent  en  un  même  point  O. 

On  coaçoU  quUci  il  doit  y  avoir  de  Pavaniage  à  supposer  les  axes  rectan- 
gulaires pulsquHl  faut  ûdre  tttVt^  eH  coasidéfttiiMi  la  ralati»n  de  polfeiidi- 
culartté  de  deuk  droites  (votyez  n^  V^). 

Prenons  encore  pour  axe  des  abscisses  la  ligne  AB,  et  pour  axe  des  ordon-  „. 
nées  la  perpendiculaire  élevée  au  sommet  A.  *^*  ^'* 

En  désignant  toigours  par  c  la  ^lifftaiiae  AB  ou  l^scisae  du  poinit  B ,  et 
par  3ifyx'y  les  coordonnées  du  point  C,  on  a  d^abord  pour  Téquation  de  CE 
parallèle  à  Paxto  des  y^ 

X  =  y.. (ij. 

Avant  de  rechercher  les  équations  de  AF  et  de  B£ ,  nous  commencerons 
par  déterminer  celles  des  droites  CB ,  AC ,  auxquelles  elles  sont  perpendi< 
culaires. 

Or,  la  droite  CB  passftht  par  les  deux  points  (y»  «')  et  (o ,  c) ,  son  équa- 

tk»  est  {no  14^ jr_yc=.y£L.(jp-x'). 

''  se  — ^  c 

Celle  de  la  droite  AC  qui  passe  par  Torigine  et  par  le  point  (x',  j(^  ) ,  est 

y 

Cela  posé,  comme  AF  passe  par  Torigine,  elle  a  une  équation  de  la  forme 

r  =  a'x  ; 
et  de  ce  qu'elle  est  perpendiculaire  à  CB,  on  a  (no  |tfj$}  la  relation 


««'-♦-1=0     la  ayant  pour  valeur    --^ — )  j 

d'où  l'on  déduit  a'  =  —  I  =  à  ^  gf 

a  y    ' 

Ainsi  l'équation  de  AF  est 

X^  -p— .* («) 

La  droite  B  étant  assujettie  à  passer  par  le  point  B  on  (o,  c) ,  on  a  pour 
son  équation  ,      r  =  m'  ( x  —  c)  j 
et  puisqu'elle  est  perpendiculaire  à  AC ,  on  a  la  relation 

mm'  -f.  1  =  o     (m  ayant  pour  valeur  ^  J  \ 


2l4  MK>llJlfE& 

d'où  l'on  déduit  m'  =  —  —  =  —  t?» 

l  m  r  .  ,.,         , 

Donc  enfin  l'équation  de  BE  est 

X 

Maintenant^  ai  l'on  comhine  (i)  et  (a) ,  oi^  tronye, 

_    '        _  ^  ^  ^  ^ 

Combinant  de  même  (i)  et  (3) ,  on  obtient, 

X  =  y,    r  =  —  p-  (a:'  —  c)  =  — p — .a/. 

Donc  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  droites  CD,  AF,  sont 
les  mêmes  que  celles  du  point  d'intersection  des  droites  CD ,  BE  \  ainsi  (x$ 
trois  droites  se  coupent  en  un  même  point, 

i8l$.  3^.  «—  Déterminer  les  points  d'intersection  deux  a  deux  des  perpendi- 

Fig.  )oo.  culaires  élevées  par  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  ABC  (J^.  loo),  à  ces 

mêmes  côtés.  Prouve];'  que  ces  trois,  perpendiculaires  se  coupent  en  un  même 

point' 

Nous  prendrons  encore  pour  axe  des  x  la  ligne  AB,  et  pour  axe  des/"  la 
perpendiculaire  élevée  au  point  A^ 

Soient  toujours  AB  =  c,  AH  =  ar^,  CH=:y  ;  on  a  déjà  trouvé  (n»  185} 
pour  les  coordonnées  d^s  points  D,  Ç,  F, 

i....(o.O:E...(f  0,  F...(fl±^). 

Cela  posé  y  on  a  pour  équation  de  DL  ,  parallèle  à  AY,  x  c=;  -. , . ,  (i) 

(y  j/\ 
— «  —  j  ,  son  équation  est 

y       /       x'\     ' 

de  la  forme  ^-— — -ssafx— -— i; 

et  puisqu'elle  doit  être  perpendiculaire  à  AC  dont  l'équation  est 

y                                            x'  * 

r  =  -7  X,  il  en  résulte  «  = -t. 

X     *  y 

Ainsi  j  la  droite  £M  a  pour  équation , 

y        "^  r     *'^ 
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on  trouTerût  de  même  pour  Téquation  de  FN^ 

y'         c  ^  aT  /  c  -h  a^ 


(.-L:t-<).....(3) 


Comlûnons  entre  éllies  les  équations  (l)  et  (a)  ;  il  vient 
L«  éqnatlons  (i)  et  (3)  combinées  de  la  même  manière,  donnent 

c         y   .  (*'  — c)«'     x'«4-y*  — co/ 

a  a  i>y  oy. 

Ainsi ,  les  trois  droites  se  réunissent  en  un  méfne point, 
186.  Tf.  B,  —  Si ,  dans  le  résultat  qu^on  vient  d'o])tenir  pour  ^,  on  met 

■a 

à  la  place  de  x':  -h^*>  ^  valeur  AG  ou  &*  que  donne  la  fij^ore  y  on  tronv» 
pour  les  coordonnées  du  point  O  commun  aux  ti>ois  droites ,  lequel  n^est 
autre  chjMe  que  le  centre  du.  cercle  circonscrit  ,^ 

jp  = -,  r  =s — 3 — . 

a  3ir 

Calculons  maintenant  la  distance  AO  ;  on  a 


ou,  dévelc^pani  la  quantité  sous  1$  radical ,  et  ayant  égard  à  la  relation 

.     x'»  H*  /'»  r=  fc»,     AO  ss  --;  y^t^c»— acj/. 

Or,  PejpMBsioQ  |/&« -f- c"*  —  acj/  n^est  autre- chose,  on^ vertu  d^in  théo* 

rème  de  Géométrie,  que  la  valeur  du  côté  GB  ou  a, 

ah 
Donc  enfin,    AO  =±:  --;;    d'où,  en  posant  ^  AO  si?  r, 

ir^  ==  a,h\ 

ce  qui  prolfive  que  le  rectan^  de  deux  côtés,  d'un  trianele  est  égal  au  rec" 

tan^  compris  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  et   la  perpendiculaire 

abaissée  sur  le  troisième  côté ,  du  sommet  opposé,  (Y oyez  Legeudre,  liv.  Itl. ) 

Remarquons  encore  que  la  surface  du  triangle  ABG  ayant  pour  valeur  ABC 

ou  s  =  —  ,  il  en  résulte  air'  =  ^' 
a  '  c 
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Donc  >.  Texpressibn  de  AO  ou  r  défient      ^    .  . 

abe 

résultat  auquel  nous  sommes  déjà  parvenus  (po  45). 

p.  187.  La  construction  sur  la  méir  e  figure  (fg.  loa)  des  points  de  con- 

'  cours  relatifs  aux  trois  propositions  précédentes ,  d^nne  lieu -à  une  circons- 
tance fort  curieuse,  qui  consiste  en  ce  que  ces  trois  points  se  trompent  places 
sur  une  même  ligne  droite. 

Pour  noua  en  oonvatncva  par  l^sAlyse ,  observons  d'abord  qu'aà'-^fjpénéi&l 
on  reconnaît  que  trois  points  (  jc',  y  ),  («",  y-),  et  {^^y^)^  sont  en  li^e 

y  «"-^^   y^  ——y^ 
dn^te ,  toutes  les  fois  que  les  deusc  rapports  -; — =t;,   'T''~:jiy  ^°*  égaux. 

En  effet,  ces  rapports  ne  sont  antre  chQSO  (n^  148)  qu4  l«s  co^ciens 
de  X  dans  les  équations  des  droites  qui  joignent  le  premier  point  au  se- 
cond et  le  premier  au  troisième  ;  et  s'ils- soiit  égaux,  c'est  une  preuVe  que 
lêê  ifùit9ê  somt p^railèlés  {w^^  iIfO >.  D'ailleum  ees  droites  ont  déjà  la  point 
cepnMim  («^9  y)  )  iiQp/t  elles  te  ^ùt^omdent. 

Si  l'un  des  points  {^j  y)  est  l'origi|^  des  coordonnées,  il  smlBt  qtm  IVm 

ait   ^  =^ .     ou  bien,    y'jc»  —  xV*  =  o.        ' 

Gela  posé,  admettons  que  les  points  O,  Cy,  O",  correspondant  aux  trois 
propositions,  soient  rapportés  aux  tnèmes  ax«s  AX,  AIE,  dûnÉ  l'niksolt  la 
bue  AB  du  triangle,  l'autre  la  perpendiculaire  élevée  au  point  A;  et  scfin 
de  conserver  les  nçtations  employées  précédemment  pour  loa  jtoints  B  et  C, 
~  convenons  de  désigner  les  points  O,  CK,  O",  par  (ar,  et  ri),  (^2  et  j^,  ), 
(x3  et  n). 

La  question  est  ramenée  à  calculer    -^ -,     -^ -. 

•  »»  •—  Xi  Xt  -—  *5 

Or,  on  a  trouvé,  no«  |85,  184,  et  181$,  ^ 

/           y                   €^V\        /            (c-^*')aK  J\ 

V'  =  -3  ,     *.  =  ^-T-;'      [J*  =  - — y '     ''  =  ^y 

f  a/*  4-  y*  —  <?j/  c\ 

y        (c~-a<)y 

y."       o    J^«— ^«      3  y        .  y»  -4. 3y«  -  3cy , 

,Done,    1®.    -^ =  ,     j =  — 7 :7r-> —  • 

'  4r,^«r»  c  -f  J<    ^  (c  — 9*')y      * 

y     y>  4-  j/«  -^  cj< 

'    ■     r.— ri      T""  î^y        "       —  y*— 34/«4-3<?«' 

<l^  ,        I  ~—  lui  -—  .iiiii^iy    .       IIM.      ■■  I  , 

jr,  A-xj  C  "f-  y        c  (»x— 'C)y 


f^ 
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Cm  éeox  vésvttalB  soni identiquM.  Aimi ,  les  trou  poinu  O;  O",  Ù'%  $ont 

en  ligne  droite, 

N.  B.  Les  distaooe^  qiki  sépareat  ces  trois  points  ont  entre  elles  un 
rapport  qui  est  également  fort  remarquable. 

En  effet ,  si  Ton  considère  les  projections  de  ces  distances  sur  AB,  savoir 
01,  m,  et  DH,  ona  . 

5  *   3 

DH  =  X,  —  ari  =  or'  —     -       =  B^^^Hi  =  3DI} 

ce  qui  donne  DI  :  IH  :  DH  ;:  i  :  a  :  3} 

donc  aussi ,  à  cause  des  parallèles  0"D ,  01 ,  O'H , 

0*^0  :  o<y  :  o'O'  ::  i  !  a  :  3. 

Propositions  sur  le  cercle, 

188.  Rechercher  p«r  V«^ly$e  les  conditions  qui  expriment 
que  deux  circonférences  de  cercle  se  coupent  j  se  touchent j  ou 
n'ont  aucun  point  commun. 

Soient  0, 0'  (Jig,  loS),  les  centres  de  deux  circonférences  de  t'ig.io3. 
cercle,  r,  r^,  leurs  rayons,  et  00' =  £^,  la  distance  des  centres. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres ,  et  pour  axe 
des  j-  lâ^perpendiculaire  OY  élevée  par  le  point  0.     ^ 

Le  cercle  dont  le  rayon  est  r,  étant  rappprté  à  son  centre  et 
à  deux  axes  rectangtUaires,  on  a  (n°  t6T)  pour  l'équation  de  ce 
cercle , 

j-^-h  X*  =  r» (I) 

Celle  du  second  cercle  ,  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 
p^d^  gssiOf  est  (n"  165) 

jr^    +    (00   —  dy   ==   rf   ....     (2) 

i 

Xlela  posé,  pour  exprimer  que  les  deux  circonférences  de  cer- 
cles se  coupent,  et  obtenir  leurs  points  d'intersection,  il  faut 


ii8  ,  paoblAmcs 

(n**  ItfS)  établir  que  leurs  équations  ont  lieu  en  même  tempf, 

et  éliminer  a?,  j*,  entre  ces  équations. 
A  cet  effets  retranchons  (2)  de  (i)  ;  il  vient 

^dx  —  fZ»  =  r'  —  r*; 

>  .  <    « 


d'où  l'on  tire  x 


ad 


Cette  valeur  portée  dans  l'équation  (i),  donne ,  toute  réduc- 
tion faite,      j'^=^±.  -^V^4£i'r*  — (r»— r*  ^dy. 

Discussion.  —  L'inspection  seule  de  ces  valeurs  prouve  d'a- 
bord que,  dans  l'hypothèse  où  la  quantité  sous  le  radical  de 
la  valeur  de  j^  étjàxiipositiuej  les  valeurs  des  oCjjr^  sont  réelles, 
et  où  par  conséquent  les  circonférences  ont  deux  points  com- 
muns^ dans  cette  hypothèse ,  dis-je ,  les  deux  points  d'inter- 
section ont  une  même  abscisse  OP,  mais  detuc  ordonnées  égales 
et  de  signes  contraires. 

Donc ,  toutes  les  fois  que  deux  circonférences  se  coupent, 
la  ligne  des  centres  est  perpendiculaire  à  la  corde  commune , 
et  la  divise  en  deux  parties  égales. 

Maintenant,  afin  de  savoir  quand  ^  sera  réel  ou  imaginaire 
(car  X  est  toujours  réel;,  nous  ferons  subir  à  l'expression  ci- 
dessus  une  transformation. 

La  quantité  sous  le  radical  étant  évidemment  la  différence 
de  deux  carrés ,  peut  être  décomposée  dans  le  produit 

{idr  +  r^^d'  —  r')  {idr — r»  — .  ^i^  4- r  =»)  ; 

*  » 

mais  chacun  des  deux  facteurs  entre  parenthèses  est  lui-même 
la  différence  de  deux  carrés  (r-J-^)*  —  r*  et  r»  —  (r — dy\ 

on  a  pour  le  premier,  (r  -|-  £/ -f-  r )  {r^d  —  r) , 

et  pour  le  second,  {/  ^r'^  d)  (r  ^^r^  d)^ 


sua  LE  CBftCLE.  STig 

Donc  enfin ,  la  ▼aleur  de  j-  devient 

j  =  =h  ^  |/(r+r+rf)  (r+rf^r)  (r+r'-rfXr'+rf— /•). 

Sous  cette  forme ,  comme  le  premier  facteur  soumis  au  radical 
est  essentiellement  positifs  on  voit-que  j*  sera  réel  tant  que 
les  trois  autres  seront  positifs ,  ou  l'un  d'eus  positif  et  les 
deux  antres  négatifs.  Mais  cette  dernière  circonstance  ne  peut 
jamais  exister,  car  dès  qu'un  de  ces  trois  facteurs  est  négatif  j 
les  deux  autres  sont  nécessairement  jm^sj^i/^. 

Soit,  par  exemple^     r-|-û^— r'<^o,     d'où    r-f-^^/*'; 
il  en  re'sulte  nécessairement    r^r     et    d <^r  ; 
donc  r  —  r^d  et  r  ^^d  ^r  sont  positifs, 

A  plus  forte  raison ,  les  trois  facteurs  ne  sauraient  être  né^ 
gatifs  à  la  fois. 

Ainsi ,  il  ne  peut  se  présenter  que  deux  cas  :  ou  les  trois 
facteurs  sont  positifs  à  la  fois ,  et  dans  ce  cas ,  j*  est  réel^  donc 
deux  circonférences  se  coupent  toutes  les  fois  que  l'on  a 

r  +  d^r\     r  +  r'^d,     r' +  d>r\ 

c'est-à-dire  chacune  des  trois  quantités  j  les  rayons  et  la  dis* 
tance  des  centres,  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  ^ 

Ou  bien,  l'un  des  trois  facteurs  est  négatif  ei  les  deux  autres 
positifs  j  dans  ce  cas ,  j-  est  imaginaire  et  il  n'y  a  pas  de  point 
d'intersection  ;  ainsi  deux  circonférences  n'ont  aucun  point 
comjnun  ,  lorsque  l'une  des  inégalités  ci^dessus  a  lieu  dans  un 
ordre  inverse. 

11  peut  néanmoins  arriver  que  l'on  ait 

r-j-d  — y^zs:  o,   ou  r-f-r' —  £i  =  o,   ou  r'  +  c? — ''  =  P; 
c'est-à-dire     r-J-^=r',  ou  r+r'  =  £/,  ou  r'-j-^=.r. 

Dans  ce  cas ,  les  deux  valeurs  de  jr  se  réduisent  à  o,  et  les 
deux  circonférences  n'ont  plus  qu'im  point  commun  >  lequel 


v      I 
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est  nécessairement  placé  sur  1à  li^m  dès  centres  j  puisque  son 
ordonnée  est  nulle, 

Donc^  deux  cimonférenc/es  de  cercle  se  touchent  toictes  les 
fois  que  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  rayons.  .'  ' 

Ces  résultats  sont  conformes  aux  théorèiaes  établis  ^ea  Géo- 
métrie sur  les  intersections  et  les  contacts  das  detix  circonfé- 
rences. , 

189.  Cas  paHiculiers, ^&&it  dcss  o,  auquel  cas  les  deux  cir- 
conférences sont  concentriques  ;  les  valeurs  de  9c  et  de^  devien- 


oc  =  — -—  etj'=^- 


nent  x  = et  r  ==  l  / , 


exjpression  de  forme  infinie.  Mais  observons  que  la  quan- 
tité sous  le  radical  de  ]a  valeur  dejr^  étant  essentiellemeat  né* 
gative  ,  cette  valeur  n'en  est  pas  moins  imaginaire^  ce  qui  doit 
être ,  puisque  les  circonférences  ne  peuvent  avoir  aucun  point 
commun.  ^ 

Si  cependant  on  avait  en,  même  temps  dzs:o  et  rapsr,  ks 

valeurs  de  rr  et  de  ^  se  réduiraient  à     ar  =  -,  ^  =5  -,  signes 

ordinaires  de  l'indétermination. 

£n  effet ,  dans  cç  cas ,  les  deux  circonférences  se  confondent 
et  ont  une  infinité  de  points  communs. 

Remarquons  encore  que  les  résultats  ci-dessus,  déforme 
infinie ,  sont  analogues  à  ceux  qui  ont  été  obtenus  (n®  IM) 
dans  le  cas  du  parallélisme  de  deux  droites  dont  on  recherche 
le  point  d'intersection  ;  effectivement,  il  existe  alors-^une  es- 
pèce de  parallélisme  entre  les  deux  circonférences ,  puisque 
leurs  points  sont  partout  également  distans, 

190.  Faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  points  dùAHé^ 

Toutes  les  fois  qae  Pon  connaîtra  la  position  du  centre  d'un  cerele  sur 
un  plan ,  et  la  longueur  de  son  rayon  ,  lés  quantités  constantes  ;? ,  7 ,  r,  qui 
entrent  dans  Téquation 

{X  -^  p)*    -h    (jr  ^  if)*    =   r», 
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devront  être  regardées  comme  données  à  priori  ^  et  le  cercle  sera  canpléCe- 
ment  déterminé  ^ar  cette  équation.  Mais  on  peut,  comme  pour  la  droite, 
se  proposer  de  déterminer  un  cercle  tjai  satisfasse  à  certaines  conditions , 
comme  celles  de  passer  par  des  points  donnés ,  d^ètre  tangent  à  une  ou  plu- 
sieurs droites,  à  un  ou  plusieurs  cercles,  etc.  ;  dans  ce  cas,  Pi<t^  r,  sont 
des  constantes  indéterminées  dont  les  valeurs  dépendent  de  ces  diverses  con- 
ditions; et  comme  les  indéterminées  sont  au  nombre  de  trQis,  il  s^ensuit 
que  Fou  peut  imposer  à  un  cercle  trois  conditions  diffé)rentes ,  celles ,  par 
exemple,  de  passer  par  trois  points  donnés. 

Soient  en  général  {j/^y  ),  fjr*',  ^•),  (je*,  y)  ,  trois  points  donnés  sur 
un  plan  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires,  et  appelons  p,  q ,,  r>  lea 
eoordoDBëes  de  son  centre  et  le  ra^on  ;  son  équation  sera  de  la  forme. .... 
ix  —  p)*  -f- (r — y  )•  =  r« . . ,  (i)  ;» ,  ^ ,  r ,  étant  des  quantités  qu'il  s'agit 
de  déterminer. 

Qr,  puisque  chacun  des  trois  points  donnés  se  trouve  sur  la  circonférence, 
on  doit  avoir  les  relations 

(y  -  p)*  H-  (y  -  ^)'  =  r«, 

(*"— ^)«  +  (y-  qy  =r«, 

{oF^  p)»  +  (^—  q)*  =  r«  ; 

et  la  question  eat  rédiûle  à  élimiaer  p,  q,rf  «ntre  ces  restions ,  pour  les 
r^^rter  Qnawtci  dftM  l'écpration  (i). 

En  développant ,  puis  ftoiistniyant  suotessivement  la  seconde  et  la  troi- 
sième KBifttiwi  ckl  k  pteinlèfo ,  on  tvoove 

af*  —  ar-«  -h^«  -y»  -  a/;  (x'  -^  x"  )  —  a^  (^  ->")  =  o, . . . .  (a) 
a/.  —  a:*'»  +y«  -.y».  —  2^  (x'  .-  a:»)  —  a^  (y  —y»)  ==  o, .  . . .    (3) 

équations  du  i*^  degré  en /^,  9,  d'où  l'on  peut  tirer  facilement  les  valeurs 
de  ces  inconnues.  Après  quai,  en  les  subatitiumt  dans  la  première  des  rt^ 
lations  ci-dessus ,  01^  obtiendra  la  valew  correspondante  de  r.  Nons  n'entra 
rons  pas  dans  les  détails  de  ces  calculs  qui  n'offirent  aucune  difficulté  résUe, 
et  qui  présenteraient  d'ailleurs  peu  d'intérè^i  à  cause  de  leur  eompUcatiott; 
mais  nous  allons  tâcher  de  traduire  en  Géométrie  les  équations  (a)  et  (3) 
élles-mÂmes. 

Chacune  de  ces  équations ,  considéré*  seule,  étant  du  i**^  degré  par  rap- 
port aux  quantités  p  eX  q  qui  expriment  les  coordonnées  d'un  point,  repré- 
sente (n<>  I7S)  une  ligne  droite  ;  et  si  on  les  construit  successivement  par 
rapport  aux  mêmes  axes ,  le  point  où  ces  lignes  se  rencontrent  sera  (rfi  182) 
le  centre  du  cercle  demandé. 

Occupons- nous  d'abord  de  l'équation  (a)  ;  ell^  peut  être  mise  sous  la  forme 

x'  —  x"         y«^y^^,x^«~.y» 


ou  bien  encore, 


^  — 


«•        /       Cela  posé,  soient  M,  M',  M"  (fg.  io4),  les  points  dont  les  coordonnées 

T  ^^    ^'  sont  (y,y),  (*%r''),  (x'^y»). 

L'équation  de  la  droite  MM'  est  (n^  148) 

r-y  =~^i  (x-x'3....  (5) 

r 

D^un  autre  cdté,  les  trapèzes  MMT'P,  MM'R^,  donnent,  pour  les  eoor- 
données  l^Q,  NS,  du  point  N,  milieu  de  MM^, 

ainsi  déjà,  Fëquation  C4)  est  celle  d^une  droite  passant  par  le  point  N. 

y  —  y*                 af  —  x' 
En  outre ,  si  Ton  compare  les  deux  coefficiens  -^ ~    et    —  -^ ; 

des  équations  (4)  et  (5),  on  voit  qu'ils  satisfont  à  la  relation  aa^+i  =  o  qui 
exprime  que  deux  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  l'équation  (4) ,  ou  l'équation  (a) ,  représente 
la  droite  élevée  par  le  point  N  milieu  de  MM^,  perpendiculairement  à  cette 
dernière  ligne.  Ainsi,  sa  construction  est  facile.    ' 

On  reconnaîtra  de  même  que  l'équation  (3)  représente  la  pert>end{cttlain 
élevée  au  milieu  N'  de  MM"  dont  l'équation  est 

Le  centre  se  trouve  donc  déterminé  de  position  ;  et  la  construction  que 
nous  venons  d'en  donner  est  précisément  celle  des  élémens  de  Géométrie. 
Fie  To5  ^^^'  ^^  s^i'Ait  parvenu  à  des  résultats  beaucoup  plus  simples ,  en  prenant 
pour  origine  des  coordonnées  le  point  M  (^j^.  io5) ,  et  pour  axe  des  abs- 
cisses la  ligne  MM'.  Cela  est  permis,  puisqu'on  peut  disposer  dea  axes  à 
volonté. 

Dans  cette  bypotbèse ,  on  a 

x'  =  o,    y  =  o,    y  =  o, 
et  les  équations  (a)  et  (3)  deviennent 

—  x"*  4-  'xpx'*  r=  o, 
—  je*»-—  y«  +  ^Jf!^,  •+•  a^  =  o. 

De  la  première  on  déduit  ^  =  — ,  équation  qui  exprime  évidemmofit 
une  droite  parallèle  à  MY,  menée  par  le  point  N  milieu  de  MM'. 
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Quant  ^  la  Mconde ,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

1  ^  —  -jàP-^ 


oa 


équation  qui  représente  une  droite  passant  par  le  point  N',  milieu  de  MM', 

et  perpendiculaire  à  la  droite  MM*  ou  ^  =  -^  x. 

Les  équations  (a)  et  (3)  ne  sont  si  compliquées  que  parce  que  les  axes  ont 
été  pris  dans  une  situation  quelconque  par  rapport  aux  trois  points  donnés. 
On  voit  donc  encore  combien  il  est  important,  pour  la  simplicité  des  cal- 
culs ,  de  choisir  les  axes  convenablement. 

192.  Supposons  actuellement,  qu'ail  s^aglsse  de  faire  passer  un  cercle  piu* 
deux  points  donnés,  en  Tassigettissant  en  outre  à  être  tangent  à  un  autre 
cercle  donné  de  position  et  de  grandeur. 

£n  désignant  par  (x^y  y),  («"jjr"),  les  coordonnées  des  deux  points, 
par^i,  ^,  r,  les  constantes  du  cercle  cherché,  nous  aurons  d^abord  les  deux 
relations 

(x'  ^  ;,)»  +  (y  -  qy  =  r« (x*  -  p)^  +  (^  -  y)«  =  r». 

D^un  autre  c6té ,  soient  p%  t{y  /,  les  constaiites  du  eercle  donné ,  D  la 
distance  des  centres  des  deux  cercles  ;  on  a ,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit, 
no  188 ,  sur  le  contact  des  cercles , 

D«  =  (K  H:  r)«; 

donc  (no  157)  la  condition  de  contact  est  exprimée  par  la. relation 

qui ,  jointe  aux  deux  précédentes ,  renferme  toUs  les  élémens  nécessaires  à 
la  détermination  des  inconnues  ;» ,  ^ ,  r. 

Si  le  eercle  devait  passer  par  un  point  donné  (  x^,  y  )  y  et  être  tangent  à 
deux  autres  cercles  donnés  par  les  constantes  (p',  /,  /),  (/t>",  9*,  r*),  on 
aurait  les  trois  relations 

{*'  -  pY  +  (y  -  ^>  =  rs     ,y  -  pY  +  W  -  7)*  =  {r'  :fc  r)S 

ip"  -  pY  +  ifT  -  ^Y  =  (r"  ±:  r)«. 

Toute  la  difficulté,  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions,  consiste 
à  choisir  les  axes  coordonnés  de  telle  manière,  que  les  équations  et  le» 
calculs  soient  les  plus  simples  possible,  et  qn^on  puisse  en  tirer  des  cons- 
tructions faciles  et  élégantes. 


Il  nous  reste  encore  à  établir  les  conciliions  rektivei^  «u  contact  des  droites 
avec  les  circonférences.  Or,  la  théorie  des  tangentes  est  une  des  plus  impor- 
tantes de  Ta  GéomÉtgifi  Analytique. 

problème  des  tangentes. 

\ 

■*  ■<  *  *  • 

195.  Commençons  par  fixer  le  ve'ritaMe  sens  qu'on  doit  at- 
tacher au  mot  tangente. 

On  définit  ordinairement ,  eh  géométrie ,  k  tang^te  au 
cercle ,  une  droite  qui  n*a  qu'un  point  commun  avec  la  cir- 
conférence ;  mai^  il  est  aisé  de  voir  que  cette  définition  ne 
convient  pas  à  toutes  les  courbes.  * 

Fîg.  lofl.  Soit  en  eifet,  une  ligne  telle  que  LN'NKMH  {Jig.  io6), 
composée  de  parties ,  les.  unes  concaves,  les  autres  convexes. 
Si ,  en  un  point  quelconque  M,  on  mène  une  droite  TffSV',  qui 
semble  se  trouver,  par  rapport  à  la  partie  KMH,  dans  la  même 
situation  que  la  tangente  au  cercle ,  cette  droite  peut  être  sup- 
posée n'avoir  qu'un  point  commun  av^  cette  partie  de  la 
courbe  ;  mais  prolongée  indéfiniment ,  elle  passera  par  d'autres 
points  N  y  N% . . .  de  la  courbe <  Donc  il  ne  serait  pas  exact  de 
dire  qu'elle  n'a  qu'un  seul  point  commun  avee  LN'NKMH. 

Pour  avoir  une  définition  qui  puisse  s'appliquer  à  toutes 
les  courbes,  il  faut  imaginer  qu'une  droite  MG  ayant  plu* 
sieurs  points  M,  M',  M*^,  communs  avec  la  courbe ,  tourne  au- 
tour de  l'un  de  ces  points ,  M  par  exemple ,  de  manière  à 
prendre  les  diverses  positions  MM'M"»  m'Mm"7w*. ...  ;  on  voit 
4|ue,  dans  ce  mouvement,  le  point  M^  qui  se  trouvait  d'abord 
placé  à  la  gauche  du  point  M,  se  trouve  maintmant  à  droite 
de  ce  même  point,  en  m\  Or,  dans  le  passage  de  la  première 
position  à  la  seconde ,  il  doit  nécessairement  en  exister  une 
intermédiaire  où  le  point  M'  se  confoi^d  avec  le  point  M  ^  et 
tr'est  dans  cette  position,  représentée  par  MNN',  que  la  droite 
est  dite  une  tangente.  On  doit  donc  regarder  une  tangente 
comme  une  sécante  à  la  courbe»  dont  deux  des  points  d'int^r- 
section  viermeni  à  se  réunir  en,  ti»  seul* 

Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  qtte  le  mouvement  de  k 
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droite  se  fasse  autour  de  Tun  des  poiuts  d'intersection  ;  il  peut 
souvent  se  faire  alitour  d'un  point  quelconque.  La  droite  peut 
même  y  dans  certaines  circonstances ,  se  mouvoir  parallèlement 
à  elle-même. 

Reprenons  la  courbe  j-*=s2aî,  d'où  jt^^l^ 7.x  {fig-  87),  Fîg.  «7. 
qui  a  déjà  été  discutée  n^  169. 

Comme,  à  chaque  valeur  de  x  positive,  il  correspond  deux 
valeurs  àej-  égales  et  de  signes  contraires ,  il  s^ensuit  que  toute 
parallèle  à  AY,  menée  à  droite  de  cet  axe ,  est  une  sécante 
qui  a  deux  points  communs  avec  la  courbe  ;  mais  à  mesure 
que  X  diminue,,  les  distances  M'N',  MN, .  • .  entre  ces  poiifts 
d'intersection,  diminuent;  et  lorsqu'enfin  on  suppose  x=Oy 
auquel  cas  la  valeur  de  j*  devient  j-ssiho,  les  deux  points 
d'intersection  se  réunissent  au  point  A,  et  la  droite  AT  est  dite 
UtngetUe, 

On  reconnaîtrait  de  même  que ,  dans  la  courbe  discutée 
n®  170  9  et  qui  a  pour  équation 


y  —  x-^  =  4-,     d'où     or  =  db  V/j-î  —  4» 

la  droite  IR  {jig>  88),  parallèle  à  AX,  et  située  à  la  distance  Fie«  88. 
j"  =  a ,  est  une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection  se 
réunissent  au  point  B.     '  _ 

Une  courbe  étant  ordinairement  regardée  comme  un  poly- 
gone d'une  infinité  de  côtés  infiniment  petits  que  Ton  nomme  ^ 
élémens  ,  ou  comme  la  trace  d'un  point  qui  change  à  chaque 
instant  de  direction ,  on  peut  encore  dire  que  la  tangente  à  une 
courbe  est  un  de$  élémens  de  cette  courbe,  prolongé  indéfini^ 
ment.  C'est  ainsi  qu'on  l'envisage  dans  la  haute  analyse  (*)  ; 
niais  ici  nous  la  considérerons  comme  une  sécante  dont  deux 
points  d'intersection  auec  la  courbe  se  réunissent  en  un  seul  ; 
et  c'est  ce  caractère  que  nous  allons  essayer  de  traduire  en 
analyse. 


(*}  Dans  les  Arts,  les  ouvriers  n^ont  i»as  d^âutre  idée  de  la  tangente  à 
une  coarbe. 


i5 
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IM.  Soient ,  en  généml ,     F  (cr,  j^)*=  o     rcqaatton  d'tine 
^  courbe  I  et   j-sszax-^b    re'qùatlou  d'uttè  dix>i(e  ra|^rtée 
aux  mêmes  axes.    ^ 

Pour  déterminer  les  points  communs  à  la  courbe  et  à  la 
droite ,  il  faut  (n**  152)  exprimer  que  ces  deux  équations  ont 
lieu  en  même  temps.  En  substituant  dans  la  premièi^e,  pour 
j'^  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  on  obtiendra  une  nouTelle 
équation  en  x ,  dont  les  racines  seront  les  abscisses  des  diffé- 
rens  points  d'intersection  ;  et  ces  valeurs  âex  ^  reportées  dans 
IVquation  j'ssiax-i'by  feront  connaître  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  ces  mêmes  points. 

Actuellement,  si  Ton  veut  fixer  la  position  de  la  droite  de 
telle  manière  quVlIe  devienne  tangente ,  il  suffit  d^exprimer, 
parles  moyens  connus  en  Algèbre ,  la  condltioà  qtre  deux  des 
valeurs  de  x  soient  égales;  ce  qui,  d'après  réquàtion... 
^asaor+fr,  entraine  aussi  généralement^ la  Condition  qae 
les  valeurs  de  j-  soient  égales.  Lia  pismiève  conditioa  ,  expri- 
mée analytiqucuient,  n'est  autre  chose  qu'une  certaine  rela- 
tion entre  les- quantités  a  et  b  considérées  comme  des  con£- 
tanJLes  indéterminées^  et  si,  à, cette  relation-,  on  j^oint  la 
suivante,  j*'a=ax'-|-é,  qui  exprime  que  la  droite  passe 
par  un  point  donné ,  on  aura  tout  ce  qu'il  faut  pour  doter- 
mâner  complètement  a  et  6. 

196.  Si  Inéquation  de  la  courbe  est  du  second  degré,  la 
Sttbstitutioti  de  aor  +  ^  ^  1^  place  de  jr  dans  cett«  équation, 
donne  lieu  à  une  équation  du  second  degré ,  de  la  forme 

TÏWC*   -f-   nx  -f-  />   ^:=   o  ; 

ce  qui  prouve,  en  passaixt^  qu'«/ic  ligne  droite  ne  peut  jamais 
auoirplus  de  deux  points  communs  auec  une  courbe  du  second 
degré. 

Or,  on  a  vu  {Alg.^  cbap.  III)  que  pour  l'égalité  des  deux 
racines  d'une  équation  du  second  degré,  il  £siut  qu'on  ait 
entre  m ,  n ,  /) ,  la  relation  «'  —  i^mp  =  o.  C'est  donc  cette 
condition  qu'il  s'agit  de  développer  pour  toutes  les  courbes 
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du  second  d^pré|  en  commençant  par  le  cercle  ^in  n'en  est 
qu'un  cas  particulier. 

196.  Par  un  point  donné  (x'^  y')  mener  une  tangente  à' un 
cercle  y  qu'on  suppose  rapporté  à  des  axes  rcctangulaiff eâ  pas- 
sant par  son  centre. 

L'équation  du  cercle  étant     ^"  +  ic*:=:r»,....  (i) 

celle  de  la  droite  dierchée  est  de  la  forme 

j-  —  y  =  a  (x  — -  a?')  ;. .  •  .  (a) 

et  la  quantité  b  se  trouve  déjà  éliminée  (n**  149). 

Pour  exprimer  d'abord  que  le  cercle  et  la  droite  se  coupent, 
il  faut  combiner  leurs  équations ^  en  supposant  que  les  x  et 

les  j^  spnt  les  mêmes.  Or,  l'équation  (2)  donne 

] 
j  -=.  ax  '^  y  —  axf  \ 

d'où /substituant  dans  l'équation  (i)  et  ordonnant, 

(a*+i)a:*-i-2a  (y— ûx')  a; +  (y  —  ûx')'— ^^=0 (3). 

En  attribuant  à  a  des  valeurs  particulières,  on  obtiendrait 
une  série  de  sécantes  à  la  courbe  ,  dont  les  deux  points  d'in- 
tersection auraient  pour  abscisses  les  valeurs  de  x  tirées  de 
l'équation  (3) ,  et  pour  ordonnées  les  valeurs  de  jr  déduites 
de  l'équation  (2)  1  après  qu'on  y  aurait  mis  pour  a  et  x  leurs 
valeurs. 

Maintenant ,  si  l'on  veut  que  la  droite  devienne  tangente,  il 
faut  que  les  deux  racines  de  l'équation  (3)  soient  égales  ;  ce 
qui  donne ,  en  Vertu  de  la  relation     n^ — ù^mp  =  o    -(n**  19^),    1 

ia^  (y^axy^4(a*  +  t)  [(j-'— ûo:')»— r*]  =0.  ...    (4) 
où,  divisant  par  4  et  supprimant  les  deux  quantités 

« 

a*(jr'  —  aj/)",     —  a""  (y  —  ax' 


\2 


qui  se  détruisent, ...     —  (y  -*  aa;')*  +  («^  +  1)  r^  =  o. 

i5.. 
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Cette  équation  y  développée  et  ordonnée  par  rapport  k  a^  devient 

(/*  — x'*)û»  +  2a:y.a  +  r*— y*  =  o (5), 

d'où  l'on  déduit ,  toute  réduction  faite, 


"~'  "     wa    ^'»  "■" 


X 


X' 


t/o/'+y  — r%...   (6) 


expression  qui,  substituée  dans  Téquation  (2),  donnera  PéquA- 

'  tion  de  la  tangente  demandée. 

Fig.  107.  Le  résultat  (6)  démontre  que  par  un  point  donné  N  {Jig.  1 07), 
ilest,  eu  général,  possible  de  mener  deux  tangentes  NM,  NH', 
à  la  circonférence.  Toutefois ,  comme  il  faut ,  pour  cela ,  qae 
les  deux  valeurs  de  a  soient  réelles  et  inégales ,  on  doit 
avoir 

^'•+y*>''S  ou,  àcausedejr''+y»===ÔN',-..(5N>ÔH; 

donc  le  point  {x\y)  doit  être  situé  hors  du  cercle. 

Si  l'on  suppose  x'*  -{■J'''  =  '*>  auquel  cas  le  point  donné  se 
trouve  sur  la  courbe,  la  double  valeur  de  a  se  réduit  à  une 
seule  : 


a  zzz 


x'f 


.  ,^,  ou  a  = 


y,  à  cause  de jr'^  =  r*  -^  x*\ 


On  reconnaît  en  effet  que,  d'après  cette  supposition,  l'équa*- 
tion  (5)  devient  ay'»-+-afliry  +  x'*  =  o,  ou  (a7''+a;')»=o; 

ou  ^Z  = 7.  ^ 

Pour  distinguer  ce  cas ,  du  cas  général ,  nous  conviendrons 
de  désigner  le  point  donné ,  qui  n'est  autre  chose  que  le  poiot 
de  contact ,  par  (x',  jr")  ;  et  alors  on  aura  pour  l'équation  de 
la  tangente  au  cercle ,  en  un  point  de  cette  courbe , 


X 


X 


•jr_y  =  —  --(a:— x")...   a  =  — -^y, 


J 


jr 
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iVî.Ijiemarque  sur  la  méthode  précédente.'^-En  fonnant,  à 

l'aide  des  équations  (i)  et  (2),  une  équation  ten j^  seuletoent,  ce 

r— (  r'— û  jrO         * 
qui  revient  à  substituer  dans(i)  la  valeur  a:=> —   ■ 

a 

tirée  de  Téquation  (2) ,  on  trouve 

et  si  l'on  veut  que  la  droite  devienne  tangente ,  il  fau^t  eiipri- 
mer  que  les  deux  racines  de  cette  équation  sont  égales;  ce  qui 
donne  entre  les  coefficiens,  la  relation 

4(y  —  ax'y  —  4(a-  +  i  )  [(y  —  ax'y  —  aT»]  «  o  , 

ou,  divisant  par  4  et  supprimant  les  quantités  (y  —  a^)*? 
— (jr'  —  acc^Yf  qui  se  détruisent, 

a*[(y  —  ax'y  —  r^{a^  -f-  01  =  <>• 

Qr,  cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières,  soit 
en  posant  a'=  o,  soit  en  posant  (y  —  ax'y  —  r*(a*  -f-  1}  ss  o  • 

La  dernière  de  ces  deux  relations  est  bien  identique  avec 
la  relation  (5;  obtenue  d'après  Féquatiou  en  x  ;  mais  on  trouve 
eu  même  temps  pour  solution ,  a^  =  o. 

Il  y  a  plus,  si  nous  remontons  à  l'équation  (4)  du  numéro 
précédent ,  et  que ,  sans  avoir  égard  aux  réductions  des  termes 
semblables ,  nous  développions  les  calculs  /nous  obtenons  une 
équation  du  quatrième  degré  en  a  ,  dans  laquelle ,  à  la  vérité, 
les  coeffîciens  de  a^  et  de  a^  sont  nuls  y  mais  on  sait  en  Algèbre 
qu'une  semblable  équation  a  dtîux  de  ses  racines  infinies. 
Ainsi  Téquation  (4),  outre  les  deux  valeurs  que  donne  l'é- 
quation (5)  y  renferme  encore  implicitement  deux  racines  in-^ 
finies,  a  =  oo,  a=oo. 

Tâchons  d'interpréter  ces  solutions  a  =s  o ,  â  =  00,  qui  sem- 
blent étrangères  à  la  question  proposée.  Pour  cela ,  prent>ns 
hors  du  cercle  un  point  N'  (fig.  107),  tel  que  les  perpendi-  Yla^ntn/ 
culaires  absûssées  de  ce  point  sur  l'axe  des  x  et  sur  l'axe  des  jr^ 
rencontrent  la  courbe  aux  points  i,  i,  /,  /'.  Gela  posé^  si  l'on 


y 


9 

jr  —  y  =3 -^  ^/"t^.,  (X  —  xj   et  (tes  cquat.  (î)  et  (3); 

r  •        •  . 

Si,  maintetiatlty  dti  teUt  que  la  iséioahte  devieniie  taDgehte> 
e%«t-è-^t«>({tt€f  1e#d«ii3i'pû}nts  d^ntèrsectîon  se  réatiUsëùt  ea 
mtlM|l|aVyii>  suffit  >4'é^b1fr  ^é^sair^  ety  =y\  ce  qui  donne 

♦t     '  " •  •     • 

f;  «  j«  •    •       \,   \    t.  :.••*'  '       •       .  ■  •  •        '  •      ' 

•:  ='jr  -'>•  «•-  |1  ,(x  -,x')>    et  y»  +■<»'=  rV 

(Orainaireinent ,  on  ne  considère  que  la  première  de  ces.éqiuir 
lions  pour  reprësentet  la  tan^enjL^.;  ma^  la.second^e  Qst.  tou- 
jours sous-entendue  .^  ,',,,.•  1 

N.  ^.  —  L'artifice  de  calcul  employé  ci-dessus,  et  qUè^èciQ' 
siste  ai  i«iciu»dicff  (<|)nd«'<»)v:a(  pouril>ÉJtid|?  tfaii^  le 

'  u 

coefficient*^-; ^  de  réquation^i),;afin  de  pouvoir  y  intro- 

duire  ensuite  les  deux  conditions  j-'zrrj^",  x'  '=ix"\  car  si  Fou 

faisait  cette  double  fa^i^othèse  sans  transformation  préalable  r 

o  '  '  •  ■      ■.  ' 

on<  obtiendrait  -  éout  vkleur  de  ce  coefficient. 

o  ^ 

'    '  '  '  x^*  *    ' 

t99 .  L'équalionj-  — y  = ^  (x  —  x")  feuU  ètie  ramencQ 

à  une  forme  beaucoup  phis  simple,  an- moyen  de  la  relation 
y*  +  x''*=sr^  qui  y  est  jointe. 

Chassons  le  dénominateur  et  transposons  ;  il  vient 

•    j-y  +  xx"  =y^  -f-  0?"%    ou  bien^.  j-y  -f  o^r" = r?. 

Cette  nouvelle  forpe  est  facile  à  retenir.^  en  ce  .qu'eue  se  dé- 
duit de  celle  du  cercle ,  j^*  +  x'  =  r**,  en  y  remplaçant  les 
carrés  y  et  x*  par  les  rectangles  jy  et  xx". 
Soit  fait,  dans  Téquation  simplifiée  de  la  tangente,  ^  =  o  ; 

r* 
Fig-io", il  en  résulte    xz=;i--jgi  c'est  Tabscisse  OR  (^g,  107)  du.point 

où  la  tangente  rencontre  l'axe  des  x. 
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D'un  autre  côté,  Ton  a  PR  =  OR  —  OP^ 

pi                  pi     „  'V*'* 
d'où  PR  =  — ;7  —  a:"  =  — '—g . 

Cette  diataoce  PR,  comprise  entre  le  pied  de  l'ordonnée  du 
point  de  contact  et  le  point  où  la  tangente  rencontre  Taxe  des  x^ 
est  ce  qu'on  nomme  la  ^oii^a/i^^n^^/  et  sa  considération  est 
souvent  utile  dans  la  théorie  des  courbes.  ^ 

N,  B,  — Puisqu'on  obtient  sa  valeur  en  supposant  j^  =s  o 
dans  l'équation  simplifiée  de  la  tangente,  et  retrancliant  en-r 
suite  x"  de  la  valeur  de  x  correspondant  à  j-=:  o,  il  s'ensuit 
que  pour  l'avoir  directement  diaprés' l'équation  non  simplifiée 
de  la  tangente,  il  suffit  de  faire  j'sr  o  dans  cette  équation, 
et  de  chercher  1«:  valeur  correspondante  de  X'^^x".  Le  signe 
de  cette  différence  indique  alors  dans  quel  sens  doit  être  por- 
tée la  soutangente . 

On  trouve  en^|(E^t ,  pour  j-=o,    x  —  x"  ^T  = ^ — , 

X  X 

résultat  de  même  signe  que  af. 

200.  Reprenons  également  le  cas  où  la  tangente  doit  être 
menée  par  un  point  pris  hors  du  cercle ,  et  proposons-nous 
d'exprimer  les  coordonnées  inconnues  x"  yj'\  du  point  de  con« 
tact,  en  fonction  des  coordonnées  ^ ^jr\  <lu  point  donné. 

La  tangente  devant  passer  par  le  point  xf  ,yy  sonjéquation 
est  de  la  forme  j- — j*  z=:a  (a?  —  a?')  ;  a  ayaut  (n®  196)  pour 

x" 
valeur,  a  = ^  ;  et  la  question  a  pour  objet  de  déterminer 

x"  et  y. 

Or,  l'équation  de  la  tangente  étant  aussi  (>n^  199).... 
j7^*-|-a:a?*'=r*,  comme  cette  droite  passe  par  le  point  {x\y) , 
on  a  nécessairement  la  relation   yjr"  -|-  x'x"  =5  r* . . , .   (1) 

D'ailleurs,  puisque  le  point  x"yy\  se  trouve  sur  la  courbe, 
on  a  aussi  j-"' -|- .x"^  =  r» .  . .  .   (a) 

Telles  sont  les  équations  k  l'aide  desquelles  il  faut  calculer 

x"  et  y.  .       •      ^ 


./ 


a34                                    PAQUànE 
On  tire  de  la  première      j"  = -^7 , . . .  •  (3) 


d'où  y  substituant  dans  l'équation  (2)  et  ordonnant  par  rap- 
port à  x^ 

(x'*  4- y*)  «*'•  -f-  Hf^x'.x'  =»  ry»  ~  ri, 

ou ,  re'sol vant  et  Mflkiplifîànt ,     x^ss  -^ ,^        .^*^ ^' 

Remplaçant  x"  par  sa  valeur  dans  l'e'quation  (3) ,  on  ob- 
tient, toute  réduction  faite, 

^  y  I       II    WH^m^^mm       <    I  I  I  I  K  ■  ■  m 

r     =  0:"+/'     "     *      '• 

^                        rr*            rx' dz  r  i/o/»  +  r  *  —  r* 
Doni:    a=r— — «  = -- 

Pour  prouver  l'identité  de  ce  résultat  avec  celui  du  n**  t1>6, 

multiplions  haut  et  bas  par  ry'  rbar'  (/a?'»  -f- jr'^  —  /**,  en 
observant  que  les  signes  supérieurs  se  correspondeiit  ainsi 
que  les  signes  inférieurs  ;  il  vient 

ou 

^___    xy  (  x^'  +y^)  ±:  r{x'^  ^^y^)  t/^?^^  4-y ^  -  r^' 

ou  bien  enfin ,     a  =  —  ^^-^^^ ^^ ^^ ^. 

àOI.  Si  l'on  voulait  fixer  géométriquement  la  position  du 
point  (ct'',  yO,  il  faudrait  construire  les  valeurs  obtenues  ci- 
dessus.  Mais  comme  elles  sont  très  compliquées ,  noua  ferons 
Usage  des  pirincipes  relatifs  aux  lieux  géométriques  (n^  ISI). 
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Première  constr^icUon,  -—  KeprenoiiB  les  «quatîons 

qui  ont  servi  à  dëtermitier  x" ,  j**. 
£n  retranchant  la  première  dé  la  seconde ,  on  obtient 

y^  —yy  +  *••  —  ^^'  —  <>,.-      (3) 

équi^tion  que  nous  pouvons  subatîtner  à  la  première  ;  et  si  Pon  * 
construit  par  rapport  aux  mêmes  axes,  chacune  des  équations 
(i)  et  (3)  considérées  comme  renfermant  deux  vahaUesâe'yj^', 
les  points  d'intersection  des  deux  lieux  géométriques  seront 
les  points  d^  contact  demandés* 

D'abord,  Vécittation  (2)  représente  un  cercle  ayant  son  centre 
à  l'origine,  et  pour  rayqn  r(Jîg,  108)  ;  c'est  donc  le  cercle  Fig  108. 
déjà  construit. 

Quant  à  l'équation  (3)  qui  est  comprise  dans  la  forme  géné- 
rale du  n*  177,  comme  elle  peut  être  ramenée  à  celle-ci  : 

(-•-0+(«--f)*-^*- 

elle  reppr^'^eAJt^  4me  circonférence  dont  le  centi^  a  pour  coor- 


do 


nnées     — ,  *^,     et  qui  a  pour  rayon     -  yx^*  +J''*- 


Or,  si  l'on  joint  le  point  0  au  point  N  par  lequel  on  se  pro- 
pose de  mener  une  tangente ,  on  a  évidemment 

2        a  '  a        2  '  2  '^        ^•^  • 

Donc  la  circonférence  décrite  sur  ON  comme  diamètre ,  est 
le  lieu  géométrique  de  l'équation  (3). 
Ainsi,  les  points  M,  M',  où  les  deux  circonférences  se  cou- 


i 


[ 
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pent  y  sont  les  poinU  de  contact  ;  et  en  les  joignant  au  poii^t  N , 
-on  a  les  deux  tangentes  cherchées. 

Cette  construction  est  précisément  celle  qui  se  trouve  indi- 
quée dans  les  Élémens  de  Géométrie. 

909.  Seconde  construction.  — On  peut  opérer  directement 
sur  les  équations  (i)  et  (a) ,  dont  la  construction  présente  une 
propriété  très  remarquable. 

L'équation  (2)  l'eprésente  toujours  le  cercle  donné. 

L'équation  (i)  étant  du  i^*^  degré  en  x" ^jr**^  représente  une 
ligne  droite  ;  et  comme  les  points  où  elle  doit  rencontrer  la 
circonférence  ne  sont  autre  chose  que  les  points  de  contact,  il 
s'ensuit  que  cette  di;oite  est  la  ligne  de  fonction  des  points  de 
contact* 

Pour  en  fixer  la  position,  soit  fait  successivement  dansTé- 
quation(i)y    j-'^sao,     et    a;"=:o;     il  en  résulte 

pour    y  s=s  o,     x*  =  -,, 

pour     x"  =  0,    y  =  p. 

Fig.109.      ^  premier,  point  [  j**  =  o ,  a;"  =  -^  ]  est  le  point  B  (^g.  109) 

où  la  droite  rencontre  l'axe* des  or;  et  ce  point  s'obtient  par  la 
construction  de  la  3*  proportionnelle    o?'  ^  Il  rlx"^. 

Le  second  point     [  ar" = o ,    j^"  =  -7  ]     est  le  point  C  où  la 

droite  rencontre  l'axe  des  j-  ;  et  il  s'obtient  de  la  même  ma* 
nière. 

L^  droite  BG  qui  joint  ces  deux  points ,  rencontre  la  cir- 
conférence aux  points  M  et  M'  qui  sont  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  le  point  N. 

r* 
SM)5-  Remarque.  —  Comme  la  valeur    a?"  =  -^  qui    cor- 
respond à    y  =  o     dans  l'équation  de  la  ligne  de  jonction 
des  deux  points  de  contact,  est  indépendante  de  l'ordonnée^'' 
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du  point  par  lequel  on  veut  mener  les  deux  tangentes ,  on 
peut  conclure  que ,  pour  un  second  point  quelconque  V  pris 
sur  la  perpendiculaire  LL',  la  ligne  qui  joint  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  ce  point,  rencontre  Taxe 
des  X  au  nMine  point  B. 

En  effet,  soient  ai'  et  j**  les  coordonnées  du  point  N';  on  au- 
rait pour  l'équation  de  la  ligne  M'M*,    j-y  4.a:V  =  r*; 

or,  en  faisant    j^"  =  o ,     Ton  trouve     x*  =  -^  =  OB . 

Su 

Observons  d'ailleurs  que ,  Vaxe  OX  étant  une  ligne  menée  à 
volonté  dans  le  plan  du  cercle,  la  droite  LL'  qui  lui  est  per* 
pendiculaire,  peut  elle-même  être  regardée  comme  une  droite 
tracée  d'une  manière  quelconque  dans  ce  plan^  puisqu'on 
pourrait  d'abord  tracer  cette  dernière  ligne  arbitrairement,  et 
prendre  ensuite  pour  axe  des  .t,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  la  droite. 

On  déduit  ie  là  le  théorème  suivant  :  Si  des  différent  points 
d*une  ligne  indéfinie  \A/ ,  on  mène  des  tangentes  à  un  cercle  , 
toutes  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes partant  du  même  points  se  réunissent  en  un  point 
commun  B,  lequel  se  troupe  placé  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  du  cnitre  0  sur  la  droite  Lli'. 

La  droite  LL'  est  dite  la  polaire  du  point  B  ;  et  réciproque- 
ment ,  le  point  B  est  dit  le  pôle  de  la  droite  LV, 
» 

N.  B.* —  Il  résulte  de  l'expression     a:*  =  — , ,    que  quand  . 

la  droite  LU  est  extérieure  au   cercle  ,  auquel  cas  on  a 
a?'  >  r,     le  point  B  est  intérieur  ^puisque  alors  x"  est  <  r. 


Si ,  au  contraire,  LL'  (fig,  i  lo)  est  sécante  à  la  courbe ,  le  j-j^j^^^ 
point  B  est  extérieur  ;  car  on  n ,  dans  ce  cas ,  of^^  ^  '*,  d'où 


r* 


-7  ou  ar  ^r, 

X 


Les  problèmes  suivans  se  rattachent  au  problème  des  tan- 
gentes et  donnent  lieu  à  quelques  circonstances  assez  remar- 
quables sous  le  rapport  de  la  discussion. 
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>Fig.i  1 1 .  IMMi.  Pruiier  probUmb.  —  Étant  donnés  un  eèrcU  OAMB  {J^,  1 1 1)  et  un 
point  N/  on  propose  de  men^r  par  ce  point  une  droite  de  telle  manière,  ijue  U 
partie  MM'  interceptée  dans  le  cercle  y  soit  égale  à  une  ligne  donnée  am. 

Supposons  le  cercle  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  0X>  OY,  et  ap- 
pelons x^y  y* y  les  coordodnées  du  point  N.  Désignons  dVilleurs  par  i  h 
distance  de  ce  point  à  Tun  des  points  d^intersection  de  la  ligne  ehercliée 
avec  la  circonférence. 
Nous  aurons  les  équations 

X»  4-  y*  =  rS (i) 

r  —  r' =  «(*  —  *')i W 

ir«  =  (x  -  x^j»  4-  (y  -.  /)•.     .     •     (3) 

■ 

{^x-r*  Jyf  *~"^>  expriment  ici  les  différences  entre  les  coordonnées  du 
point  N  et  les  coordonnées'  x,  y  y  propres  à  vérifier  en  mÔme  temps  les 
é<iuations  (i)  et  (a)  qui  sont  celles  du  cercle  et  de  la  droite.  ) 

Cela  posé 9  pour  résoudre  la  question  proposée,  nous  éliminerons dV 
bord  X  et  X*  entre  ces  trois  équations ,  ce  qui  nous  donnera  une  équation 
en  ty  ay  afy  y-^y  r.  Résolvant  cette  équation  par  rapport  à  r,  nous  obtiendrons 
deux  valeurs  dont  la  différence ,  égalée  à  ant ,  conduira  à  une  demidre  équa- 
tion en  a  et  ea  quantité»  connues  J^fj^y  ryWiy  dont  la  résolution  fera  coo- 
naître  a,  et  JBxera  par  conséquent  la  position  de  la  droite  cherché*.  — Ef- 
fectuons ^us  ces  calculs. 

Si  dans  Féquaf  idn  (3)  on  remplace  r  —  X^  par  sa  valeuir  tirée  de  Téqua- 
tioB  (a)  >  on  a 

»•  =  (x  —  x')»(t  -h  «•); 
d'où  Ton  déduit 

>  X  —  a:'  es    "  fet      X  =  y  + 


,               as  ,  as  ' 

donc         y^f^  — et     j  =  j/  H-  —  ■      ..    - 

SubetitHAnt  ces  deux  valenl*  dans  Téquation  (i)  et  ordonnant  par  rap- 
port à  Sf  on  obtient 

«•  4-  a  ^^  "*"  *  ,*  H-  x'"  4-  y*  —  r«  =  o}.  .   .    .     (4) 

yi  -f»  a* 


d*où 


Appelant  tfy  s'y  les  distancer  NM,  NM',  qui  ne  tent  autre  chose  que  les 
deux  valeurs  de  s  qu'on  vient  de  trouviEnr,  on  a     ^ 


.«'  —  r" 
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Mais,  par  hypothèse^  un  doit  avoir  c'  —  «"  -=  sm.  On  obtient  donc 
en£n  ^  pour  Inéquation  du  problème , 

my^l  -^  a»  =   VJ/"  —  x'*)a»  -J-  lax -f  -f-  r»  —  y^*, 

ou ,  élevant  au  carré  et  ordonnant  par  rapport  à  a , 

{x'»  -I-  m»  —  r»)  a»  — uary.a  -♦.  ^'*  +  m*  —  r»  =  o. . . .     (5) 

Comme  cetto  équation  est  du  second  degré ,  il  s^ensuit  que,  par  le 
point  N ,  on  peut  mener  deux  droites  NM,  NM",  qui  satiffogt  également  à 
la  question. 

JV.  B.  —  Le  problème  des  tangentes  peut  être  regardé  comme  un  cas  par- 
ticulier de  celui-ci.  En  effet,  pour  établir  que  la  droite  menée  par  le  point  N 
est  tangente  à  la  courbe,  il  suffit  d^exprimer  que  la  partie  MM'  ou  MIM^de 
la  sécante,  est  nulle,  c^est-à-dire  que  Ton  a  mssoj  ce  qui  réduit  Téqua- 
tion  (5)  à  celle-ci  : 


(a/»  .^  !•*  }  «•  *-  îKt'/.a  -h  y^ 


r*  =  o 


» 


résultat  identique  avec  celui  qui  a  été  obtenu  (n^  196). 

1M)5.  Pour  simplifier  la  construction  des  valeurs  de  Péquation  (5),  sup-  ' 

^  posons ,  ce  qui  est  permis ,  que  Taxe  des  x  passa  par  le  point  donné  N 
{fig,  \\%y  Fig.iiî. 

Dans  ee  cas ,  on  a    7^  se  o,    6t  Féquatiott  d«vient 

(x'«   4*  "»*  —  r*}  a"  4-  m*  —  r»  =  oj 


d'où,  en  posant  ^r*  —  m^  ^  /#, 

u    SS    *    I  '  1 1       » 


m*  d:  * 


«  Il  I  ■ 


V^j/»  ^  m"^  ^^  T^         \/a/^  —  A» 

Pour  qne  cette  expression  de  a  soit  réelle,  il  faut  qu^on  ait  premièrement^ 
m^r  ou  am<^3r;  ce  qui  doit  être,  puisque  im  représente  une  des 
cordes  du  cercle  donné. 

Secondement,    x'*  —  fc«    ou    «'•— r» H- »•  > 0 ;     d'où    m > ^/r«— x'*. 

Cette  dernièvd  condition  est  toi^oors  aatisiiiite  tant  que  le  point  N  est 

«ctérîeur  su  eevele;  car  on  a  «lors      ''>r,      d'où,  à /èrtiùri, 

j/s  ^  r*  4.  m*  >  o.  ^ 
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Fig.iiS.      Mais  si  le  point  N  {fg.  ii3)  est  intérieur,  CQQinie,  en  menant  XK  per- 

pendiealaire  à  OX,  on  a  NK  =  ^/r?  —  a:'*,  il  s'ensuit  que  la  ligné  don- 
née am  doit  être  moindre  que  la  corde  ¥JS/\  et  en  effet,  cette  corde  est  Ii 
pbis  petite  de  toutes  celles  qu'on  peut  mener  par  le  peint  N  dans  le  cercle 
donné. 
Admettons  que  les  deux  conditions    m^r,     m'^^r* — y*,     soient 
"  satisfaites  ;  et  construisons  le  problème. 
^  Fig.i !3.      Décrivons  sur  OB  (Jîg,  113)  une  demi-circonférence  ;  et  prenons ,  à  partir 
du  point  B,  une  corde  BI  égale  à  m;  il  en  résulte 


01  =  v7^"^^rmî  =,&. 

Maintenant ,  sur  ON  =  a/,  décrivons  une  demi-circonférence ,  et  rsbit- 
tons.OI  de  O  en  L;  puis  tirons  la  droite  NL.  On  en  déduit , 


le  dis ,  d'ailleurs ,  que  cette  droite  NLM  et  la  droite  NL'M"  placée  symé* 
triqiiement  au-dessus  de  OX,  représentent  les  deux  droites,  cherchées.  Car 
ie  triangle  rectangle  OLN  donne 

tang  LNO  =  ^  =i=      ,  ,^    —  i  d'où  tangLNX  =         ~  * 


-h* 


On  a  pareillement  tang  L'NO  = 


^x^*  —  A. 


Fig.it3.  ^  construction  est  la  même  quand  le  point  N  (fy.  ii3)  est  intérieur. 
Seulement,  la  corde  BI  ou  m,  doit 'être,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ei-dessns, 
moindre  queBO  ou  r,  et  plus  grande  que  NK  ou  V^r»  —y». 

%QQ,  Remarque,  —  L'équaiion  (4),  à  laquelle  «on  a  été  conduit  dans  la 
résolution  du  problème  précédent  {voyez  n^  204),  démontre  très  simple- 
ment que  deux  sécantes  sont  réciproquement  proportionnelles  à  leurs  parties 
extérieures,  ou  bien,  que  deux  cordes  se  coupent  en  parties  réciproquement 
^  proportionnelles,  suivant  que  le  point  N  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle. 

•  £n  effet,  on  sait  que,  dans  toute  équation  du  second  degré,  le  dernier 
terme  est  égal  au  produit  des  deux  racines.  On  a  donc,  en  appelant  x^,  2" 
Fiff.f  II.  ^•^'  <>^  }>  1^^  racines  de  l'équation  (4)  (n^  précédent), 

zf  X  s",    ou    NM  X  NM'  =  j/*  -f.  ^«  —  r*, 

'  Le  second  membre  de  cette  relation  étant  indépendant  de  a,  Vest-à-dir« 
de  la  constante  <iui  fixe  rinclînaison  de  la  droite  NM ,  il  s'ensuit  qu'elle 
seraitj  encore  la  même  pour  toute  autre  sécante  NR  menée  par  le  point  N. 
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On  déduit  de  là         ^  ,^  ,         . 

'  NM  xmA'  =a  NR  X  lîR', 

etparconséqtient,  NM  :  NR  ::  NR'  :  NM'. 

Si  le  point  est  intérieur  au  cerele ,  connue  N',  on  a  également 

NIVl  X  N'M'  ^  H'S  X  K'S', 

et  par  conséquent,  N'M  :  N'S  ::  N'S'  ;  NW,  G*  Q.  F.  D. 

Le  cas  où  1$  poiat  eat  e^^rîeur  eat  garactérlsé  (  n^  196)  pu  la  eandl- 
tion  x'^'-^y*  —  r»  3>  o.;  c'est-à-dire  que  les  deux  racines  sont  po- 
sitives à  la  fois  ^  et  le  cas  où  Iq  point  est  intérieur ,  par  la  condition 
Ar'«  -f-  y'»  —  r*  «<  o  ;  et ,  en  effet ,  les  deux  racines  étant  représentées  géo- 
métriquement par  N'M  et  N'M',  doivent  être  de  signes  contraires. 

207.  Second  pnOBtÈKS.  —  Deux  cercles  étant  dimnéi  sur  un  plan,  mener 
une  droite  qui  lei  traverse  de  manière  <fue  les  parties  MM',  NN'  (J%r«  "4)>  «. 
interceptées  par  les  deux  circonférences,  soient  é^les  entre  eïlfis  et  à  urne  ligne      "'     ^* 
donnée  sm.   ' 

Rapportons  les  cercles  à  deux  axes  rectangulaires  dont  Pun  soit  la  ligne 
des  centres ,  et  Pautre  passe  par  le  centre  de  Fun  d'eux. 

Prolongeons  d'ailleurs  la  ligse  cherehée  MN'  jusqu'à  sa  rencontre  en  A 
avec  la  ligne  OC.  Il  est  évident  que  cette  droite  serait  déterminée  de  posi- 
tion M  l'on  connaissait  la  distance  OA  ;  car  tout  se  réduirait  alors  à  mener 
par  1«  point  A,  «ne  ligne  AM  telle  que  MM'  fftt  égal  à  am,  et  la  question 
rentrerait  dans  la  précédente  « 

Cela  posé ,  soient 

OA  c=  »',      OO'  »  d,      d'où      OA  «  *'  —  d; 

faisons  d'ailleurs  OB  =  r,  O'B'  =  r,  et  appelons  a  la  tangente  de  l'angle 
que  forme  AM  avec  l'axe  dés  x.  ^ 

On  a  trouvé  (n<^SOS) 


!/*'•  —  h^ 


(  h  étant  égal  à       j/r»  —  m»  ). 


D'un  autre  côté,  si  l'on  nomme  a'  la  tangente  de  Pangle  que  forme 
avec  OX  une  droite  AN  qui  remplisse,  par  rapport  ^u  second  cercle, 
la  même  condition    NN'  =  am,     et  qu'on  désigne  O'A  ou  x'  —  d  par  x", 

\/r'*  —  w»  par  h',  on  a  pareillement , 


_f 


V  zth 


f 


y/x"«  ^  V«       V(x'  —  d)*  —  V» 


i6 
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Mû»  f  diaprés  l'énoncé  de  la  question ,  les  droites  AM ,  AN,  doivent  n^ea 
former  qu^une  seule  ;  ainsi ,  Von  doit  aToir  a'  =  a  ;  et  Ton  obtient,  poitf 
équation  du  problème  proposé , 


h  drV 

3SE 


on,  chassant  les  dénominateurs  et  élevant^ au  carré, 

où,  supprimant  le  ietrae^-^h^hf*  commun  aux  deux  meml>relï. 

On  tire  de  cette  équation, 

fc(a<  —  rf)  =  db  AV  î    d'où     *'  =1  r-îîî^,  ; 

è't  si  l'on  remplace  h  et  A'  par  leurs  Taleun, 

d\/r*  —  m»   , 


4» 


Jt/    = 


|/r»  —  m»  qz  V^i*'*  — 


m< 


Cette  double  valeur  de  x'  prouve  qu'en  gèi^éral ,  il  existe  deux  points  A 
et  A',  par  chacun  desquels  on  peut  mener  deux  droites  susceptibles  de  sa- 
tisfaire à  la  question  ;  ce  qui  donne  en  tout  quatre  solutions  différentes  AM 
et  Am,  BA'S  et  rAfs, 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  problème,  dont  la  construction 
et  la  discussion  résulteront  d'ailleurs  très  simplement  de  celle  dû  pro- 
blème qui  va  suivre. 

1KI6.  TroisièiCB  PKùttÈXR.  —  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cercles 

donnés. 

Soit  fÎBiitdan»  le  problème  précédent,  m=9,  ce  qui  établit  la  condition 
que  la  droite  cherchée  soit  tangente  à  la  fois  aux  deux  cercles.  Comme 
on  a  alors 

h  ou  V^r»^^^^^'m^=  r,     et    V  ou  V'r'»  —  m»  =  r\ 
la  double  valeur  de  x'  se  réduit  à 

dr 
rzpr 

L^eipression  qui  ooTrespond  au  signe  supérieur ,  étant  évidemment  plus 
grande  que  la  seocnde,  correspond  au  cas  où  les  cordes  sont  placés  d'an 


\ 
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taiième  eàté  par  n^port  à  la  tangenle  ;  et  celle  qui  eoneapoiid  an  algne  infé- 
rieur^  au  eas  où  lea  cercles  août  placés  de  côtés  différens.  On  dit,  dans  le 
premier^  que  la  tangente  est  extérieure  aux  deux  bereléSy  et  dans  le  second, 
qu'acné  est  intérieure. 

dr 
Pour  construire  le  résulUt  x'  =  -3—?»   on    r— r'  :  r  ::  rf  :  x'  (J^.iiS),  Fig.iiS. 

tirez  une  ligne  indéfinie  OL;  prenez  sur  cette  ligne ,  à  partir  du  point  IL,  une 
partie  KH  égale  à  CW  ou  tf  ;  Toiis  avez  ainsi    OK  =  r,  OHb{:  —  r\ 
Joignez  B.  et  (f,  et  parle  point  K«  menez  RA  parallèle  à  HO'.  Le  point  A 
sera  le  point  demandé». 
Car  on  a 

OH  :  OK  ::  OO'  :  OA,     ou    r  —  r'  :  r  ;:  <i  :  OA;    donc    OA  =  j/. 


I 


U  ne  s'agit  plus  que  de  mener  par  le  point  A  les  deux  droites  ATOI  et 

Anm  tangentes  au  premier  cer61e  j  et  elles  le  sont  nécessairement  au  second. 

dr 
Quant  au  deuxième  résultat  x'  =  — r*--> ,  ou  r  +  r  l  r  H  d  i  a/^  il  suffit 

r  -^  r 

de  prendlre,  sur  la  même  ligne  OL,  une  partie  KH'  ^le  à  <yW ;  ce  qui 
donne  OH' :=:r  +  r^.  Tirant  ensuite  WO',  et  KA'  parallèle  à  H'O',  on 
a  A'  pour  seconde  solution  de  la  iquestion  ;  6'est-ft-dire  que ,  si  du  point  A^ 
on  mène  les  droites  AW  et  A'm'  tangentes  au  premier  cercle,  elles  le 
seront  également  au  second.' 

La  eonstruction  du  problème  préoédent  se  déduit  fiftcilement  de  celle  du 
problème  actuel. 

En  effet,  si  Ton  inscrit  aux  cercles  donnés  deux  cordes  CD,  cd  (fig,  114),  Fi{;  114. 
égales  à  am ,  et  que  des  points,  0 ,  0(,  on  trace  deux  circonfértmces  dont  les 
rayons  soient  égaux  aux  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  ordes,  il  est 
évident  que  les  tangentes  communes  à  ces  nouveaux  cercles ,  «eront  telles 
que  les  parties  BOf',  NN',  et  RR',  SS',  interceptées  par  les  deux  premiers, 
seront  égales  à  CD  ou  am. 

Le  problème  qui  fait  Tobjet  de  ce  numéro,  présente  diverses  circons- 
tances qui  méritent  d'être  développées ,  et  dont  la  discussion  complétera 
tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  cbapitre  sur  celle  des  problèmes  en 
général. 

5100.  Considérons  les  deux  cercles  dans  toutes  les  situations  quMls  peu- 
rent  avoir  Fun  par  rapport  à  Fautre,  en  supposant  toutefois  que  le  cercle 
qui  a  le  plus  grand  rayon  soit  celui  dont  le  centre  est  à  gauche  (les  cir- 
constances relatives  à  l'hypothèse  contraire  seraient  absolument  sem- 
blablee). 

i<>.  — •  Soient  les  cereles  tout-à-Jait  extérieurs  l'un  à  l'autre  (fig.  116}.  Fiff.116. 

Cette  ciroonstance^eflt  exprimée  analytiqnement  par  la  condition 

•       <'>r-f.r',     d'où,  à/ortiori/    d^r^r^. 

16.  •: 
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Dans  ce  cas^Texpression    x' = -v,     qui,  par  la  dWisioii,  peirt  se 

r  *—  r  - 

tir' 

mettre  sous  la  forme    àf-zs.d'^  -^ ;,     est  évidemment  itlus  grande  que 

•  r  —  r       , 

d-^r'  ou  OB'.  Donc  le  point  A  correspondant  à  cette  valeur  de  x' est 
extérieur /'à  *la  fois  aux 'deux  cerc^esj  et  les  deux  tungentes  eori^^rMiir^;  peu- 
vent ^tce  tracées. 

Âr 
D'abord,  f^êxpressioti    a/  -a^  — ^ — ;>    est  plus  grande  que  't  ou  ^  (à 

cause  de  <f>rH-r'). 
D^ailleurs,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

ydr' 
—  a  —  — -— — ,  ) 

>  •  • 

et  comme  t)n-a    tf>  r4-  r',      H  çn  résulte    -j  ^r^  :  donc  «^  eart.moiodre 

r-f-  r 

qne  d — ^',  -ou  «moicdre  que*0C'.  Ainsi  le  point  A',  corre8pon(iânt  à  fe  se- 

eondje^valemyle  x',  ^t'em)oi;eseztéri^r  aux  deux  eecclea;  .et  Ton  peKt  mener 

les  deux  tangentes  intérieures. 

I^a  première  circonstance  offre  donc  quatre  solutions. 

Fig.ïi7.      Dans  le  «as  particulier  de  r=j*'    {fg.  117],  l^expreselien    a/ se — j 

se  réduit  ii    x'  =  -  ;  t!'e«t-'à-dire  que  le  point  A'  est  'le  mUieu  de  -la  dis- 
tance OO'  des  deux  .centres. 

dr  dr 

'L'cxpressiTon    x  = -^  devient  — ^    ou  infinie  ;  ce  ^ui  'eeut  dire  que 

l0s  deux  UuDgentes  extérieures  sont  parallèles  à  la  ligne  des  xentrea. 
.Ces  xésultaU  s'expliquent  iacilement  .par  la  %uce. 
a^.  — Les  cercles  peuvent  se  toucher  extérieurement  ;  qv  âoal^y^iç^Bieal, 
Fig.118.  oujpeMt  avoir. (jfe.  1,1 8J 

'rf  ==  r  H-  7-'^     d?où    d^  r  —  r'. 

dr                     dr' 
La  viileur    x  =z  -%  =  dH 7—,    est  plus  grande  queif-f-r'ouOB' 

Ainsi  les  deux  "tangenlfes  ^«etéf i^ures  •  existant ,  q>nisqiie  de  jpoint  A  leatieiie- 
rieur  aux  deux  cercles. 

A* 

Mais  la  valeur    x'  = -7    se  réduit  à  x'  =  r  ;  ce  qui  prouve  que  les 

r  H-» 

tangentes  intépicwnis  se  «QAfonii^tï^  un^  ftCM^^iIiXi'. 

Le  prol^me  n^adme^  .dovm.aloirs  [^yi/i  4roi^  so^jt^Qn^. 

3®.  —  Les  ^cercles  peuvent  se  couper.    Cette  circonstance    est   exprimée 

Fig.,ig.  (no  188)  par  les  deux  <o»diti<wtt,<L<r+ir',    d^.r^^sr'  {ifig.  119). 
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dr                       d/ 
L^ezpression    x'  = y  =  d  -f- -y    est    plus    grande  que    <i  4-  r 

ou  OB';  ainsi  les  deux  tangentes  extérieures  existent. 

df'  -  ' 

IMais  l'expression  ar  <=. ?  est  moindre  que  r  ;  donc  le  point  A'  est 

ri  — «r 

inlMeuv  au.  oentler  doni  lè<  centpe*  ea9  «n  0r;  par  oobséliueBt ,.  on  ne  pent 

mener  les  tangentes  intérieures. 
La' question  n'admet  donc ,  dS^ns  ce  cas,  qpe  deux  solutionsk 
4®.  —  Les  Cercles  peuvent  se  toucher  intérieurement  •  ce  qui  exige  que  Ton 

ait  {fg.  lao)  *=  r  —  r^y.  d'où  d<  r  +y.  Fig.130. 

La  première  valeur  j/  = -^    se  réduit  k  xi  z=zr  ou   y  =  OB  ;  donc 

les  deux  tangentes  extérieures  se  confondent  en  une*  seule  LL'. 

dr 
La* seconde  a^=. ^  est  moindre  que  r,  à  cause  de  <f^/*-f-r';  donc 

il  n^existe  pas  de  tangentes  intérieures. 

Ainsi  la  question  n'est  susceptible  que  d'une  seule  solution. 

5^.  —  Enfinr,  les  cerchs  peuiwtt  être  taut-à^/aU  intériewF  l'un  à  Vautre. 

Cette' circonstance  est  exprimée  par  d^r  —  r'  et,  à  fortiori,  d<^r  +  r'. 

dr  ,  dr 

Lga  deux'  valeuvs  s/  =»  -—7,1  *  =    j^-'v  (fgf  i.ai),.sont  l'une  et  l'autre  pj-  ^^^ 

moindres  que  r.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  iV  n'y  a  aucune  solVition  possible' 

Il  est  remarquable  que  ïes  circonstances  dkns  lesquelles  I^  probfême  cesse 
d'admettre  quatre  sohitîons ,  ne  correspondent  à  aucun  résultat  al]Tébri>quo 
qui  soit  absurdes  en  lui-même ,  comme  lé  sont  lies  expressions  imagioairefe 
dans  Tes  équations  du  second  d^gré.  Cela  tient  à  ce  que  îe  problème  pro- 
posé dépend  d'un  autre  {mener  par  un  point  donné  une  tangente  à'  un 
cercle),  qui,  pour  être  susceptible  desoTutibn,  exige  déjà  (n^*  t9B  )  que 
les  données  satisfassent  à  c^laines  conditions. 

La  discussion  du  problème  n*'  207  rentre  dans  celle-ci ,  avec  cette  seule 
différence  que  les  rayons  r ,  /*'',  doivent  y  étire  remplacés  par  les  quanti- 
tés h,  h%  ou  V/r»--ro%    \/r'*  —  m** 

CesdiHix  decmèi^t  expression  a  prouvent  qu'il  faut  d'abord  que  l'on  ait  m 
moindre  que  le  plus  petit  des  rayons  r  et  r\  C'est  une  condition  à  ajouter 
à  cdUes  de  la  diacuasioni  précédente. 

9tÊ(^*  Nous  proposoKMM  ,  pour  exeretce  de  calcul ,  de  troyver  la  démona- 
tration  du  théorème  suivant  : 

TroUcirûonféreneefdé  cerûte  éttutê  t^mées  sur  un» plan,  si,  en  ieseontidé'- 
rant  deux  à  éaitat,  a»fêup  risène  és$  tangentes  conmmner  tant  esctérieure»  quif^ 
térieures,  les  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  avec  les  lignes  des  centres 
seront  trois  a  trois  en  ligne  dro  ite. 

Ainsi,  soient  O,  O',  O*,  (fig.  laa),   les  centres  des  trois  circonférences  j  Fi^.ijj, 
A,  A*',  A",  II,  a',  fl",  les  points  oi\  les  tangentes  extérlcttres  et  intérieures 
coti|kentle8  Kgnes  dles  centres  j  i^.  A,  A',  A",  sont  en  ligne  droits  \  iP»  il 
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•n-«8t  de  m^me  de 

A,  o",  a'  I  A",  a",  a  \  A",  a%  a. 

Voici  les  élémens  nécessaires  à  la  résolution  de  cette  question. 
En  appelant  r ,  r\  r'y  les  rayons  des  cercles  qui  ont  leurs  centres  en  0, 
O',  O**,  et  d,  <r,  d",  les  distances  OCy,  00",  aO",  on  a  trouvé  (no  ÎMW  ) 

.  r 
\       OA  =  -iL_,     d'où    O'A  =  -—,  ^  d  =     ^ 


O*  =  -^,     d'où    a«  =  Il  -  -^  =  ^,. 
On  trouverait  de  même 

OA'  =  ^,    O-A'  =  -^,     00-=  -^.,     OV  =  -^; 

et 

^   O^A^  =  ^,     O-A"  =  4^,,     O^a-  ^  ^„     ira"  =r  Z^;. 
r^f**  r'^^T*^  r'-^r'^  #^-f-r* 

Avec  ces  données ,  on  peut  fixer  la  position  des  points  A,  A',  A*^,  a,  a',  tf*, 
par  rapport  à  deux  axes,  pour  en  déduire  ensuite  (n^  187)  les  rapports  des 
différences  entre  les  coordonnées  de  ces  poiuts.  Nous  observerons,  toute- 
fois ,  que  le  choix  des  axes  n'est  pas  indifférent  pour  la  simplicité  des  cal- 
culs. Nous  avons  indiqué  dans  la  fig^ure,  un  des  systèmes  les  plus  convenables; 
l'axe  des  abscisses  est  la  ligne  des  centres  OO',  et  l^apce  des  ordonnées  est 
la  parallèle  à  O'O",  menée  par  le  point  extérieur  A. 

Il  suffit ,  en  effet ,  de  démontrer  la  proposition  pour  les  point»  A,  A'>  A", 
et  A,  «',  ti*  ;  ce  qui  peut  se  faire  en  prouvant  que 

AF  ~"  AO'  \p'  ~  ;acF* 

211.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  résolution  de  quelques  pro- 
blèmes indéterminés. 
Premibr  problème.  -^  Deux  points  A  cf  B  étant  donnés,  on  en  demande  un 
•p-        2    troisième  M  (fg.  ia3  )  ^'  ?»'«»  ^  joignant  aux  points  A  ef  B,  la  somme  des 
'  carrés  des  distances  AM>  MB^  soit  égale  à  un  carré  donné  m*. 

Il  est  d'abord  évident  que  la  question  est  indéterminée;  car  en  appe- 
lant s  y  tfy  les  distances  AM,  BM,  on  a  pour  condition  unique , 

s>  +  s'a  =  m\ 

Cela  posé,  donnons  à  s  une  valeur  quelconque  «,  il  en  résulte  pour  f' 
la  valçur  correspondante  zf  =:  V^oi^  — ■  a*^  et  si  du  point  A  comme  c^trfi^ 
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avec  un  rayon  égal  à  «,  on  décrit  une  circonférence,  que  du  poinl  B  comme 

centre,  avec  un  rayon  égal  à  y  m*  ^  «•,  on  décrive  une  autre  circonfé- 
rence, les  points  M,  BT,  où  ces  deux  circonférences  se  eoupei^,  satisfont 
à  renoncé. 

Soient  encore  2  =  «'  ;  on  déduit  de  Téquation,  /  =  V^m* — *'•;  et  Ton 
obtiendra  deux  nouveaux  points  M*',  M"  ;  et  ainsi  de  suite.  D^où  l^n  voit 
quMl  existe  une  infinité  de>  points  susceptibles  de  vérifier  l'énoncé. 

On  reconnait  en  même  temps  que  le  lieu  géométrique  de  tons  ces 'points 
est  une  courbe  limitée  dans  tous  les  sens;  car  Féquation  ci-dessus  donnant 

z  =  ^/m«  —  ^*  et  /  =  \^m*  -^  «•,  aucune  des  distances  z  et  c'  ne  peut 
èlre  plus  grande  que  m.  , 

Actuellement,  il  s^agit  de  trouver  Véquation  de  cette  courbe,  c^est- à-dire 
(d9  171)  une  relation  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points  rapportés 
à  deux  axes  fixes.  Mais  afin  de  choisir  le  système  le  plus  simple ,  nous 
ferons  une  nouvelle  observation  \  c^est  que  cette  courbe  est  ^métrique  par 
rapport  à  AB  et  à  la  perpendiculaire  OC  âevée  par  le  milieu  O  de  «ette 
droite. 

Gela  est  évident  pour  AB ,  diaprés  la  construction  indiquée  ci-deasiv ,  ear 
les  points  M  et  M'  sont  situés  sur  une  perpendiculaire  à  AB ,  et_à  égale  dis- 
tance de  AB. 

Quant  à  OC ,  soient  deux  points  M  et  M"  situés  sur  une  même  perpen- 
diculaire 'mm'  à-  oc ,  et  iels  qu'oQ  ait,  MQ  s=  QM". 

Abaissons  leè  perpendiculaires  MF,  M'T'^  Comme  OP=:OF'  et  AQ=OB, 
il  en  résulte  APrsBP";  on.  a  d^ailleurs  MF=MT";  ainsi  les  deux  triangles 
rectangles  APM,  BP*M',  sont  égaux  et  donnent  AM=  BM".  On  prouverait 
pareillement  que  BM  =  AM". 

Donc  si  Ton  a  AM -f-BM  =  m%  on  doit  avoir  aussi  AM"  +  BM"=s  m*. 

Diaprés  cela ,  nous  prendrons  pour  système  d^axes ,  les  deux  lignes  AB,  QC. 
•  Appelons  a:  et  ^^  les  coordonnées  d^un  point  quelconque  M  de  la  courbe^ 
aa  la  distance  AB ,  d'où  OA  =  OB  =  a. 

lies  deux  triangles  rectangles  APM ,  BPM,  donnent 

y  +  ( j;  -f.  a)«  =  5* (i) 

r*  +  (*  —  «)*  =  «'" f») 

D'ailleurs ,  on  a  d^à  la  relation 

«•  H-  y»  =s  m»  ;. . . .  (3) 

et  si,  entre  ces  trois  équations  qui  existent  pour  un  point  quelconque  de 
la  courbe ,  on  élimine  s  et  sfy  Péquation  résultante ,  en  j:  ,  ^,  existera  elle- 
même  pour  ce  point  et  sera  par  conséquent  Téquation  de  la  courbe. 

Ajoutant  les  équations  (1)  et  (a) ,  puis  mettant  pour  2*  +  «'•  sa  valeur  m*^^ 
on  obtient  sur-le-champ 
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r*  +  (*  +  a)*  -+.  j-«  -f.  (x  —  a)*  =  I»», 


OU  r«dtti8«ttt> 


m»  —  au*  . ., 


« 


Cette  é^pMjtioo  9ét  «ndeinaieiit  «rfle  d^me  ciMonféfefice  de  cercU  dont 
le  centre  est  à  r^în^ne  O  »  et  qui  â  ikmhp  rayoa , 


=n/ 


m»  -—  ^M* 


f  y   I  m  ■    — — — ^-.^ 


Potur  le  construire ,  soit  décrit  sur  OB  le  carré  OBGH  ;  il  en  résulte 

0G'=  a«* ,    d'où    OG  =  a  l/i. 

Au  point  O  élevez  ON  perpenâicuî/tire  à  ÙQt,  et  au  point  G  comme  centre 
uvec  m  pour  rayon ,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  ON  au  point  F,  puii 
àthe¥ét  fe  ^arrê  OFÏK.  ;  le  triante  rectangle  OPG  donne 

ÔF  =  FG  —  OG'=r  m»  —  a«»  j  d'où  Ôi's=  «GÈF  =  2(111'  -^  a«»)i 
donc  OL  moitié  de  01  est  le  rayon  cherché  ;  car 


OL 


=  -  01  =  -  V'xi  m*  —  aa*  ). 

3  2^ 


Donc  la  droonlerence  décrite  du  point  O  comme  centre  et  «vec  OL  p<w 
rayon ,  est  le  lieu  géométrique  demandé. 

N.  B. — La  ligne  donnée  m  a  évidemment  pour  minimum  a^iy  ou  bien 
la  diagonale  OG  du  carré  décrit  sur  OB;  mais  elle  n'a  point  de- nwuPimMi, 
c'est-à-dire  qu'elle  peut  recevoir  une  valeur  aussi  grande  que  l'on  vett- 
Ainsi,  le  diamètre  DD',  qui,  dans  la  figure  actuelle,  est  moindre  que  la 
distance  AB,  peut  être  plus  grand  dans  d'autres  cas. 
'  Po)ir  savoir  dans  quelle  circonstance  ce  diamètre  est  égal  à  AB  ou  a^,  ^ 

n'y  a  qu'à  poser-  V/a(m*  —  aa»  )  =  a'j^ce  qui  donne 

a(flii  —  aa*)  r=r  ^*    ou    am»  =  S**  ;    donc    m^  =  4<»*    et    m  =  vt. 

Soit  mvBta^%\  il  en  résulte  r.=zo,  et  la  couri>e  se  réduit  à  im  point 
qui  n'est  autre  chose  que  l'origine. 

p.  f  -  212.  Sbccwo  VBJOVLtMOL.^^Étant  donnés  deux  points  K»  B  (fg.  t^\),  déter- 
miner  un  4Utre  point  M ,  tel  que  là  d^rence  des  carrés  des  distances  AM ,  BM^ 
soit  égale  à  un  carré  m*. 
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Par  des  raiaotmemeiis  Analoffues  à  cet»  qui  mit  été  faite  dans  le  problème 
précédent^  on  prouYorftit  que  la  question  est  indéterminée,  et  que  le  lieu 
géométrique  éftt  Symétriquement  placé  par  rapport  aux  deux  droites  ÀB 
et  OC. 

Mais  ce  lieu  géométrique  doit  être  une  ligue  indéfinie  \  oar  Péquation  de 
condition  étant 

Â5r*--  BM  Œ  j*s    d'où    AM  =*  y  m»  -H  WS', 

on  peut  donner  à  BM  une  valeur  aussi  grande  que  Ton  Veut,  et  il  en  ré- 
sulte toujours  pour  AM  une  valeur  réelle  correspondante. 

Cela  posé ,  prenons  AB  et  OG  pour  système  d^axes ,  et  appelons  tou- 
jours «1  la  distance  AB,  5^  s^,  les  dittanoea  AM  et  BM,  ^>  X>  les  coordon- 
nées du  point  M  rapportées  à  ces  axes.  On  a  d'abofd ,  comme  da&a  le  pro- 
blème précédent ,  les  éqntiotis 


V 


y»  -h(*-f.  •)•  «  r», (i) 

Quant  à  Féquation  de  condition  ci-dessus ,  observons  que ,  pour  tous  les 

points  situés  à  la  droite  de  OY,  on  a  AM>BM,    d'où   Âm'— BM>o  ; 
mais  que  pour  ceux  qui  sont  situés  à  gauche,  on  a  au  contraire  AM<^BM, 

d'où  AM  —  BM<  o;  donc  la  différence  des  carrés,  AM  — BM,  doit  être 
eiprimée  par    dl  m»  ;     et  Ton  a    5»  —  /■  c=  d=  m» , . . .  (3) 

Si ,  entre  ces  trois  équations  qui  ont  lieu  pour  un  point  quelconque  de 
la  ligne  cherchée,  on  élimine  z  et  5',  Téquation  en  x,  y,  qu'on  obtiendra , 
se»  ^équation  de  ce  lieu  géométrique.  Or,  en  retranchant  (a)  de  (i),  et 
remplaçant  ;?*—«'•  par  sa  valeur  ti:  m» ,  on  trouve     f^ax  =  ±:  m»  ; 

d'où  1\>B  déduit  X  ==  ^^. 

Cette  équation  ne  renfermant  pas  la  variable  y,  représente  (n®  176)  le 
système  de  deux  droites  parallèles  à  OY,  et  menées  à  égale  distance  du 
point  O. 

Pour  les  construire ,  J^9fa«a  iur  OBtsza,  une  distanee  OF  =3  —  ,  et  sur  la 
perpendiculaire  OY',  une  distance  OH  =  — .  Tirez  ensuite  BH,  et  par  le 


m» 


point  F  mettez  FG  parallèle  à  BH^  vous  aurez  évidemment    OG  = 

^a 

Il  ne  s'agit  plus  ensuite  que  de  rabattre  OG  de  O  en  I  et  de  O  en  1',  puis 
de  mener  par  les  points  I  et  l' les  droites  IL ,  VU,  parallèles  à  OY. 

La  quantité  m  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  p(»8ibles  depuis  zéro  jus- 
qu'à rinfni.  ^ 
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Soit  m  =  o  ;  il  en  résulte  or  =  o ,  et  les  deux  lignes  IL ,  VU,  se  oonfoc- 
dent  en  une  seule ,  qui  n^est  autre  chose  que  Taxe  des  y. 
Eit  effet,  pour  un  point  quelconque  G  de  cette  droite,  on  a 

AC'ss  BC*    d'où  "AC*—  BC'=  m*  =  o. 

«■♦■  A^* 

Soit    m  =  aa:    on  trOttT«    « ::=;  -i  y       ==  ±  a,     et  les  deux  droites  se 

4a 

confondent  avec  les  perpendiculaires  éleyées  aux  points  A  et  B. 

/      Pour  m >  aa,  ces  droites  seront  placées  à  droite  et  à  gauche  sur  les  pro- 

longeniens  de  la  ligne  ÂB. 

813.  TaoïsiiafE  ^kùbïééb,^^  Étant  donnés  deux  points  A  e<  B^  trowern 
Fig.iaS.  autre  point  M  {fy.  ia5)  tel  qu'en  le  joignanljmx  points  A  et  B,  VangteAM 
formé  par  ces  deux  lignes  de  jonction ,  soit  ^al  à  un  angle  donné  ▼. 

Prenons  pour  axes  la  ligne  AB  et  la  perpendiculaire  élevée  i>ar  le  point  0, 
milieu  de  AB.  Nommons  d^ailleurs  ax^  la  distance  AB. 
La  droite  BM  étant  assujettie  à  passer  par  le  point  B ,  dont  les  coordoo- 

I 

nées  sont  ^  =  o 3  xszs^y  a  pour  équation, 

y  =  «{*  —  a/)....   (i) 
On  a  de  même  pour  Péquation  de  la  droite  AM, 

y^  a'(x  +  x')....    (î) 

(  puisque  Tabscisse  OA  est  exprimée  par  —  x^  )  ;  et  comme  >  d'après  renoncé, 
ces  deux  droites  doivent  former  un  angle  donné  v ,  les  quantités  a  et  «' 
sont  liées  entre  elles  par  la  relation 

»  a  —  a'  .«. 

— j-^  =  tan8^....  (3) 

I 

En  donnant  à  a  une  valeur  tout-à-fait  arbitraire ,  ce  qui  fixerait  Tune  des 
positions  de  la  droite  BM ,  on  tirerait  de  Téquation  (3)  une  valeur  corres- 
pondante pour  aff  ce  qui  déterminerait  aussi  une  position  particulière  de 
la  droite  AM;^t  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  appartiendrait 
au  lieu  géométrique  demandé.  Mais  si ,  entre  les  équations  (i) ,  (*à) ,  et  (3), 
qui  ont  lieu  en  même  temps  pour  un  point  quelconque  M  de  ce  lieu ,  oc 
élimine  a  et  a%  l'équation  résultante  en  x  et  jr  sera  nécessairement  l'équa- 
tion du  lieu  géométrique  demandé. 

Or,  pour  effectuer  l'élimination ,  il  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  f3' 
les  quantités  a  et  a^  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i)  et  (a).  0& 
obtient  par  cette  substitution , 
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2S1 


"^       =  tang  »^, 

I  +-^ 


X*,—  X** 

d*où,  chaMâDt  les  dénominateurs  .et  réduisant^ 

équation  d'une  eirconférence  de  cercle  dont  le  centre  a  (n^  177}  pour 

x' 
coordonnées  y  ;9  =  o,  9  =  r; ,  el  cfui  a  pour  rayon  > 


=  Y/x' 


•  -f,  — —-  c= |/i  -f.  tang*!'. 

tang*c       tangf'  " 


Mais  comme  Thypothèse  /=  o  donne  «*  —  x^*  =  o,  d'où  ar= ±  «% 
ce  qui  prouye  que  le  cercle  passe  par  les  points  A  et  B ,  il  est  clair  que  le 
cercle  sera  tout-à-fait  déterminé  dès  qu^on  aura  construit  sur  OT  T^pres- 

sion    ^=  — y  puisque  le  centre  sera  alors  fixé  de  position.  Ainsi  : 

Ftûtes  au  point  B  un  angle  ABL  égal  à  Vangle  donné  ;  puis  élevés  en  ce 
nténtie  point  BI  perpendieulaire  àhL;  le  point  I  d'intersection  arec  OU  sera 
le  centre  du  cercle. 

En  efiet ,  le  triangle  rectangle  OBI  donne  (  Trigon.,  n<»  86 ),    . 

01  =  OB.tangOBI  r=  OB.cotOBL  = 


tangc 


Cette  construction  est  éTidemment  celle  qu'on  donne  dans  les  élémens 
de  Géométrie,  pour  décrire  sur  une  droite  un  seffnetu  de  cercle  capable  d'un, 
angle  donné» 

Discussion.  —Tant  que  l'angle  v  sera  aigu,  r- *  sera  positif,  et  le  cen- 

tre  du  cercle  sera  situé  au-dessus  de  la  ligne  AB.  Mais  si  l'angle  tf  est  obtus, 

comme  tang  v  est  alors  négatif,  il  en  est  de  même  de ;  et  le  centre 

se  trouve  plaeé  au-dessous  de  AB. 

Soit    p=ioo®,    d'où    tangp:=ioo    et =  0;     l'équatidn  (4)  se 

réduit  à  x^-^y^^zzf*  et  représenta  une  circonférence  décrite  sur  AB 
eomme  diamètre. 


^cit   encore   v  zz  o,     d'où     taiig»»»oj    les  expressitas    7  = 


tang^ 


\         r 
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•t     r  = 


^        K  1  +  tang'i'  deTieanent  it^nies;  et  le  cercle  est  lai<méme 

d'une  grandeur  infinie. 

Il  faut  d'ailleurs  observer  que  touer  tes- points  de  la  partie  supérieure  AMB 
de  la  circonférence  donnée  par  Téquation  (4)  ,  satisfont  à  Ténoncé  de  la 
question ,  mais  que  pour  Irt  partie'  inferfevre  AlSfW,  ce*  ff'fegf  pîns  Pan- 
gle  AM'B,  mais  son  supplément  AM^H  qui  est  égal  à  Pangle  donné. 

On  a  en  effet  four  cet  a^^e*,    AMU  =  M'AB  -^  ABAfr';  '  d'où  (n»  70) 

*-«.  yJkM/M        tangM^AB-h  tansABM^ 
'^^^'^"^«^tangl^AA.tangiBW-^ 
mais 

tangM'AB  =  —  tangKAX  =  —  a'-     tangABM'  =   tangH'BX  =  a; 


donc  tang'AM'H 


i+aa"  i-l-aa'' 


Ainsi  y  c'est  pour  cet  angle  que  Téquation  r3)  est  satîsfiente. 
5144.  SVMiB  fiÉNBiUkL  aux  les  problèmes.  mdéleFmmés. 

En  réfléchissant  sur  la  manière  dont  les  troi&  questions  précédentes  ont 
été  résolues,  on  voit  que,  pour  obtenir  Téquation  dUm  Ilea  géométrique, 
il  ftiat  comnAencerpar  étahèip  des  éqjnaâbas  eatee  las  coiordonnées  x  et  r 
éP)m  (fiselkSfmqtn^  âe  se»  points ,.  et  d^autres  quanlitéa  qu»  varient  avec  k 
position  du  point.  Le  nombre  de  ces  équations  doit  être-  moindre  dftme 
unité  que  le  nonobre  totef  des  vaarfublm,  y  ccnnprîs  x  e*  jr.  €es  éffaationd 
une  fois  formées,  on  élimine  les  variables  autres  que  x,  y^  et  Féquation 
résultante  est  l'équation  desiandée,  puis(pi?elle  exprime  une  relation  entre 
les  coordonnées  étnn  point  quelconque  de  la  courbe ,  et  des  quantités 
connues. 

On  doit  toutefois  avoir  te  soin  de  cboîsfr  convenal^lcnnénf  lés  axes,  pour 
que  Tes  calculs  soient  simples  çt  qu'on  puisse  construire  fkc^Stem&at  te& 
résultats. 

Si  f  dans  le  problème  précédent,  par  exemple ,.  on  prenait  les  deux  àn^ 
dans  une  situation  quelconque  par  rapport  aux  deux  points  A  et  B ,  le» 
équations  seraient 

^_/^«(x-y),    r  -  y  = '^' (' -  ^1.     T^^^*""»'' 

4'oà,  eu  éUnûirant  aeta'. 


y  — 

X 

t" 

x*    --- 

Mngt 

»  • 

1  f  ^'^- 

y)(r 

-r")  ~ 

? 

*  ('- 

x')(x 

_x») 

ïJUbitetiMifiés.  tS3 

On  jeconnait  bien  à  Tinspection  de  cette  équation  qu^elle  appartient  à 
une  circonférence  de  cercle;  mais  la  détermination  du  centre  et  |k  rayon 
ne  serait  pas  facile  ;  et  Ton  aurait  surtout  beaucoup  de  peine  à  fainr  ressor- 
tir des  résultats,  la  construction  indiquée  ci-dessus. 

On  peut  même  affirmer  que  la  principale  difficulté  qui  se  présente  dans 
la  résolution  des  questions  par  les  principes  de  la  Géométrie  analytique, 
consiste  dans  le  choix  des  axes. 

J^aa&i  9Qwent-9 }»»  éqma^çti»  à  iitablif  ae  féduifient,  premièr^emem ,  à 
celles  de  deuix  Jp^|?»e»  4rwftes<aU'de  deux  cirçoAférenoes  de  «ercle  dont  Itts 
points  4^intersection  appartiennent  au  lieu  géométrique  cherché  (  ces  équa- 
tions renfermant ,  outre  les  coordonnées  x,  y,  deux  autres  quantités  quf 
ivariont  ayec  la  position  4n  j)oint);  seipaademmf.p  k  une  xelittip»  ^entre  cas 
deux  dernières  yariables ,  laquelle  est  fournie  immédia^men^  J>ar  Ténjoncé. 
Zjes  problèmes  précédens  en  offrent  des  exemples.. 

Dans  les  deux  premiers  ,  le  point  M  (^.  ia3  et  ia4)  est  déterminé  par  p.         » 
Tintersection  de  deux  circonférences  ayant  leurs  centres  en  A,  B,  et  pour   et  lai. 
rayons  Zj  z'  ;  ces  variables  sont  d^ailleurs  liées  entre  elles  par  la  relation 

z*  •!-  y»  =  TO»,     ojfL    z""  —  a'*  =  :*:  m*. 

Dans  le  troisième  y  ie  point  M  est  donné  par  Pintersoction  de  deux  droites 
passant  par  les  points  A ,  B  j  et  les  variables  a ,  a',  qui  entrent  dans  leurs 


a —  af 


équations ,  sont  liées  entre  elles  par  la  relation. --< — — *  =  ta^gp. 

.  Cependant,  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  variables  à  éliminer  soit 
plus  cons^idérable,  conune  qd  va  le  voîir  dlius  Aç  .prpl^UMiie  <fve  «ikovs  allpn^ 
nous  proposer  en  dernier  lieu. 

21^.  Quatrième  problème.  —  €M  eerde  et  un  point  B  (fg,   126)  étant  p*    .^q^ 
donnés  sûr  un  plan,  si,  de  ce  point,  on  tire  une  droite  quelconque  KK'  <ii/i 
rencontre  la  circonférence  en  deux  points  M ,  M',  et  que  par  ces  points  on 
mène    les  tangentes  ISfiT*  M!^,  en  demande  le   lieu  de  mus  las  psfintt  da 
rencontre,   tels  que  N,  de  ces  tangentes  considérées  deux  à  deux. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  ligne  OB  menée  par  le  centre  et  le 
point  donné,  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  élevée  au  point  O. 

Sqient  x^  gr^  to  .cpoMo^nées  du  ppinjt  JS<i  iv^  et  y'  les  .copr^«û^  du 
point  M,  ar*  et  y*  celles  du  point  M';  x',  y' y  ^"y  x">  ^**"*  ^^^  quantités 
qui  varient  avec  la  position  de  la  dtoHe  KK",  et  par  conséquent  avec  la  po- 
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CHAPITRE   IV. 

DES    COURBES   DU    SECOND    DÊGRÊf. 

'  §  I*.   Transformation  des  Coordonnées. 

916.  Introduction.  -^  Nous  noua  proposonB ,  dans  ce  cha- 
pitre et  les  deux  suivans,  de  faire  conuattre  la  nature  et  les 
propriéte's  des  courbes  exprimée^  sinalytiquçineQt  par  des 
e'quatious  du  second  degré  à  deux  variables;  mais^  auparavant, 
il  est  nécessaire  de  résoudre  une  question  qu'on  doit  regarder 
comme  une  des  plus  importantes  de  la  Géométrie  analytique  ; 
c'est  celle  de  la  transformation  des  coordoiinées. 

En  jetant  les  yeux  sur  les  équations  de  la  lif^ne  droite  et  du 
cercle,  ces  ligniçs  «tant  considérées  dans  les  diverses  situations 
qu'elles  peuvent  avoir  par  rapport  à  deux  axes^  on  reconnaît 
qu'une  même  ligne  peut  être  représentée  par  une  équation 
plus  ou  moins  simple  ,  suivant  que  sa  position  à  l'égard  des 
axes  est  plus  ou  moins  simple ,  et  suivant  que  les  axes  eux- 
mêmes  sont  rectangulaires  ou  obliques. 

Ainsi  y  l'équation  la  plus  générale  de  la  ligne  droite  étant 
y  -==:  ax  '\'h  ^  celle  d'une  droite  passant  par  l'origine  est 
jr  =zaxya  ayant,  dans  l'une  et  l'autre  de  ces  équations, 
une  acception  différente  ,  selon  que  les  axes  sont  rectan- 
gulaires ou  obliques. 

L'équation  d'une  parallèle  à  l'un  des  axes  est  xssa^ 
ou  jr  ~b.  ^ 

De  même ,  l'équation  la  plus  générale  du  cercle  étant... 
(x> — pY  -(-.  (  j-  _  ^)a  -4-  2  {x  — p)  {j-  —  g)  cos  C=r*,  celle  du 
cercle  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  menés  par  son 

centre,  est  a?*-|-J'"  =  '^* 

On  conçoit  donc  que  ,  lorsqu'une  courbe  est  déjà  fixée  de 
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position  sur  un  plan  par  le  moyen  d'une  équation ,  si  l'on 
8*aperçoit'que  cette  courbé^est  dans  une  situation  plus  simple; 
par  rapport  à  deux  nouvelles  droites  que  par  rapport  aux  axes 
primitifs,  il  est  bon,  pour  faciliter  la  recherche  de  ses  pro-- 
priéte's ,  de  chercher  à  déduire  Téquation  de  la  courbe  rappor- 
tée aux  noui^aux  axes ,  de  Téquation  de  la  même  courbe  rap- 
portée aux  premiers.  Tel  est  Tobjet  qu'on  se  propose  dans  le 
problème  de  la  transformation  des  coordonnées,  lequel  peut 
s'énoncer  ainsi  :  Étant  donnée  Péqualion  d*une  courbe  rap^ 
portée  à  deux  axes  quelconques  j  trout^er  V équation  de  la 
même  courbe  rapportée  à  deux  nouveaux  axes» 

217.  Soient  AX,  AY  (Jig.  127),  deux  droites  par  rapport  pig.  1^7. 
auxquelles  une  courbe  MM'M'\  • . .  •  est  fixée  de  position  au 
moyen  de  l'équation  F  (or,^)  =  o,  et  A'X',  A'Y',  deux  nou- 
veaux axes  dont  la  situation  est  reconnue  plus  simple  à  l'égard 
de  la  courbe.  I^ommons  x,  j*,  les  coordonnées  AP,  MP,  d'un 
point  quelconque  M  de  la  courbe  rapportée  aux  premiers  ' 
axes,  et  x' ^  j\  l'es  nouvelles  coordonnées  A'F,  MP'. 

Si  Ton  parvient  à  exprimer  o?,^,  en  fonction  de  x\y^^X.  de 
quantités  connues,  il  ne  s'agira  que  de  substituer  ces  valeurs 
dans  l'équation  ci-dessus  ;  et  l'on  obtiendra  l'équation  de- 
mandée. 

Pour  trouver  ces  valeurs ,  soient  menés  A^X''  et  FH  paral- 
lèles à  AX  ,  puis  AT"  et  P'K  parallèles  à  AY,  en  prolongeant 
toutefois  k!X"  jusqu'à  sa  rencontre  en  B  avec  AX. 

Faisons  d'ailleurs  AB  =  a,  A'B  =5  b,  X'A'X*  =  «, 
Y'A'X*=r/,  et  Y" A' Y''  =  ff;  «,  ^,  sont  des  quantités  con- 
nues, puisqu'elles  ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  de 
la  nouvelle  origine ,  qu'on  suppose  donnée  de  position  par  rap- 
port aux  anciens  axes  ;  il  en  est  de  même  des  angles  «t,  m  ^  que 
chacun  des  nouveaux  axes  forme  avec  l'ancien  axe  des  a?,  et 
de  l'angle  «,  qui  est  égal  à  l'angle  YAX  des  anciens  axes. 

Cela  posé,  la  figure  donne  évidemment 

AP     ou    a:  =  AB  +  BP  =  a  +  A'K  +  P'H,  \ 

MP    ou   jr  =A'B  +  ML  =  è-}-P'K+MB; 

'7 
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ainsi,  tout  se  réduit  à  déterminer  A'K,  P'R,  PII,  et  MH, 
Or,  on  a  dans  les  triangles  A'P'K.,  MP'H,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  Trigonométrie;  u°  9Èy     . 

i\  A'K  :  A'P'  ::  sin  A'P'K  :  sin  A'KF;       . 


ou ,  à  cause  de    A'P'K  =  P'AT"  =  ff  —  •,     et  de 

A'KF  ==  A'LM  =  200*»  —  MLX"  =  20o«  —  C, 

'A'K:a;'::8in(ff-«):8inff;    d'où    A'K  =  "'^  ""/' ~ '^ 

sinC 

2».  FK:  A'P'  :  :  sinFA'K:  sin  A'RP';  d'où  P'K=  ^1^  ; 

sinfa 

3».  P'H  :MP'  :  :  sin  FMH  :  sin  P'HM  ; 


QU,     àcausede    FMH=Y'A'Y'=ff—«',     et  de 

P'HM  =  A'LM  =  200»  —  C,  • 

FH  :  y  ::  sin  {c  -  *')  :  sînC;  d'où  fh  ='^'""j^~*^ 

4».MH:MF::sinMP'H:sinFHM;  d'où MH=-^'^'°/. 

Donc,  eu  portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  d^  XyJ'j 
on  obtient 

x'sin  (o  —  u)+j''s\n{C  —  «') 

sinC  ^     \ 

a;  sm  «f  +  r  Sin  «     ,     ,  '  ^  ' 

Y  =  — ?--^ h  b 

Telles  sont  les  formules  les  plus  générales  de  la  transforma* 
tion  des  coordonnées,  dont  il  est  facile  de  déduire  les  formales 
particulières  correspondant  à  toutes  les  positions  de  la  nou- 
velle origine  et  aux  différentes  directions  des  nouveaux  axes 
par  rapport  aux  anciens,  en  dçnnant  k  a,  b^  des  valeurs  cou-* 
venables  positives  ou  négatives,  et  aux  angles  «,  afy  toutes 
les  valeurs  depuis  o®  jusqu'à  200^. 


\ 
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Quant  à  l'angle  C,  il  est  toujours  donné  à  priori  ,  puisque 
'  c'est  l'angle  des  anciens  axes. 

Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  les  caâ  piincipaux* 

218.  Premier  cas.  *—  Le  plus  simple  de  tous  est  celui  oft  les 

deux  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  anciens  j  c'est-à-dire 
où  les  axes  conservant  la  même  direction  ,  l'origine  seule  est 

différente^ 

Dans  ce  cas,  on  a  «  =  o ,  et  tt=:C;  ce  qui  donne 
sin  (C— «)=8inC,  sin(f^i(')=:o,  sin«  =  Oy  8in«s=sînC; 

ainsi ,  les  formules  se  réduisent  à  {       ""^    /    i    >  '    !  •  •  •  •  (2) 

Oq  peut  les  vérifier  directement  d*après  la  figure.  En  efiisty 
on  leconnatt  (Jig*    128  )  que     AP  =  AB  4-  A'F  =  a  -|-  a^  ;  Fig.iaS. 

219.  Second  cas.  — -  On  propose  de  passer  d'un  système  rec* 
tangiUaire  à  un  sj-stème  oblique. 

Dans  cette  hypothèse ,  il  suffit  de  faire  (fig^  129)  C=:  !oo«;  pîg.iag. 

ti'où    smC=i^     sin(C — «)=cos«,     et    sin(C— «  )=rcos«'; 

et  les  formules  deviennent  I  ,^.    *T*^A     #T?'Î....  t3) 

i jrzssx sinoL+ysinu'+b , f        ^  * 

220.  Troisième  cas.  —  Passer  d'un .  sjstème  rectangulaire 
à  un  sj^stèrne  aussi  rectangulaire  .-  c'est  un  des. cas  les  plus 
usités. 

On  a ,  dans  ce  caa  (Jig.  i3o)  ,  C  =  100%  Fig.i3o 

*'  ou  r A'X*  =  FA'X'  +  r A'X*  =  100»  +'«  ;        • 

d'où  sinC=:iy  sin  (C — «)  =  cos«y 

8in(ff— «  )==:sin(ioo**  —  loo*»— ce)  =  — sinii, 
sin/=sin(ioo®-j-«)  =cos«; 

et  Ton  obtient  pour  formules  correspondantes, 

ijc  r=  a;'  cos  a  —  7^  sin  «  +  a ,    \  . 

jr  =  x'sinic  +y  cosa  4*  ^«    )  '    * 

17.. 
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iV.  B,  «^  Ce  dernier  cas  peut  être  déduit  du  second.,  en  j 

faisant  simplement  «'sioo**-}-*^ 7  ^^  ^}^  donne  cos/ss'—sîaii, 
et  8in«'=:co8«. 

Sm.  Quatrième  <:as.-«*  jPo^s^r  ^'cm  système  oblique  à  m 
système  rectangulaire  ^ 
Fig.i3i.      Il  suffit  de  faire  dans  les  fonnules  générales  (Jig.  iSi], 

€t  OU  Y'A'X*  =  1 00*  +  «  ;    d'où    sin  a'  =  cos  m, 

:sin  <C  —  «  )  =  sin  (  C  —  I  oo*  —  «  ) 

=  —  sin[ioo®  — (?  —  «)]  =  — cos(C—«). 

Ces  formules  deviennent  alors 

a?'sin(g— #)— yc08(g-^ii)    ,    ^ 

jT  siutf  +  r  C0S4I     .     , 

jr  .— Z^ f-   b. 

-•  sinC 

Chacun  des  trois  systèmes  précédons  peut  être  obtenu  directement  m 
moyen  de  la  figure  ;  mais  nous  nous  contenterons  de  rechercher  eelui  qui 
correspond  au  dernier  cas. 

Soient  toujours  menées  par  les  points  A'  et  P%  AOC"  et  FH  parallèles 
à  AX ,  puis  ATT*  et  FK  parallèles  à  AY. 

11  résulte  de  cette  construction , 

AP    ou    x=AB+A'K— FH, 
UP    ou    r  =  ^'B  -4-  FK  +  MH. 

On  trouve  d^abord,  comme  dans  le  problème  général, 

smC  sinC 

D^un  antre  c6té,  le  triangle  MP^  donne 
lo....  FH  :  MF  ::  sIuHMF  :  sînMHF,- 
ou,    comme    HMF  =::'S'A'Y'  =  T'AOC'  — Y^A'X'cs  iooO-.(C— «), 

t 

P'H  :y::  cos(C— «)  :  sinC;    d'où    FH  ==  ^lîîîI^^^P^^ 

^  sinC 

a*....  MH  :MF::8inMP'H:  sinMHP';  " 


\ 
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«inû    MH  :  y  ::  cotn  :  sinC:    d'où    MH  =  t^^- 

jc'  sin  A  +  y'  cob  «    .    _ 

V  =   .    ■■■    .'V     ■■     ■  4-  *. 
•^  sinC 

DanB  le  second  et  lé  troisième  cas ,  les  triangles  A^K,  MHF,  sont  rec- 
tangles ,  et  la  détermination  des  lignes  A'K,  P'K,  P'H  et  MH,  n^en  est  que 
plus  dcile. 

229.  ElnÛQ  y  si,  dans  les  formules  géne'ralés  et  celtes  quî  en 

ont  été  déduites  ,  on  suppose  a  =  o  et  &  =  o,  on  obtiendra 

de  nouvelles  formulés  qui  correspondront  au  cas  où  Von  veut 

changer  seulement  la  direction  des  atres  j  sans  déplacer  Vori'- 

^ine, 

..     .     f  a:=ra;'cos«+r'cos/]       ^  f  arsssx'cos^-^y'sin*) 
Ainsi,   \  ,  .       ,../}>  et  <  ,  .       /^,        S  , 

sont  les  formules  propres  à  faire  passer  d'un  système  rectan- 
gulaire à  un  aulre  système  oblique  ou  rectangulaire  de  même 
origine^  i      ' 

En  général  >  on  distingue  deux  espèces  principales  de  trans- 
formation de  coordonnées,  le  déplacement  de  l'origine  et 
le  changement  de  direction  des  axes.  Lorsque  la  question 
exige  cette  double  transformation ,  il  y  a  souvent  de  l'avantage 
à  ne  les  exécutier  que  successivement  ;  nous  en  verrons  bientôt 
des  exemples. 

225.  Nous  terminerons,  cette  th.éorLe  générale  par  l'exan^en 
de  deux  cas  particuliers  :  i^.  on  peut  demander  Ae  passer  d'un 
sj^stème  obligue  à  un  sjrstème  rectangulaire  ^  l'origine  restant 
la  même  j  et  l'axe  des  x  ijig»  i3a)  restant  aussi  le  même,      Fig.iSv 

Danscecas,  ona  a  =  o,  ô  =  o,  «=o,  «'=ioo**;  d'où  l'on 
tire  sinctsso,  sin«^?=:i,  sin(f-r'«)=8inf,  sin(ff— «')=— cosC;  . 

X  =z  x'  — j-'cotff, 


!x  =z  X   — j"  co 
y    , 


cosécC. 
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On  fait  usagé  de  celTés-cl  lorsqu'une  courbe  étant  rapportée 
à  un  système  d'axes  obliques ,  on  veut  rendre  le  système  rec- 
tangulaire. 

2°,  On  peut ,  en  consentant  le  même  système  d'axes,  exi- 
ger que  l'acoe  des  y'  se  confonde  apec  celui  des  x ,  et  réci- 
proquement, 

Fig.i33.      pans  ce  cas,  on  doit  avoir  «'  =  o  et  «=:C  (^^g*  i33);  d'où 
,  slnûc=sinCy  sin«e^  =  o,  sin(ff  — oe)  =  o,  sin(ff — «')ï=:ëiDC. 
On  a ,  en  outre ,  a  =s  o ,  6=0;  ainsi ,  les  formules  (i)  se  ré- 
duisent à  cc^zj-'  ttj-szzx'  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident j  car 
on  ne  fait  ici  que  changer  les  dénominations  des  axes. 

On  tire  de  là  cette  consc'quence  :  Lorsque  les  équations  de 
deux  courbes  sont  telles  que  la  seconde  est  composée  en  j*  et  $ 
comme  la  première  Test  en  x  etj-j  on  peut  affirmer  que  les 
deux  courbes^'sont  identiques ,  puisqu'on  passe  de  l'une  à 
l'autre  équation  en  changeant  x  en  j*,  et,  réciproquement, 
jr  en  x.  Il  n'y  a  réellement ,  dans  ce  cas ,  que  la  position  de 
la  courbe  par  rapport  aux  axes  qui  soit  renversée. 

S24.  Première  remarque .^-^  Comme ,  pour  une  même  ques- 
tion ,  on  a  souvent  besoin  d'effectuer  plusieurs  transforma- 
tions de  coordonnées ,  nous  conviendrons  de  supprimer  les 
accens  dans  les  seconds  membres  des  formules  relatives  à  ces 
diverses  transformations,  c'est-à-dire  que  nous  désignerons 
toujours  par  xetj"  les  anciennes  et  les  nouvelles  coordon- 
nées, quoique  leurs  valeurs  et  leurs  positions  soient  diffé- 
rentes ;  mais  Temploi  successif  des  formules  suffira  pour  indi- 
quer que  la  èôurbe,  étant  rapportée  à  un  premier  système, 
se  trouve  ensuite  rapportée  à  un  second ,  à  un  troisième, ...  * 
système. 

Ainsi ,  pour  passer  d'un  système  oblique  ou  rectangtilaii'e  à 
un  système  de  coordonnées  parallèles ,  nous  ferons  dans  VéquK' 
V    lion  de  la  courbe ,  a7=:x-|-a,  etj^=j*-f-^,  les  or  et  j^  du 
/    second  AfYcnibre  désignant  les  coordonnées  rapportées  aux  nou^ 
vea]ix  axes ,  dont  l'origine  a  d'ailleurs  a  et  b  pour  ses  coor- 
données rapportées  aux  anciens  axes. 
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De  méine,  pour  passer  d'un  système  rectangulaire  à  un 
système  oblique  de  même  origine ,  nons  ferons  usage  des 
formules 

a:  =  rccos*  +  j^  cos*',     et    ^  =  a?  sinn +J^  **»•'• 

Cette  Gonyention  a  pour  but  de  simplifier  les  calcub  en  évi- 
tant la  multiplicité  des  accens. 

MI5.  Seconde  remarque.'^ Les  quantités  a,  A,  a,  «',  qui» 
entrent  dans  les  formules^  sont  des  constantes  dont  les  valeurs 
fixent  la  position  de  la  nouvelle  origine  et  les  directions  des 
nouveaux  axes  par  rapport  aux  anciens  dont  l'angle  est  ex* 
primé  par  C,  Ces  quatre  quantités  doivent  être  regardées 
comme  connues  et  données  à  priori' ,  toutes  les  fois  qu'on 
veut  rapporter  la  courbe  à  de  nouvelles  lignes  dont  on  a  re-- 
colâinu  que  la  position  par  rapport  à  cette  courbe  <est  plus  simple 
que  celle  des  s^nciens  axes. 

Mais  il  arrive  souvent  qu'on  exécute  une  transformation 
de  coordonnées,  avec  le  dessein 'd'introduire  un  changement 
déterminé  dans  l'équation  de  la  courbe,  par  exempte,  pour 
faire  disparaître  certains  termes.  Bans  ce  cas^  a,  b,  m^  m\  sont 
des  constantes j  indéterminées  pour  le  moment ,  que  l'on  tâche 
ensuite  de  calculer  de  manière  qu'il  en  résulte  les  simplifica- 
tions exigées.  Quant  à  l'angle  C,  on  ne  peut  en  disposer, 
puisque  c'est  l'angle  des  deux  axes  primitifs,  lequel  est  tou«> 
jours  donné  à  priori^ 

Le  nombre  des  termes  à  faire  disparaître  de  l'équation ,  in- 
dique le  nombre  des  indéterminées  à  introduire  dans  le  calcul,, 
et,  par  conséquent,  le  système  de  formules  dont  il  faut  faire 
usage. 

Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  applications  nombreuses  que 
nous  aui*ons  occasion  d'effectuer  par  la  suite. 
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*  ^ 

§   IL  Notions   préliminaires    sur    les   Cûurbes  du 

second  degré. 

Afin  de  présenter  la  théorie  des  courbes  du  second  degré 
d'une  m$inière  simple  et  tout-à-fait  élémentaire ,  nous  com- 
mencerons par  rechercher  les  équations  de  trois  coarbe» 
dont  chacune  jouît  d'une  propriété  qui  lui  est  particulière. 
Nous  ferons  yoir  epsuite  que  ces  courbes  sont  les  seules  que 
puisse. représenter  une  équation  quelconque  du  second  degré  à 
deux  variables.  Enfin,  nous  démontrerons  que  cqs  mêmes 
courbes  sont  celles  qu'on  obtient  en  coupant  .^r  u^plan,  le 
cône  droit  ou  oblique  tel  qu'on  le  considère  en  Géométrie; 
ce  qui  leur  a  fait  donner  aussi  le  nom  de  secticns  coniques^ 

De  VEllipsje. 

220.  On  demande  Véquatîon  d^une  courbe  telle,  que  si  l'on 
Y\a,i^,  fointickacun  de  ses  points  M  (^J^g*  i3^)  à  deux  points  fixes 
Y  et  Y'  y  la  somme  des  distances  FM  -f"  F'M  soit  égale  à  une^ 
ligne  donnée  2A. 

Getta,courbe  est  ce  qu'on  nomme  une  ellipse.  Les  points  F, 
'  F',  en  sont  dits  les  foyers  y, ^  l'on  appelle  rayons  vecteurs  les 
distances  FM ,  F'M.  Nous  verrons  plus  loin  la  raison  de  ces 
dénon)yiations« 

^  Pour  construire  cette  courl>e  d'après  sa  définition ^piviians 

le  milieu  0  de  la  distance  FF'>  et,  à  partir  de  ce  pdutj  psorttms 

la  moitié  de  nL,  de  0  en'B  j  et  de  0  en  A.}  les  points  A  et-E 

^     appartiendront  d'abord  à  la  courbe.  En  elFet^  il  résulte  d^ 

cette  construction , 

OB  —  OF,     ou    FB  =  OA  —  OF,     ou    FA. 

c'est-à-dire    FB  =  F'A;    donc, 

1°.     FB  +  FB  =  FA  +  FB,  =  2A, 
a».    FA+  FA  =  FB    +  FA  =  2A. 


\ 
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De  même,  8i  des  points  F,  F',  comme  centres,  af^ec  un 
rajon  égal  à  k^  Von  décrit  deux  circonférences  qui  se  cou^ 
pent  aux  points  G ,  D ,  ces  points  appartiendront  encore  à  la 
courbe;  car  on  aura  évidemment 

FC  +  F'C  =  aA    et    FD  +  F'D  =  aA. 

Ces  points  se  trouvent  d'ailleurs  sur  la  perpendiculaire  élevée 
du  point  0. 

Pour  obtenir  des  points  intermédiaires,  marquez  sur  AB  et 
entre  les  poihts  Fj  F'^  un  point  quelconque  L/  puis  des  points 
f  et  "P  comme  centres ,  et  affec  des  rayons  respectivement 
égaux  à  AL  y  LB,  décrit^ ez  deux  circonférences  qui  se  coupent 
enMf  m;  vous  aurez  deux  nouveaux  points  de  la  courbe.  En 
effet ,  la  construction  donne 

i*.  FM  +  FM  =  AL  H-  LB  =  2A ,     a^  F'm  +  Fm  =  aA. 

Ces  points  sont  symétriquement  placés  par  rapport  à  AB. 

Réciproquement,  si  des  points  F>  F^^  comme  centres j  et  at^ec 
les  7r\êmes  rayons  AL>  LB^  vous  décrivez  deux  circonférences^ 
vous  obtiendrez  deux  nouveaux  points  M',  /«',  qui  seront,  avec 
les  points  M,  m,  dans  une  position  ^métrique  par  rapport  à 
la  ligne  CD.  Cela  est  évident. 

Après  avoir  ainsi  déterminé  une  série  de  points  suffisam- 
ment rapprochés  les  uns  des  autres,  on  pourra  les  joindre 
par  une  ligne  continue  ACBDA  qui  sera  la  courbe  demandée. 

N*  i?.— Pour  que  la  construction  précédente  puisse  s'effec- 
tuer, il  faut  que  la  distance  des  centres  FF'  soit  moindre  que 
la  somme  des  rayons  ou  2A,  et  en  même  temps  plus  grande 
que  leur  différence.  Or ,  je  dis  que  cette  dernière  condition 
exige  que  le  point  L  soit  entré  0  et  F.  £u  effet ,  prenons ,  par 
exemple ,  un  point  1/  qui  soit  placé  etit^'e  F  et  B  ;  on  aurait 

AL'>AF    et    L'B<FBi 

d'où  l'on  déduiiait 
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AL  — L'B>AF  — FB>AF  — FA,  ou  >  FF'; 

donc  la  distance  FF'  serait  moindre  que  la  différence  des  rayons 
AI/,  L'B;  et  les  deux  circonférences  décrites  seraient  inté- 
rieures Tune  à  l'autre ,  sans  se  couper. 

227.  On  peut  encore  construire  Vellipse  d'un  mouvement 
continu,  ainsi  qu'il  suit  : 

Fixez  aux  points  F  etîF\  par  le  moyen  de  deux  épingles j 
un  jil  dont  la  longueur  soit  égaie  à  2  A.  Faites  ensuite  glisser 
un  style  ou  un  crayon  qui  tienne  ce  Jil  toujours  tendu  ;  et  la 
courbe  se  troupe  tracée  quand  l'instrument  mobile  a  fait  deux 
deux  demi-répolutions  ,  l'une  au-dessus  de  YP ,  et  Vautre 
aU'^essous* 

Enfin,  si  l'ellipse  doit  être  tracée  sur  le  terrain,  on  se,  sert 
d'un  cordeau  d'une  longueur  égale  à  aA ,  et  de  trois  piquets 
dont  deux  fixent  les  extrémités  du  cordeau  aux  points  F, 
F',  et  le  troisième  sert  à  tracer  la  courbe ,  en  tenant  le  cor- 
deau toujours  tendu. 

228.  L'ellipse  étant  ainsi  déterminée  de  forme  et  de  posi- 
tion ,  recherchons  son  équation ,  c'est-à-dire  (n^  171)  une  rela- 
tion entre  les  coordonnée3  de  chacun  de  ses  points  rapportés, 
à  deux  axes  fixes. 

Gomme ,  d'après  la  construction  précédente  »  la  courbe  s& 
compose  de  points  symétriquement  placés  par  rapport  aux 
lignes  AB,  CD,  il  convient  de  prendre  celles-ci  pour  axes. 

Soient  OP  =  a?,  MP—j-,  FMs=:z,  rM  =  z%  FF' =?ac, 
d'où  OF  =  OF  =  c. 

On  a  d'abord ,  pour  les  équations  dés  deux  circonféreme» 
qui  ont  leurs  centres  en  F,  F',  et  dont  la  rencontre  déter- 
mine le  point  M, 

y  +  (X  —  cy  =  a',..:..  (I) 
'jr*  +  (r  +  0*  =  2"--'--   (2) 
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En  outre ,  la  définition  même  de  la  courbe  donne  Ve'quation 
de  condition 

z  +  z'  =  aA;.....   (3) 

et  si,  entre  ces  trois  équations,  on  élimine  z  et  %'j  l'équation 
résultante  en  x,  j^,  sera  (n^  âi4)  l'équation  cherchée. 

Pour  y  parvenir  facilement,  ajoutons  entre  elles  et  retran- 
chons Tune  de  l'autre  les  équations  (i)^et  (2);  il  vient 

2%y»  4-  2x»  Hf-  2C*  =  a'»  4.  z«, . . . ,  (4) 

^cx  =  z''  —  «*;....  (5) 

mais  celle-ci  revient  à 

(z'  -f-  z)  (z'  —  z)  =:  4^-^  î      <5^     ^^  (2'  —  2)  SSK  4^^  î 

ou  1  on  tire  z  —  z  =  — r—  • 

A 

Or,  on  a  déjà  z'  +  z  =  2A  ; 

donc  z'=:A  +  -T-     et    z=:A  —  -7-. 

A  A 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  trouve 

^.  4.  a;'  +  c*  =  A*  +  ^y 

ou^  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant, 

A»j-«  +  (A*  —  c«)  x^  =  A»  (A*  —  c*). 

Suivant  ce  qui  a  été  dit  plus  haut ,  on  doit  avoir  FF'  ou 
ne  <2A;  donc  A'  —  c*  est  essentiellement  positif;  et  si 
l'on  pose 

A^  —  c?  =5  B% 

l'équation  prend  enfin  la  forme 

Atr'  4-  B»a»  =  A*B». ...  (6) 


k 
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Telle  est  l'ëquigitidiî  la  plus  simple  de  TelUpse. 

229.  En  larésolyant  par  rapport  à  j^  puis  par  rapport 
à  a;,  ce  qui  donne 

j-  =5  ±  5- v/a*  —  x\     (T  =  rfc  g-V^B-^j-S 

on  reconnaît,  en  premier  lieu ,  que  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  puisque  chacun  d'eux  divise  en 
deux  parties  égales  toutes  les  cordes  telles  que  Mm  ;  MM' ,  me- 
nées parallèlement  à  l'autre. 

Secondetnent  j  comme  pour  ^-.=  0  ou  trouve    x=,±  A^ 

et.  •.•«.,..•• «pour  07=5  0.  ..••••  ••    j*  =^  ±:  B, 

il  s'ensuit  que  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x  aux  points  A, 
B»  et  Taxe  des  jr  aux  points  G,  D,  pour  lesquels  on  a  0& 

ou  OD  =  B  =  v/a*— c*. 

,  En  effet»  à  cause  de  FG  =FX=A9  le  triangle  isoscèle  FGF 
donne 


OG 


=  VcF  —  OF  =  VcF*—  0F''=  \/K'—c\ 


Troisièmement,  Thypothèse  x^=zk  ou  a?=  — A,  réduisant 
la  double  valeur  de  j^  i  une  seule,  j*=d:o,  on  peut 
en  conclure  (n^  194)  que  la  courbe  est  tangente  en  A  et  B  aux 
deux  droites  RS,  R'S',  menées  parallèlement  à  Taxe  des  j*. 
•  De  même,  ^  =  B  ouj^=  —  B  donnant  a:  =  ± 0, 
la  courbe  est  tangente  en  G  et  D  aux  deux  droites  RR',  SS', 
parallèles  à  Taxe  des  x. 

Gomme ,  d'ailleurs ,  il  est  visible  que ,  dès  qu'on  suppose 
ir>Aouj^}>B^la  valeur  coiTespondante  de  j^ *ou  de  a:, 
est  imaginaire,  itVensuit  que  la  courbe  est  tangente  aui 
quatre  côtés  du  rectangle  RSS'R',  et  est  entièrement  comprise 
dans  ce  rectangle. 

Soit  encore  proposé  d'évaluer  la  distance  du  point  0  à  uil 
point  quelconque  (x,  j)  de  la  courbe^ 
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On  a  pour  expression  de  cette  distance,     D=  V^flc^+j-"; 

B* 
ou,  mettant  pouy  J^  sa  valeur    77  (A.'  —  ac') , 


En  faisant  x-=zo^  on  trouve  d'abord  DssB  ou  OC. 

A  mesure  que  x  augmente ,  la  quantité'  D  augmente  ;  et  elle 
acquiert  son  maximum  lorsqu'on  donne  â  a;  la  plus  grande 
valeur  possible ,  qui  est  or  =  A  ;  d'où  Ton  tire 


B=y/] 


B»it.^lrL?!.A»  =  A,  ottOB. 


Ainsi,  la  plus  petite  distance  du  point  Oàla  courbe j  est  OG, 
et  la  plus  grandç  j  OB  ;  en  d'autres  termes ,  CD  est  la  plus 
^petite  corde  qu'on  puisse  mener  par  le  point  0,  et  AB  la 
plus  grande. 

Ces  diverses  circonstances  suffisent  pour  donner  aux  com<^ 
mençans  une  idée  assez  exacte  de  la  forme  de  l'ellipse. 

830.  Les  deux  lignes  2A,  aB,  ou  AB,  CD,  uni  reçu  le  nom 
A^axes  principaux  ;  et  l'équation  (6)  est  dite  Véquation  de 
V ellipse  rapportée  à  ses  axes* 

On  les  appelle  encore  premier  axe  et  second  axej  ou  bien, 
grand  axe  et  petit  axe.  La  dénomination  de  grand  axe  vient 
probablement  de  ce  qu'en  effet,  AB  est  la  plus  grande  cor^e 
qui  puisse  être  menée  dans  l'intérieur  de  l'ellipse. 

Car,  soit  IK  une  corde  quelconque  ;  si  l'on  joint  le  point  0 
a^ux  points  I  et  K,  le  triangle  OIK  donne  IK<^0I-4-0K; 
mais  on  a  vu  plus  baut  que  chacune  des  distances  CI,  OK, 
est  moindre  que  OA  ou  OB  ;  donc ,  à  plu»- forte  raison ,  Ton  a 
IK<OB  +  OA<AB. 

Les  points  A ^  B,  sont  dits  les  sommets  du  premier  axe^  et 
les  points  C,  D,  les  sommets  du  second  axe. 

Enfin,  le  |[^int  0  pris  actuellement  pour  origine  des  coor«> 
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données,  est  appelé  le  c^iï/r^  de  la  cpUEbe,  parce  qu'il  jomt  de 
cette  proprie'té  que  toutes  les  cordes ,  telles  que  Mm',  qui  pas- 
sent par  ce  point,  j' sont  dii^isées  en  deux  parties  égales. 

Pour  le  démontrer,  combinons  réquationAy+B'a;*=A*B', 

avec  celle-ci jrz=uix 

qui  représente  une  droite  quelconque  passant  par  l'origine. 

En  mettant  pourj-  sa  valeur  ax  dans  la  première ,  on  troave 

rfcÀB 

(A*a*  +  B«)x»  =  A»B*j    d'où    x  z=z 


et  par  conséquent  jr  = 


±:ABa^ 
V/A'a'+B»' 


Ces  valeurs  de  a?  et  de  j-  qui  expriment  les  coordonnées 
M  y  m'j  des  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  courbe, 
sont  égales  et  de  signes  contraires  ;  donc,  les  distances  OP,  OP'j 
et  MP,  in'P',  sont  égales;  et  les  deux  triangles  OPM ,  OVm\ 
étant  égaux ,  donnent  OM  =  Om\ 

851.  Supposons  que  .dans  la  recherche  d'un  lieu  géométrîqitfl  rapporté  à 
des  axes  rectangulaires ,  on  soit  panrenu  à  Uéquation 

M>^  -h  Nr«  =  P, 

M  )  N,  P,  étant  des  quantités  essentiellement  positives. 
Faisons  successiyement ,  dans  cette  équation ,    ^  =:  o  et  a;  ea  o  ; 

il  en  résulte  pour  jr  =  o, . . . .     x  =  rfc  \/  sr-^ 

et  pour  jrc=3  0,....     y  zss,  zizK/ -=-, 

Cela  posé,  soient  y  jj-=s:  A,    V^=B;   d'où  N  =  ^,    M  =  ^î 

P  P 

Téquation  ci-dessus  devient,  parla  substitution,    ^r-.  ^«  «f.  _  x*  =:  F, 

ou  réduisant,     A*y*  -h  B'x>  =^  A«B». 
D'où  Ton  voit  que  Péquation  proposée  est  celle  d'une  ellipse  dont  les  ax«» 

principaux  aont    aVfj"    «*    *V  M'    ®"'    «n  d'autw»  terme»,  soçt  le 
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douille  d«  la  valeiir  4e  x  (ïOfre»pop^Qi  ^y^^^*  ^^  ^  double  de  la  valeur 
de  y  correspendant  à  jp=o. 

Coonnîssant  les  deux  axes  aAy  aB,    ou    a^/^,    ^VlOT'    ^^^  ^^~ 
tenir  les  foyers,  on  a  recours  à  la  relation  B<  s^  A*  •— c*,  qui  donne. . . 

c==fci/Â»  — B». 

Soient  pris  sur  deux  lignes  indéfinies  à  angle  droit  (fg,  i35) ,  OB=OAsA,  Fig.135. 
et    OC=OD  =:B.    Puis  du  point  G  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  A, 
décrivons  un  arc  de  «ercle  qui  coiipe  AB*  en  deux  points  F,  F^  ^  ce  seront  les 
foyers,  car  ^ 

OF  =  V  CF  —  Ôc'=  i/A«  —  B». 

P 
Comme ,  par  rapport  à  Téquation     M^*  +  Nx>  =  P,     on  a    A*  =  «- 


♦   ■  * 


et    B*  =  r-^ ,     il  s^ensuit  que 


H 


_./T        T  _  ^/P(M-N) 
"■  V  ÎT  ■"  M"^  V        MN 


Puisque,  dans  toute  ellipse,  on  doit  avoir    oA^aB,     il  faut  supposer 
|.>i,    d'où    M>N. 

SUl  en  était  autrement,  c'est-ànlire  si  Ton  avait  M<^  N,  on  changerait 
(  no  225  )  y  en  j:  et  X  en  y.  Par  là ,  Téquation  deviendrait   N^-  •  +  Mx»  =  P, 

et  représenterait  encore  une  ellipse  ayant  pour  premier  axe,     ^i/ts-, 


VI- 


et  poisr  second  axe    a 

N,  B.—  Avant  la  transformation  des  coordonnées,  la  courbe  est  dans  la 
position  indiquée  par  la^^^re  ]36;  mais  après,  elle  prend  la  position  qu'on 
lui  suppose  ordinairement  (Jlg,  i34)*  '  Fig*l34* 

252.  Soit ,  comme  cas  particulier,  M  =  N ,  Péquation  se  réduit  alors  à 

P 

*-'  -4-  jc*  =  — . 


c''est-à--dire  à  l'équation  d'un  cercle  ayant  \/  -eti  pour  rayon  j  la  quantité  c. 


\/i 


on 


\/   ^  _ -^ — -,  devient  nulle:  ainsi  les  deux  foyers  se  réunissent 


au 


centre.' 

Le  cercle  peut  donc  être  regardé  comme  une  ellipse  dont  les  deux  axes,  3  A, 
îB,  sont  égaux,  et  dont  les  deux  foyers  viennent  à  se  confondre. 


1 
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955.  Gomme  nous  aurons  souvent  besoin  de  nmener  une  éqnatiou  telle 
que  M/«  +  Nx«  =  P,  à  la  forme  A»/*  +  B»ar«  =  A»B«,  nous  indiquerons 
un  procéd^  simple  et  facile  pour  y  parvenir.    « 

Soient  multipliés  les  deux  membres  de  la  première  équation  par  un  fac- 
teur indéterminé  h  ;  il  vient  Mhy*  -f-  NAjp*  =  PJk. 

Mais,  par  hypothèse,  on  doit  avoir  P&=:  MA  x  NAssMN.A*  ;  d^on  I^on 
p 
déduit  h  :=  -jûnT'  Donc  il  suffit  de  multiplier  les  deux  membres  de  la  pnh 

posée  par  le  quotient  du  second  membre  difisé  par  le  produit  des  coqfficias 
de  y*  et  de  x». 
Il  vient  en  effet,  par  cette  multiplication, 


N  ^*  "^  M  *    ■"  MN 


f 


—  -ïff  »      *•  =  Tf  >        c»  =  A«  — li»  = i7s— * 


ce  qui  donne       A*  =  «r  ,     .o-  =  ^r  >      c-  =  n.-  —  o-  ^  "^US' 

\ 

Prenons  pour  exemple  Péquation  5^*  +  3x*  ss  6. 

6  a 

On  trouve,  en  multipliant  par  z — »    ou    -, 

O  X  J  0 

I 

donc  A  =  V^;,      B  Jte  I  V^âS,      c  =  I  V^5. 

Soit  encore  Péquation         3jr*  +  4^*  =  5. 

5  5 

Multipliant  par  = — r    ou    —,    on  obtient 

9  X  f^  19 

5.^5  a5 

OU ,  changeant  v*  en  »  et  réciproquement, 

5     .    ,    5     ,^      i5 

3  4  '* 

donc      .         A  =  5V^T5,      B  =  it?^5,      c  =  1  kÎ5. 

3  a  0 


»' 
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De  VHjrperboU. 

SK54.  On  démande  l'équation  d'une  courbe  telle ,  que  si  l'on 
joint  chacun  de  ses  points  M  {fig-  137)  ^  deux  points  fixes  Tig.^^ 
F,Wj  la  différence  des  cUstaihces  F'M  ^  FM  ,  soit  égale  à  une 
ligne  donnée  aA. 

Cette  courbe  est  ce  qu'on  appelle  une  hjrperbole;  les  points 
F,  F',  en  sont  les  foyers  ,  et  Ton  nomme  rayons  vecteurs,  les 
lignes  FM,  FM.  "^ 

Commençons  par  indiquer  un  moyen  de  construire  cette 
courbe. 

Prenez  à  partir  du  point  0  y  milieu  de  FF'j  deux  distances 
OkjOBj  égales  à  A;  les  deux  points  A  et  B  appartiennent  à 
la  courbe.  En  e£Fet  »  il  résulte  de  cette  construction , 

BF  =  AF',    d^où    AF  —  AF'  =  AF  —  BF  =  2A, 
et  BF  —  BF  =  BF' —  AF' =  aA. 

N.  B.  —  Les  points  A,  B>  sont  nécessairement  situés  entre  F 
et  F'  ;  car  autrement ,  ce  serait  la  somme  des  distances  de  cha- 
cun de  ces  points  aux  points  F  et  F',  et  non  leur  différence, 
qui  serait  égale  à  aA*  Ceci  prouve  que  aA  doit  être  donné 
moindre  que  FF'. 

Pour  obtenir  d'autres  points  de  la  courbe ,  marquez  sur  la* 
ligne  OF  et  à  droite  du  point  F^  un  point  quelconque  L  /  puis 
des  points  F'j  F^  comme  centres  j  atfec  les  rayons  kL,  BL^ 
décrivez  successif^ ement  deux  circonférences  qui  se  coupent 
en'Nijmf  tous  obtiendrez  ainsi  les  deux  points  de  la  courbe; 
car  en  joignant  le  point  M,  par  exemple,  aux  points  F',  F, 
TOUS  aTez 

FM^  —  MF  =  AL  —  BL  a=  aA. 

Réciproquement,  des  points  Vj  F'j  comme  centres  j  et  auec 
les  mêmes  rayons  ,  décrivez  deux  circonférences  ;  tous  aurez 
deux  DOUTeaux  points  M',  m',  qui  seront,  avec  les  points  M,  m, 
symétriquement  placés  par  rapport  à  la  perpendiculaire  0C« 

r8 
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Cette  construction  exige  que  le  point  L  soit  situé  à  la  droite 
du  point  F  ;  car  s'il  était  en  L',  comme  on  aurait  £L'  ^  BF, 
il  s'ensuivrait  AL'  +  BU  ou  AB  +  aBL'  <  AB  +  aBF ,  ou 
<^FF'.  Ainsi,  les  deux  circonférences  seraient  telles,  que  la 
distance  des  centres  FF'  serait  plus  grande  que  la  somme  des 
rayons;  donc  elles  seraient  tout-à-fait  extérieures  Totie  à 
l'autre  et  ne  se  couperaient  pas. 

Mais  le  point  L  peut  être  pris  vers  la  droite  du  point  F,  à 
une  d'istance  aussi  grande  qu'on  vei^t.  D'où  Ton  voit  que  la 
courbe  se  compose  de  deux  branches  égales  et  opposées  j  mBM, 
mÂM'j  qui  s'étendent  indéfiniment  à  droite  du  point  'B  et  à 
gauche  du  point  A>  tant  au -^ dessus  qu'au-dessous  de  la 
ligne  AB. 

Il  existe  bien  un  procédé  pour  tracer  Thyperbole  d'un  mou- 
vement continu  ;  mais  nous  le  passerons  sous  silence ,  parce 
que  la  pratique  en  est  peu  commode. 

Nous  allons  maintenant  noiis  occuper  de  la  recherche  de  son 
équation. 

23iS.  Lliyperbole  étant,  ainsi  que  retlipfse ,  symétrique  par 
rapport  à  AB  et  OC ,  nous  prendrons  cesr  deux  lignes  pour  les 
axes  des  coordonnées. 

Soient  donc 

QP=:X,      MV^J,     OF=:Wan:C,      FMaaa,      F'M  =  /. 
On. a  d'abord,  comme  pour  Teliipse,  les  deux  équations  } 

j-  ^  {X  —  cy  ^z\..,.    (I) 

J-   +    {X    4-    CY   =   Z'%  ...       (2) 

auxquelles  on  doit  ajouter,   d'après  l'énoncé  ,  l'équation  de 
condidon  .  z'  —  z  =  aA . . . .     (3) 

Pour  éliminer  z  et  z',  combinons  alternativement  p^  addi- 
tion et  soustraction  les  équations  (i)  et  (a)  ;  nous  obtenons  les 
suivantes  : 
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V'  +  »**+  *"='  =  ''*  +  **»■■-    C4) 

4cx=E  a''  —  a'j.f.-    (5) 
mais  celle-ct  doane     (z'  — r  s)  (^+z)  ou  nk  (e'+z)  =si{cXt 
d'où  l'on  déduit  s'  +  s  =  -j-  ; 

or,  on  a  d^k  z'  —  a  sk  aA; 

donc        ■     i:'=!-j-+     A     et     »=-i A- 

Portant  ces  valeurs  dans  I  nt 

X-  +  '•  + 

oa,  diassaDt  le  dénominatev 


Mais,  comme  H  a  été  reconnu  précédemment  que  la  dis- 
tance FF",  ou  ic ,  doit  toujours  être  plus  grande  que  aA  ,  il 
s'ensuit  quoA'—c*  est  esseDtieUementn/^ali/'.  Donc,  en  posant 


on  tiouTC  enfin  pour  l'équation  de  l'hyperbole , 
A'j''  —  B'a;'  =  —  A'B' (6) 

Cette  équation  ne  diffère  de  celle  de  l'ellipse,  qu'en  ce  que 
B*  est  remplacé  par  —  B".  Aussi  les  deus  courbes  ,  quoique 
étant  de  forme  très  différente ,  puisque  l'une  est  limitée  en 
tous  sens  tandis  que  l'autre  est  illimitée,  jouissent-elles  de 
propriétés  analogues. 

Soit  fait  ^r^o  dans  l'équation  ;  il  en  résulte  x  =  d:A;  ce 
qui  prouve  que  la  courbe  passe  par  les  points  A  et  B,  drcons- 
■ancc  que  nous  avons  déji  reconnue. 
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Soit  encore      a;  :n:  o  ;      on  trouve      j**  =  —  B*,       d*où 

jr  =s  dzB  \/ —  I  ;  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  ne  rencoi^tre 
pas  Taxe  des  j*. 

Cependant  on  peut  convenir  de  marquer  sur  cet  axe,  deux 
points  C  et  D  dont  la  diitance  au  point  O  soit  exprimée  ipar 

B  ou  |/c»— A». 
» 

Pour  fixer  la  position  de  ces  points,  il  suffit  de  déciire  du 
point  B  comme  centre  et  d'un  rayon  égal  à  c  ou  OF,  un  arc 
de  cercle  qui  coupe,  OT  aux  deux  points  demandés;  car  on  a 


OC  t=:  VoF  —  0B'=  i/c»  —  A». 

Comme ,  en  faisant  ir=5  +  Aou  a:=— A  dans  l'équation 

*  ,  B       • 

résolue  par  rapport  àj^,.,.    j*=dt;-T-    v  x*  — A",      on 

trouve  jr=:zdt.Of  et  q^'en  donnant  à  x  des  valeurs  positives 
ou  négatives ,  numériquement  plus  petites  que  A ,  on  obtient 

*  des  valeurs  imaginaires  pour  j-,  on  peut  en  conclure,  1^.  que 
la  courbe  est  tangente  en  A  et  B  aux  deux  droites  R'S',  RS, 
parallèles  à  l'axe  des  j-  ;  2^.  qu'elle  s'étend  indéfiniment  à  la 
gauche  du  point  A  et  à  la  droite  du  point  B. 

On.  voit  enfin  que  la  courbe  est  composée  de  deux  branches 
égales  et  opposées  dont  chacune  est  divisée  eu  deux  parties 
égales  par  la  ligne  AB  ;  en  sorte  que  si  l'on  pliait  la  figure,  soit 
suivant  la  ligne  CD,  soit  suivant  la  ligne  AB,  les  quatre  par- 
ties de  la  courbe  se  couvriraient  parfaitement  deux  à  deux. 

Presque  toutes  ces  circonstances  avaient  été  reconnues  par 
la  Géométrie. 

.  236.  Les  quantités  2A,  2B,  sont,  comme  dans  l'ellipse, 
appellées  les  axes  principaux  de  l'hyperbole ,  ou  le  premier 
axe  et  le  second  axe.  Mais  comme  il  peut  y  avoir  une  relation 
quelconque  de  grandeur  entre  A  et  B ,  les  dénominations  de 
grand  asee  et  de  petit  axe  seraient  impropres. 

On  désigne  encore  le  premier  axe  sous  le  nom  è!axe  trans^ 
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perse j  et  le  second  sous  celui  d*^axe  non  transf^ersej  parce  que 
l'un  rencontre  et  l'autre  ne  rencontre  pas  la  courbe. 
On  peut  avoir  A  ssB,  auquel  cas  rëquatîon  se  réduit  à 

J-»  —  a*  =53  —  A\ 

Dans  ce  cas ,  on  dit  que  l'hyperbole  est  éqiUlatère  ,  comme 
ayant  ses  deux  axes  égaux.  L'hj-perhole  équilatère  est  à  Thy- 
perbole  en  général  ce  que  le  cercle  e^t  à  l'ellipse. 

Enfin  f  les  points  A  et  fi  sont  dits  les  deux  sommets  de  la 
courbe. 

SS7.  Démontrons ,  camme  dans  l'ellipse ,  que  le  point  O  est 
le  centre  de  la  courbe ,  c'est-àrdire  que  toutes  les  droites  pas- 
sant  par  le  point  O  et  terminées  à  la  courbe  ,  sont  divisées  en 
deux  parties  égales  par  ce  point. 

Soit  Tn'M  une  ligne  quelconque  menée  par  le  point  0  ;  si  Tan 
combine  entre  elles  les  deux  équations 

Ay*  —  B»x*  =  —  A*B»^ 
jr  =3  ax, 

on  trouve ,  en  mettant  pour  j^  sa  valeur  ax  dans  la  première, 

-H  AR 
( A*a»  —  B^x» = — A*B'  ;,  d'où  l'on  déduit     =  — "^         ^  ; 

i/B*  — A»a* 

±:ABa 
et  par  conséquent  *  .  — . . 

V/B'  — A^i?* 

11  résulte  de  là  que  OP  =  OF  et  MP  =  m'V  ;  ainsi ,  les  deux 
triangles  OPM ,  OP'm',  sont  égaux ,  et  l'on  a  OM  r=  Ow'. 

958.  En  jeUnt  les^yeux  sur  ces  valeurs  de  x  et  de^,  on  voit 
qu'elles  ne  sont. réelles,  c'est-à-dire  qu'une  droite  menée  par 
le  centre  ne  rencontre  la  courbe,  qu'autant  que  l'on  a 

B»"  —  A*a'  >  o,     ou     a»  <  ?1. 
Soit  "  B»  —  A'a»=  o,     d'où  Ton  tire    a  =  ±:  ^  ;  les  va- 

A,. 
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leurs  de  x  et  de  jr  deyiennent  infinies  f  ce  qui  prouva  que  les 
deux  droites  correspondantes ,  qui  sont  placées  ^  l'mie  an- 
dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  x,  ne  rencontrent 
l'hyperbole  qu'à  une  distance  infinie, 

/                *     •                                                  B                   B 
Construisons  ces  deux  droites,    j^  =  +  — -  r, ^7"= x  , 

qui  méritent  une  attention  particulière. 

Pour  cela,  soit  achevé  sur  les  deux  lignes  âB  =  2Â, 
CD=aB,  le  rectangle  R'RSS'  ;  on  a  évidemment  BR  =  BS=B  ; 

BB        B  B 

d'où  tangBOR=;=  |g==  J-,  tangBOS  =  — p 

Donc  les  droites  OR ,  OS ,  menées  par  le  point  O  et  par  les 
points  R,  S,  sont  les  deux  droites  demandées. 

Nous  verrons  par  la  suite  quel  rôle  elles  jouent  dans  la  théo- 
rie de  l'hyperbole.  Pour  le  moment,  nous  les  regarderons  sim- 
plement comme  les  limites  de  séparation  des  droites  qui , 
passant  par  le  centre,  rencontrent  la  courbe  ,  d'auec  celles  qui 
ne  la  rencontrent  pas* 

Pour  démontrer  cette  propriété ,  soit  un  diamètre  m'M  pour 

lequel  09  a  : angle  MOX  <  angle  ROX ,  d'où  ^K^-r  > 

les  valeurs  de  a;  et  de  j^  obtenues  précédemment  sont 
réelles  /  mais  pour  un  diamètre  tel  que  R'K ,  comme  l'angle 

KOX  est  plus  granduque  l'angle  ROX,  il  en  résulte  «  >  -r-  > 

'A 

et  les  valeurs  x ,  j*,  sont  imaginaires, 

Lorsqu'oix  suppose  Vh^i^erboXe  équilatère  (n*18S8)  ,  c^est-à- 

B 
dire,  B  =  A,  ±:  --  devient  égal  à  d:  i  ;  dqpc  les  angles  ROX, 

SOX ,  sont  chacun  de  5o%  et  les  deux  droites  OR^  0^,  sont 

perpendiculaires  entre  elles. 

259.  Supposons  maintenant  qu^on  ait  obtenu  pour  Téquation  d^nn  lieu 
géométrique ,  v. 

My»  —  Nx*  =  —  P^      • 

p 
et  multiplions  (n®  955}  les  4eux  membret  det  e«tte  équation  par  «^  , 
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/  P  P  P» 

il  vieat  F  ^"^M'^'^im- 

Cette  nouvelle  équation  comparée  à  celle  de  Tfay perbole , 

donne 

p'  P  ^        /  P  /  P~ 

A.=y,     et    B.=  5jj    d'où    A=:±V^,    B  =  :tV5|; 


donc  la  proposée  représente  une  hyperbole  dont  le  premier  axe  est  2 


VI 


'■■  Vb- 


et  le  second,  -  «,  .. , 
▼    M 

La  relation      B«  =  c«  —  A«      donne      c  =  d:  V/A«  -f-  B»  ; 
d'où,   mettant  pour  A  et  B  leura  valeurs,       e  =  ti:  \/      ^^      . 

Pour  fixer  la  position  des  foyers,  connaissant  les  axes,  prener  sur  deux 

droites  rectangulaires,  OB  =r  OA  =  A  =  \/-s,  OC  ==  OD  =  B  =  y  ^ 

(fg.    i38);  /'iiii  ^2tfi'65  au  point  B  ui^  perpendiculaire  BD  ^a2«  «l  B^  e£,Fig.i38. 
tirez  OD.  La  circoijférence  décrite  du  point  0  comme  centre  avec  le  rayon  OD, 
coupera  AB  en  deux  points  F,  F'^  qui  seront  les  points  demandés  ;  car  on  a 


ÔF 


OF  r^y/oB-h  BD  =  \/A-  -f.  B«. 


Il  est  remarquable  que  cette  construction  donne  en  même  temps  la  di- 
rection OD  de  Tune  des  limites  de  lu  courbe  (  n®  5238}  ;  quant  à'  la  seconde, 
elle  s'obtient  en  prolongeant  DB  d'une  quantité  BD'  =  BD,  et  tirant  OD'. 

5MfcO.  Si  PéquatioB  était  de  la  forme  M^*  —  Nx*  ==  P,  on  changerait  ^' 
en  jr  et  X  en  ^  ;  ce  qui  donnerait  Ny  »  —  Mx*  =  —  P  ;  et  Péquation  n'en  se- 

rait  pis  moins  ^eUe  d'une  hyperbole  ayant  pour  premier  axe,  ^W  =r^, 

/Y 
et  pour  second  axe,  2\/  jr  . 

Avant  la  transformation  ,  la  courbe  a  la  portion  indiquée  par  lAjîgure  fSg; 
mais  après,  elle  reprend  la  position  de  la^^^re  137. 

p 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  proposée ,  par  ^r=^  ;  il  vient 


/ 


aSo 
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W^'-û" 


ou     B»r»  —  A«j:«  =  A»B«  (en  posant 'r|^  =  8»,     =r=  =  A*  V 

Telle  est  la  forme  de  I^quation  de  lliyperbolé  rapportée  a  son  second  axe, 
où  à  son  axe  non  transverse,  pris  pour  axe  des  x. 

A      . 
On  en  déduit    ^  =  ±:  -g-  yx*  +  B»  ;    ce  qui  prouve  qu^à  toute  Takar 

de  X  correspondent  des  yaleurs  réelles  de  y. 

Pour  xz=z  Oy  Ton  a  ^r=  rb  A;  et  cette  valeur  est  le  minimum  de  toutes 
ceDes  que  peut  recevoir  X' 


De  la  Parabole. 


94t.  Trouver  l'équation  êtune  courbe  telle,  que  ta  distance 
Fig*i4o.  ^  chacun  de  ses  points  M  (^gr-  i4o)  ^  ^^^  point  fixe  F  {a^ 
fe\é  fq^er),  soit  égale  à  la  distance  de  ce  même  point  M  à 
une  droite  fixe  LL'  appelée  directrice. 

Voici  d'abord  le  moyen  de  construire  par  points ,  cette 
courbe  connue  sous  le  nom  de  parabole. 

Après  apoir  abaissé  du  point  F  une  perpendiculaire  sur 
JjÏ/j  prenez  le  milieu  A.  de  la  distance  F6  /  et  le  point  A 
appartient  à  la  courbe  ,  puisque  les  deux  distances  AF  et  AG 
sont  égales. 

Ce  point  est  dit  le  sommet  de  la  parabole. 

Pour  obtenir  d'autres  points ,  élevez  en  un  point  quel- 
conque P  pris  vers  la  droite  de  kj  une  perpendiculaire  à  GFf 
plis  du  point  F  comme  centre,  apec  le  rayon  GP>  ('écrirez 
un  arc^e  cerclé  qui  coupe  la  perpendiculaire  en  deux  points 
M^  m/  veus  aures  ainsi  deux  points  de  la  courbe  ;  car  il  ré- 
sulte de  cette  construction , 

FM     ou    Fm  =  GP  =  MQ. 

D'où  Von  voit  que  la  parabole  se  compose  de  deux  parties 
AMM',  kmm'y  symétriques  par  rapport  à  GF. 
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Elle  peut  être  aussi  décrite  d'un  mouTement  continu. 

Prenez  une  équerre  dont  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  QR 
if  g'  ï40  50*^  assujetti  à  glisser  suiuant  la  direction  LL'-  F*K-'4»« 
Fixez  aux  points  F  et  Y  les  deux  extrémités  d'un  fil  dont  la 
longueur  soit  égale  au  second  côté  QY  de  l' équerre.  Faites  en' 
suite  mout^oir  cette  équerre  le  long  de  hh'j  en  ajrant  soin  de 
tenir  le  fil  tendu  au  moyen  d'un  stjle  ou  crajon  qui  s'appuie 
constamment  sur  QV.  La  trace  de  ce  style  sera  nécessairement 
une  parabole. 

En  effet,  pour  une  position  quelconque  QRY  deTéquerre, 

on  a        FM  -f  MV  =  MQ  +  MV  ;  d'où  FM  =  MQ. 

Lorsque  l'équerre  est  arrivée  dans  une  position  Q'R^V  telle 
que  Çj[y  passe  par  le  point  F,  le  fil  se  replie  sur  lui-inêoie  de 
F  en  Ay  et  le  point  A  est  le  sommet  de  la  courbe  ;  car  on  a 

FA  +  AV'  =  AQ'  +  AV';     d'où    FA=AQ'. 

Pour  tracer  la  partie  iufe'rieure  de  làT  courbe ,  il  suffit  de 
renverser  la  position  de  l'équerre. 

N.  B.  —  La  méthode  précédente  ne  donne  qu'une  portion 
de  la  courbe  ;  cette  portion  qui  se  termine  au  point  Y',  pour 
lequel  on  a  F  Y"  =  Y'Q*  =:  VQ,  est  d'autant  plus  grande 
que  le  côté  QY  de  l'équerre  a  plus  de  longueur. 

C'est  probablement  ce  moyen  de  description  qui  a  fait  don* 
ner  à  LL'  le  nom  de  directrice, 

242.  Reçlierchons  actuellement  l'équation  de  la  parabole. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  ligne  GF  {fig*  i4o)  qui  FI0.i4<n 
divise  la  courbe  en  deux  parties  égales ,  et  pour  origine  le 
point  A  qui  appartient  à  la  courbe. 

Soient  x^jr^  les  coordonnées  AP,  MP,  du  point  M,  z  la  dis- 
tance FM  y  et  /)  la  distance  FG  ;  d'où 

AF  =  AG  =  ^    et    GP  =  ^  +  X. 
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La  circoafér^ice  décrite  du  point  f  comme  centre  arec  le 
rayon  FM ,  a  pour  équation 


^ 


'    +(^    ~S*=    2^.....        (1) 


mais  on  a  Téquation  de  condition  FMssPG,  ou 

Z   =   X    +  ^..,/.       (2) 

Éliminant  z  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  pour  IV- 
quation  de  la  courbe, 

^.  +  (.  -  ey = (,  ^ey, 

OU  réduisant,  y*  =  apx. . . .     (3) 

Telle  est  l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  ses  axes 
principaux,  AX  est  dit  le  premier  axe  principal ,  et  A  Y  le 

second. 

On  déduit  de  cette  équation,  j-^zdzx/^px^  et  comme 
pour  cC;=o,  on  a  j"  =  zho,  il  s'ensuit:  i**.  que  la 
courbe  est  tangente  en  A  à  Taxe  des  j^  ;  2^.  qu'elle  s'étend 
indéfiniment  à  la  droite  de  cet  axe,  tant  au-dessus  qu'au- 
dessous  de  celui  des  x, 

843.  On  nomme  paramètre  le  coefficient  de  x,  2p,  c'e8t-4- 
dire  le  double  de  la  distance  du  Jo^er  à  la  directrice. 

Ce  paramètre  est'encore  égal  à  la  double  ordonnée  qui  passe 
par  le  foyer  ^  car,  d'après  la  définition  de  la  courbe ,  la  per- 
pendiculaire FN  doit  être  égale  à  NH  ou  FG. 

D'ailleurs  si,  dans  l'équation  j^=s2px,  on  fait  a?=:^  =  AF, 

on  trouvt^  j-*  =  p* ,     d'où    7-  ==  ih  p. 

944. 'Quoique  la  défimtion  de  la  parabole  n^offre  aucune  analogie  aree 
celles  de  Tellipse  et  de  Thyperbole ,  on  peut  néanmoins  établir  un  rappro- 
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chement  ^tvê  oet  eonrbis ,  âu  moyen  d^uoe  tM&sformfttioA  de  èootnioniiées 
exécutée  par  rapport  aux  devOL  dernières. 

Reprenons  réquation    AV  ■+•  B'**  =  A*B»,....  (i) 

et  proposons- nous  de  rapporter  Tellipse  au  sommet  ^{fig-  i34)  comme  Fig.i 34. 
origine ,  en  conservant  la  môme  direction  pour  les  axes.  Pour  cela ,  il  faut 
(no  218)  faire  usage  des  formules  a:  =  x-^a,  ^rzi^-H^j  et  comme  a,  *, 
expriment  ici  les  coordonnées  du  point  A ,  ce  qui  donne 

(  CCS  O,      ^  BC  —  A,      ' 

il  s'ensuit-  que  les  formules  ^e  réduisent  k 

X  =  jr  —  A,    r  ==  r» 

cVst-à-dire  qu'il  suffit  de  remplacer  ^  car  x  —  A  dans  Téquation  ci-des^- 
sus ,  en  laissant  y  tel  quHl  est.  ' 

Il  Tient ,  ]Mr  eett*  sokslitution ,    A*y»  4-  B'v»  >»  o AB»x  se  o  ; 

>%        .       .       • 

d'où  Ton  d^Dit.  /?  ^  |l  (Ax  r-  »^).. . .  (a) 

CTest  réquation  de  Tellipse  rapportée  a  son  sommet  de  gauche  ,  pris  pour 

origine. 

Gela  posé ,  cMte  équa^on  peut  être  miie  soim  la  Sonût 

B'             B«                  ^,                                  »  ,,. 

/»  =  a  -T"'  —  "a;  '*»    ^'^  W*»f     y*  =  '^p^  —  -y  '■ (3) 

B« 


f  en  faisant      -r-  =  ;p  J 


Or,  si  Ton  suppose  que  les  deux  quantités  A  et  B  croissent  indéfiniment, 

B* 
de  Bianière  cependant  que  la  quantité  p  ou  -y  reste  constante  (cela  est  per- 

B« 
mis  d'après  Téquation  -y*  =  p,  dans  laquelle,  après  avoir  pris  pour/?  une 

valeur  fixe  et  déterminée,  on  peut  donner  à  A  différentes  valeurs  j  et  cal- 
culer ensuite  une  valear  eorrespom^irite  'péUr  B')  ^  tl  est  clair  que-,-  dans 

*  f  TV 

cette  hypothèse ,  plus  A  augmente ,  plus  le  term«y  ^  diminue  ;  et  lorsqu^on 

suppose    A  =  gp,   il  en  résulte    -^  =^  o.    J)onc  réquation  (3)  se  réduit  à 
y*  =  'jpx,  ce  qui  n'est  autre  ehose  que  Téquation  d'une  parabole. 


!^4  LUISOir 

I 

D'oà  ToApeut  conclure  que  la  parabole  eai  une  ellipae.dont.le  ^ui 
axe  est  inJhU,  ou  dont  le  centre  est  situé  à  l'infini. 

fi4JS.  Le  même  rapprochement  peut  être  fiiit  entre  la  parabole  et  lliyper- 
bole;  mais  il  faut  alors  rapporter  cette  demî^  courbe  à  son  sommet  B 
Fîç.137.  [fg'  137) ,  ce  qui  revient  à  porter,  dans  Féquation    A»/«--B'x«=— A»B», 
à  la  place  de  x,  «-f-A. 

Elle  devient  ^*y*  —  B*x*  ~  iAB*x  =  o  ; 

£•                                                           » 
d'où        r*  =-T7(^^^'*)»     ®^   r*  =  a/»*  4- -T- *' (4) 


A 


r  en  posant,  comme  pour  Tellipse,    -r^  =  /?\ 


Actuellement ,  fisiisons  augmenter  A  et  B  de  manière  que  p  reate  constant; 
il  vient  pour    A  =00,    4  ~  ^>     ^^  Téquation  (4)  se  réduit  à    r*  =  ^F'- 

Dans  ce  cas ,  la  seeonde  brandie ,  le  centra,  le  saeoiid  aommet  diqpaitii- 
sent ,  ou  sont  situés  à  Pinfini. 

246.  n  résulte  de  ce  qui  vient  d'ètra  dit ,  que  les  trob  courbes  peavent 
ètra,  en  général ,  représentées  par  Péquation 

Lonque   la  courbe  est  une   parabole,  on  a  ^  =of  et  Téquatioa  f» 
réduit  à   r*  =  V^* 

^  aB*  B" 

Si  c'est  une  ellipse,  on  a    a/?  =  —• ,    ^  =  —  -j-j. 

Enfin,  dans  le  cas  de  Thyperbole,  on. a 

îiB*  .    B« 

Par  analogie  avec  la  parabole ,  on  nomme  paramètre  de  Pellipse  ou  <ie 

aB* 
l'hyperbole ,  la  quantité  'ip  ou  -j-  qui  forme  le  coefficient  de  x  dans  Te- 

A, 

quation  de  la  courbe  rapportée  à  l'un  de  ses  sommets. 

4B*  aB.sB 

Cette  quantité^  qui  peut  être  mise  sous  la  forme    -^y    oa     — ■r-*' 

n'est  autre  chose  qu'une  3*  proportionnelle  au  premier  et  au  second  axe. 
C'est  aussi ,  comme  dans  la  parabole ,  le  double  de  l'ordonnée  qui  passe  par 

le  foyer  F  ou  F' }  car  si-  l'on  dit ,  par  exemple ,    *  =  4^  «  5=;  :t  l^À*  —  8' 
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d«n«réqoatîon  A«r*  4-B»a:»=*A^»,  on  tKWV«  ^ 

B« 
A*r»  +  A»B«  —  B4  =s  A*B«  ;    d'<JÛ    r  =  d:  ~. 

Même  résultat  pour  lliyperbole. 

N,  B,  —  Cette  dernière  propriété  dont  jouissent  les  foyers  des  trois  icour- 
bes,  sert  souTent  à  fiiire  reconnaître  Texistence  de  ces  points  et  à  en  fixer 
la  position. 

It47«  Au  reste,  la  liaison  qui  existe  entre  ces  courbes  peut  encore  être 
établie  au  moyen  de  là  question  suivante,  dont  celle  qui  a  servi  à  la  défini- 
tion de  la  parabole  n^est  qu'un  cas  particulier. 

On  demande  réifuation  d'une  courbe  telle,  que,  la  distance  de  chacun  de  ses, 
points  'M.(Jig.  14^)  à  un  point  fixe  F,  soit  à   la  distance  de  ce  même  point  Fig.'i4^^ 
à  une  droite  11/  donnée  de  position,  dans  un  rapport  donné  m  :  i  ;  en  sorte 
quePon  ait 

MF  :  MQ  ::  m  :  I. 

Du  point  F  abaissons  FG  perpendiculaire  sur  U/,  et  divisons  cette  dis- 
^nce  F(y  dttBs  le  rapport  m  :  i  ;  le  point  A  est  un  des  points  de  la  courbe. 

Pour  construire  d'autres  points ,  marquons  un  point  quelconque  P.  sur  GF, 
et  élevons  en  ce  point  une  perpendiculaire  ;  puis  du  point  F  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  la  4*  proportionnelle  1  *  m  :  :  GP .:  x,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpendiculaire  atix  points  M  et  M'  ;  ces  points 
appartiendront  à  la  courbe  ;  car  on  a ,  d'après  cotte  construction , 

FM    ou    X  ;  GP  ou  MQ  t;  m  :  i  ; 

et  ainsi  de  suite.  . 

Afin  de  déterminer  l'équation  du  lieu  géométrique ,  nous  prendrons  pour 
axe  des  x  la  ligne  GF  par  rapport  à  laquelle  la  courbe  est  symétrique,  pour 
axe  dea^  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  A  qui  appartient  à  la  courbe 
et  peut  en  être  regardé  comme  le  sommet.  •         , 

Soient  donc 

AP  =  X,    MP  =  j^,    FM  =  r,     AF  =  «;    d'où    AG  =  - 

m 

(puisque  l'on  a    FA  :  AG  ::  m  :  i). 
L'équation  de  la  circonférence  qui  a  son  centre  en  F  et  pour  rayon  FM, 

est r*  -h  (Jf  — •  «;»  —  «"...  (i) 

De  plus ,  on  doit  avoir    FM  :  GP  :  :  5  :  1  ; 

d'où        z  l  x-^ Il  m  ',   if     ou  bien ,   ,  «  ==  wx  -+-  « (a) 

m 

Ainsi,  en  éliminant  z  entre  ces  équations,  on  obtiendra  (n<*  914)  l'é- 


•s. 
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quatiOD  demandée.  Il  vient ^  toute  réduction  faite, 

r'  H-  (1   -*  lll*)  X*  *^  3«  (l  •+.  lïl)  or  =:  o.  .*, (3) 

Cette  équation  est  privée  du  terme  indépendant  de  jc  et  dey,  et^  cela  doit 
être,  puisque,  la  courbe  passant  par  Porigine,  il  faut  que  son  équation 
soit  satisfaite  lorsqu'on  y  fait  ^  =  o  et  x  =  o. 

Examinons  successiTement  les  circonstances  qui  correspondent  aux  trou 
hypothèses  m<  i,  m=  1,  m^  i. 

Soit  d'abord,  comme  le  cas  le  plus  simple,    m  =  i. 

L'équation  (3)  se  réduit  à  ^*  =  4«cx,  et  est  iminédiatement  compa- 
rable à  celle-ci  :  y*z=.^px\ 

en  effet ,  il  sufiit ,  pour  identifier  les  deux  équations ,  de  poser 

4*  =  a;;,      d'où    .  p  =  a*. 

Ainsi  la  courbe  est  une  parabole  dont  le  foyer  eat  en  F ,  et  qui  a  pour 
directrice  LL'.  Le  point  A  est  d'ailleurs  le  milieu  de  la  digtance  Fti  puis- 
que l'on  a 

FG  :  AG  ::  1:1. 

Soit  actublleiient  m  ^  i,  auquel  cas  le  coefficient  de  ^*  est  essentielle- 
ment positif. 

L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  j 


•  =  (i  —  m»)  (  — îî — .X  —  X*]  ; 


et  en  la  comparant  à  celle-ci,    y  •  =  -—  (aAr  —  x»), 

on  en  déduit  ~A  =  ,     —  =  i  _*_  «i»  : 

I  —  m'     A*  ' 

,,   ,  B'        A^i  —  m») 

et      B.  =  'V^'  -  "'p,  d'où  B=>-^fL_Vr^^ 

-  ■ 

Ainsi,  la  courbe  est  une  ellipse  dont  les  axes  principaux  sont 

2«  !l« 


I  —  m       \  —  m 
et  le  paramètre,  )«  (i  •4-  m}. 

* 


V/ï  —  m», 
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Le  point  F  est  d'ailleurs  Vvtn  des  foyers  doBt  la  déflnition  se  trovve  00m* 
prise  dans  celle  de  l'ellipse  (vqyee  b9  226). 

En  effet ,  soit  posé  «  s:  «  dans  Péqnation 

il  en  résulte      y*  =z  (i  ^  m*)  — ^  ^    '  =  «•  (i  -|.  m)*  ; 

d'où  jr  =  ±:  *  (,  4.  m)  =  d=  -j-  î 

or,  on  a  TU  (  n<*  5146)  que  cette  yaleur  est  celle  de  Fordonnée  qui  passe  par 
chacun  des  foyers. 

La  construction  du  premier  axe  A6  se  réduit  à  trouTer  sur  GF  deux 
points  A  et  B  tels  qu'on  ait 

lo.  m  :  I  ::  fa  :  ag,   d'où    i  -f-  m  :  m  ::  FG  :  FA; 

ao.  m  .  T   ::  FB  :    BG,     d'où     i  —  m  :   m  ::  FG  ;  FB; 

ce  sont  deux  quatrièmes  propûrttonnelîes  faciles  à  obtenir. 

Quant  au  second  axe ,  comme  on  connaît  déjà  le  foyer  F,  il  suflit  de  dé- 
crire de  ce  point  comme  centre  et  avec  un  rayon  OA ,  moitié  de  AB,  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  en  deux  points  G,  D,  I&  perpendiculaire  éleyée  par  le 
point  O. 

Le  second  foyer  F'  s'obtient  en  prenant  OF'  =  OF. 

Soi^  ENFIN  m^  I,  auquel  cas  le  coefficient  de  x*  est  négatif  dans  l'équa- 
tion (3). 
Elle  peut  être  mise  sous  la  forme 


^.  =  (m.-.)(;^x  +  x.), 


B* 

et  comparée  à  y  =  —  (xAr  -f-  x«)  ; 

et  B* 

elle  donne  ainsi        A  =  ,     -r-  =  m»  —  t , 

m  —  I        A» 

d'où  --1  =5  «(w  -f-  i)    et     B  =  dz  — 2^-—  }/m*  —  1  : 

A  .  m  —  1  ' 

dope  la  courbiB  est  une  hyperbole  dont  le  premier  axe,  ou  l'axe  traverse ,  est 


t>dr  .  .  tA 


,     le  second,     r^-  l/wn—  ij    et  le  paramètre,  ^«(m-f-  i). 


m  —  f  /H'—  I 
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Soit  pofti  dant  Téquation,  x  rr-  «i;  il  en  résulte 


,                 .   «t»(i  +  m)  /        .       ^ 

j-«  =  (m«  —  i)       ^        i  =  ««(m  H-  !)•; 

.        «•  B» 

d'où  ^  =  :i:«;m+i)  =  d:^, 


ce  qui  prouve  que  le  point  F  est  un  foyer  de  la  courbe. 

La  construction  deslaxes  s'efTectuerait  c<Hnme  pour  rdlipse;  mais  il  faut 
obserrer  qu'elle  doit  s'effectuer  de  droite  à  gauche  du  point  F  ;  car  si  Fob 
^     fait  dans  Féquation ,  y  =  o ,  il  vient 


ar  -f.  jr»  =  o,     ou     x  1 -|-  x  j  =  oj 

ce  qui  donne  x  =  o    et    x  =  ^ • 


Ainsi  les  sommets  A ,  B ,  sont  situés  d'un  même  côté  par  rapport  au 
point-F.  Le  contraire  avait  lieu  dans  l'ellipse. 

N.  B.  —  On  peut  trouver  dans  les  caractères  m<^i ,  m=:  i ^  m^i^la 
raison  des  dénominatiops  attribuées  aux  trois  courbes. 

L'hypothèse  m  ^  i  donne  l'ellipse  ou  la  courbe  par  défaut, 

m  z=z  1 la  parabole  ou  la  courbe  par  égalité  y 

m  ^  I l'hyperbole  ouZtf  courbe  par  excès, 

••• 

On  trouve  encore  cette  explication  dans  les  relations  y^<^'ipxy  y^zsapx, 
y*  ^  ^px  y  déduites  de  l'équation  y*  :=:  ^px  -(-  ^x*  ,  suivant  que  ^  est. . 
<o,  =0,  ou  ^o. 

X  248.  Dans  l'ellipse  et  l'hyperbole ,  comme  dans  la  parabole ,  la  droite  LL' 

Fig.T43.  {fë'  '4^)  port®  ïc  "lo™  <l6  directrice. 

Dans  la  parabole,  dont  l'équation  estr*  =  3;E7x,  il  suffit,  pour  obtenir 
la  directrice,  de  prendre  à  la  gauche  de  l'origine  une  distance 

AG  =  AF  =  -  ,  c'est-à-dire  uiie  distance  égale  au  quart  du  paramètre,  puis 

d'élever  au  poii^t  G  une  perpendiculaire. 

Dans  l'ellipse,  qui  a  pour  équation  A}jr^  <4*B*xs  =  A^B*,  comme  on  a 

B*  B*       A*— B*      e* 

trouvé  précédemment -7^ =i-r-m*,  on  en  déduit  m*=i— -r—  =  — : r=  t-i 

A*  '  A»  A»         A» 

4 

d'où      IW  =  -r-  • 

A 

Le  rapport  m  :  i  étant  connu ,  et  les  points  A ,  F ,  étant  d'ailleurs  donne» 
de  position,  il  suffit,  pour  déterminer  le  point  G,  de  construire  la  qua- 
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triéme  proportionnelle 

c  :  A  ::  AF  :  AG. 

On  a  4e  même,  pour  Thyperbole,  m»  -*  1  =  -jj ;  d'où  m»  =  — -r^ — , 
et  par  conséquent    m  =  rp. 

Enfin  y  il  est  érident  que,  dsrns  chacune  des  deux  dernières  courbes,  il 
existe  deux  directrices  qui  sont  situées  à  égale  distance  du  centre ,  sur  le 
profengement  de  AB  pour  Tellipse,  et  entre  les  points  A,  B',  pour  Phy- 
perbole. 

ê 

§  III.  Réduction  j  par  la  transformation  des  coor^ 
données  j  de  F  équation  générale  du  second  degré 
à  deux  variables, 

fij  •  +  Bjc/'  H-C^»  +  Dj  +  Ex  +  F=:o. 

249.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  Tçllipse ,  l'hy- 
perbole, et  la  parabole,  telles  que  nous  les  avons  définies  pré- 
cédemment', sont  les  seules  courbes  qui  puissent  être  repré- 
sentées par  une  équation  quelconque  du  second  degré  à  deux 
variables.. 

Il  semble,,  au  premier  abord,  difficile  de  concevoir  qu'il 
puisse  y  avoir  identité  entre  toutes  les  courbes  comprises  dans 
une  équation  aussi  compliquée  que  celle  ci-dessus,^  et  les  cour- 
bes dont  les  équations  sont  de  la  forme 

M^^  -1-  Nar'"  =  P,     ou    j^  =*=  Qx, 

la  première  désignant  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  suivant 
que  M,  N,  P,  sont  positifs  a  la  fois  (  n**  231  ) ,  ou  bien ,  que  M 
est  positif,  N  négatif,  et  P  négatif  ou  positif  (n"*"  259,  24(|); 
la  seconde  étant  compai*able  à    Téquation   de   la  parabole 

Mais  observons  que ,  si  dans  les  deux  équations  précédentes, 
on  met  à  la  place  de  a'  et  de^,  les  valeurs 


3go  '  «iDUOTimor 

X  :=r   .r  C08  «    +  J^  COS  a'    -f-   ^  * 

j^=  rc  sin  a  -#-  j^  sin  «'  -j-  ^ , 

r 

au,  ii^oyen  desquelles  (n°  919)  on  passa  d'un  système  rectau-- 
gulaire  à  un  système  oblique  d'origine  différente ,  réquation 
qui  en  résulte  est  de  même  forme  que  l'équation  complète. 
Or,  il  e§t  évidept  qu^  cette  tr^i^sfQrmatioQ  4^  coordppn^^s  n'a 
pas  changé  la  nature  de  la  courhft  ;  seulement,  cûBatiio  les  bou- 
veaux  axes  se  trouvent  dans  une  situation  quelconque  à  l'é- 
gard de  la  courbe ,  Téquation  qui  la  représente  est  plus 
compliquée  que  lorsque  cette  courbe  est  rapportée  ^  seç  4|xes 
principaux. 

Voyons  donc  si ,  par  des  tr^sfbriBatlous  de  coordonnées, 
on  ne  pourrait  pas  simplifier  l'équation  la  plus  gén^vale  et  la 
ramener  à  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  ci-dessus. 

Telle  est  la  question  qu'il  s'agit  d'ex^ipin^r. 

8S0.  Remarquons ,  avant  tout ,  que  rien  n'empêche  de  sup- 
poser que  la  courbe  soit  primitivement  rapportée  à  des  axes 
rec^ugulaires  ;  car  s*il  en  étail  autremer^t,  on  poiirrait  (a^  M3), 
en  conservant  la  mêmtj  origine  et  le  même  axe  des  a*^  les 
.rendre  rectangulaires  •)  et  l'équatioii  résultante  étant  de  même 
forme  que  la  proposée,  serait  celle. sur  laquelle  on  aurait  à 
opéfer 

Cela  posé,  reprenons  l'équation 

Ajr'  4-  Bxj  +  Cx'  +  î)/-  +  E.T  -fr  F  =1  o, . . .     (i) 

et  tâchons  d'abord  de  faire  disparaître  le  terme  en  xj-. 
Pour  cela  nous  prendrons  les  formules 

X  zsz  X  COS  tt  —  7"  sin  «« . 
f  jr  ^s:  X  sin  à  -j-  j-  cos«, 

au  moyen  desquelles  (n**  %M)  on  passe  d'un  système  rectan- 
p^ulaire  à  un  système  de  même  espèce,  l'origine  restant  la  même. 
L'angle  «  est  ici  une  indéternainée  (n®  Mtf)  qu'il  s'agit  de  cal- 
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i^uler  d'après  I4  cpnditioa  <|ue  Féquation  trfiqsforinçe  soit  pri- 
\é€  d^  rectangle  ^r;^,  ^'est^à^dire  qpeleiGoe|S^i«ii^4f  «0  termf 
soit  nul, 

£n  substituant  ces  râleurs  de  x  et  de^  dans  l'équàth>ii  (î)  ^ 
ordonnant  et  égalant  à  o  le  coefficient  de  xy^  on  oi>^ieiit  d'a- 
bord pour  l'e'quation  de  condition  , 

2Asin«cos«-|"  Bços""*  —  Bsin*<^  —  2€sin««cos«i  :=  o^ 
et  pour  l'équation  trsmsformëe, 

My  +  Nrc*  +  Rjr  +  Sa:  +  F  =  o , . . .     (2) 
en  posant  pour  plus  de  simplicité  , 

M  =  A  c^s'«  —  B  8in«cos««  +C  sin"*, 
N  =:  A  8În'«  -f>  B  sin«iCos«  -f-  ^  cos*«(, 
R  =  D  cos«e  —  E  sin/i, 
S  =;=  D  8in«  -)~  Ëcos«» 

[La  qtt^Utfi  F  est  la  même  dans  Inéquation  (a)  que  dans  Té- 
quation  (i)*] 
Traitons  maintenait  l'équation  de  condition. 

Elle  revient  à  (A  —  C).asinacos«-4-  B(cos*ût  —  sin*«)  ;=;o, 
ou,  à  cause  d<:  2sin«cos«s=:sina4e,  cos*«-*^iiin''«tt:i  eo9iî«, 

(A  —  C)  sin  2ct  4-  B cos  2i«  =  o , 

équation  d'où  l'on  tire ,  après  avoir  divisé  par  co8  3«, 

B' 


tang  2a  =  — 


C 


ê 

Or,  comme  une  tangente  peut  passer  par  tous  les  états  «de- 
grandeur  possibles  et  même  être  infinie,  il  s'ensuit  que  l'angle 
ec  est  susceptible  d'une  détermination  réelle ,  quels  que  soient 
.les  coefficiens  A,  B,  G.  Par  conséquent,  il  est  toujours  possible 
défaire  disparaître  le  terme  en  xj", 

19.. 


Fig.j43.      Soient  âX,  AY  Ifig*  >4^)9  ^^^  ax«sf  primitifs  ;  pour  cons^ 

truire  les  nouveaux ,  menons  par  le  point  A  une  droite  AL  qui 

B 
forme  avec  AX  un  angle  ayant  pour  tangente,  —  .  ^  (ce 

qui  rlBvieiit  à  prendre  une  partie  AG  z=z  i  »  puis  à  élever  une 

perpendiculaire  GH  =  —  -r ^  Y 

Divisons  ensuite  cet  angle  LAX  en  deux  parties  égales  par 
la  ligne  AX'  ;  cette  dernière  droite  sera  le  nouvel  axe  des  x ,  et 
KVy  perpendiculaire  à  AX',  le  nouvel  axe  des  y. 

s  N,  B,  — De  ce  que  l'expression  tang  a«  =  —  -r ^  corres- 
pond à  deux  angles  différens  2«,  200^+  2«,  il  semble  résulter 
qu'on  peut  prendre  à  volonté  pour  nouvel  axe  des  x ,  la  droite 
qui  divise  J'angle  LAX  ou  la  droite  qui  divise  l'angle.... 
200°  4-  LAX,  en  deux  parties  égales.  Mais  dbservons  que  les 

II 
deux  demi-angles  étant  -  LAX  et  100**  -|-  -  LAX,  leur  diffé- 

2  2  " 

rence  est  égale  à  loo*;  donc  si  l'une  de  ces  droites  corres- 
pond au  nouvel  axe  des  x ,  Vautre  doit  correspondre  au  nouvel 
axe  des  j-,  et  réciproquement. 

Ainsi ,  il  n'y  a  réellement  qu'un  seul.système  d'axes  reAan- 
gulaires  par  rapport  auxquels  l'équation  de  la  courbe  peut  être 
débarrassée  du  terme  en  xjr. 

9iSi.  Nous  reviendroi^  par  la  suite  sur  cette  transforma- 
tion de  coordonnées.  Mais  il  est  nécessaire  de  calculer  dès  à 
présent  les  valeurs  de  M  et  de  N,  d'après  la  valeur  obtenue 
poui*  tang  2tf,  parce  que  nous  en  aurons  besoin  pour  le  déve- 
loppement de  notre  proposition. 

JLes  formules  du  n®  49 ,  cos  a=  ,  taiiga= , 

V/i-f-tang^a  cosa 

donnent        cos  2«=  — -===.-3=  = — .         -^, ^ 

V/i+tang*2«       |/(A  — C)'-h  B* 

—  B 
sin  2«  =  tang  2m  X  cos  Sa-ss  — . 


\ 
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D'un  auti:€  c&ié  9  Uê  éq^iïom  ' 

■ 

M  =  A  cos*at  — -  B  8ia«co8«  +  Gsin'tf^ 
N  =  A  sin'ct  4*  Bsin^cos^  -f-  G  cos*«, 

étant  d'abord  ajoutées  «ntre' elles,  donnent,  à  cause  de  la 
relation  cos'tf  4*'sin*«=:  1 ,     ^  ,  .   • 

On  trouve  également  en  les  soustrayant  l'une  de«l'autre , 

M— N'±=^(À  --  C)  (eos»*— iinV)  — B.asin«cos«, 
ou ,  à  cause  de  cos  2«  =s  cos'fl&  —  8ia'« ,  sin  24  =  2  sin  «  cos  « ,. 

M  -i.  N  =î  (A  —  C)  cos  a-.'—  Bsîna*; 
ou  remplaçant  cos 20e,  sin 24,  par  leurs  valeurs, 

(A-:C)*  +  BV 


M   -.   »    Zi: 


■^■^a^  ^MM^^M^n** 


l/(A-C)-  +  BV 
ou  bien  enfin ,  supprimant  le  facteur  Va  —  G  -(-  B' , 

*  ■ 

.   Connaissant, les  valeur^  de  M  +  ^^^  d^  ^ "*N,  on  en  déduit 
successivement 


2  2 

N  =  --2- V  A  —  G  -^  B% 

22  ^r-        > 

d'où,  multipliant  ces  deux  équations. meinbre  à  membre  et 
réduisant , 

4 

Ce*  dernier  résultat  prouve,  1®.  que  les  deux  coefficient  M  et  If 


^94  '»i^-'-  «•••  vl»vf/Êtw     'Il 

sont  da  même  signe  ou  de  sigfU^tGûn^fti^s  ,'mâ^h>Rt^ae  la 
quantité  B' — ^4^C  est  négatif/e  ça  positive^  2*.  que  Tan  de 
ces  coefficteh^  k%i  nul  toutes  les  fois  que  Ton  a  B' — 4^^  =  0» 
et  ne  peut  être  nul  que  sous  cette  condition.' 

N\  B,  -rrOn  ne  saurait  ayo»i^  en  mêfifke^CêiiififlMiicOf  N=o; 
car  il  en  re'sulterait  M  +  N  ==  o ,  SI  —  N  =  o , 

et  par  conse'quent        '   -■-  /  '      -^ 

. .  .  ;.  A -4-'  G, ti  ov^  •:  >(iA'*—  G)»  -^  Bft  ±=±  o: 

Or,  cet^  dbrjaiff  e  cQuditioJX  Çiiti:2itne  k    4içux  siûvan^, 

B  =  o,     A  —  G  r=  o  ;. 
et  celle-ci ,  combinée  avec     Â  +  G  =ss  o».    donne  . 

A  =:  o,      G  :=:   O. 

Ge  serait  donc  supposer  que  l'cquation  primitive  ne  renfer- 
mait aucun  des  _trbis  tètfnës  'êk  j^,  4^^  jet  jqc*  ;  ce  qui  n'est 
pas  admissible ,  pÂis'qu'alors  ('^qhation  ne  serait  que  du  pre- 
mier degré.  _- 

252.  Revenons  à  notre  objet.'  £'équâtioit  étant  déjà  débar- 
rassée du  terme  &i^  a^,  essayons  v  P^^  <>i^  translation  d'dri- 
l'iue,  de  faire  évanouir  les  termes  du  premier  degré  en  x  etjr. 

Pour  Cela,  faisons  dans  l^e^uation  (2)  fii^  ^^d),'        ' 

»".' ^\r  ==j^  +  ^.    •' 

et  égalons  séparément  à  o  les  deux  coefficijens  de  x  et  de^  qui 
résultent  de  céttel  substittitioft^  \ 

On  obtient  d'abord  pour  les  deux  équations  de  condition, 

uMb  +  R  =  o,  '  aNfl  +  S  s=  o, 

et  pour  l'équation  trajftsfbrmée , 

Mj-»  +  Nor»  +  F  z=  o (3) 

(en  posant    F'  =:  M*^  +  Wa'  -f  R*  +  S^>  +  F ) . 
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On  déduit  des  étVLX  dqualtoatS  de  candition , 

S         .  R* 


«  =  —  — ,     *  *=  -- 


2N'  alVf' 

Or,  ces  valeurs  de  a  et  de  6  serout  toujours  réelles  et  jîrUes 
tant  que  M  et  N  seront  différens  de  o ,  c'est-à-dire  (u®  fiôl)  tant 

queron  aura    B'  —  4^C  ^  o.     On  pourra  do0e,  dans   ce 

cas,  transporter  l'origine  en  un  nouveau  point  Â'  (.A^>  i4^)  Fie,  143. 

S                          R 
ayant  pour  coordonnées,  AC  = :j^,    A'C  = —^     et 

pour  lequel  l'équation  de  la  courbe ,  rapportée  aux  axes  A'X'', 
AT",  parallèles  à  AX%  AY',  sera  de  la  forme 

(P  désignant  ce  quie  deTÎent —  F^  lorsqu'on  y  a  remplacé  a  et 
h  par  leurs  valeurs). 

On  pourrait  avoir,  soitR:=:o,  soit  S  =  0,  auquel  cas  b 
ou  a  serait  nul ,  et  la  notrrelle  origine  serait  située  sur  AX' 
ouAY'. 

AucMi  de  ees  cœffieiens  R,  S,  ne  saurait  d'ailleurs  être  infini  y 
d'après  leur  composition  (  n^  SttO  ). 

Ainsi:  toutes  les  fols,  que,  dans  l'équation  complète  du 
second  degré  ,  la  quantité  h^  —  4^^  ^^^  différente  de  o,  il  est 
possihîe  défaire  disparaître  les  deux  termes  en  x  et  en  y,  et , 
par  conséque'nt,  de  ramener  VéfuaJtion  primitii^e  à  la  forme 

Uy  4-  Nx»  5=  P. 

255.  Supposons  actuellement  que  l'un  des  deux  coefficiens 
M  ou  N  soît  nul,  ce  qtli  exige. (n®  Wi)  que  l'on  ait  éntie  les 
G<Mffici«)is  A ,  B^  €1,  de  la  proposée,  la  felfttiou 

B»  —  4AC  =  o. 
Dans  ce  cas,  Tune  des  valeurs     «=—-—,    5  = ït  »  se 
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présente  sous  la  forïne  de  V infini  ;  et  cqiiune  on  ne  saurait 
transporter  l'origine  à  une  distance  infinie ,  il  est  impossible 
d'exécuter  la  transformation  proposée. 

£t  en  effet,  admettons^  pour  fixer>  les  idées ,  que  l'on  ait 

N  =  o. 
L'équation  (a)  du  n"  9tfO  se  réduit  à 

Mj-»  +  Rjr  +  Sx  +  F  =  o; 

et  si  l'on  substitue  dans  cette  équation  les  valeurs  x-^zx^^-ay 
j-ssijr^b,  il  vient 

Mjr^  +  (!Mb  +  K)j-  -hSx  +  Mb^  +  Kb  +  Sa  +  F  =  o. 

Or,  le  coefficient  de  x*,  dans  cette  équation,  étant  indé- 
pendant des  indéterminées  a  et  b^  on  ne  peut  disposer  de 
celles-ci  de  manière  à  faire  disparaître  ce  terme. 

Mais  ne  pourrait-on  pas  du  moins ,  dans  ce  cas ,  faire  éva- 
nouir le  ternie  en  j*  et  la  quantité  indépendante  de  x  et 
de  j"? 

Il  suffit ,  pour  cela ,  de  poser  les  équations  de  condition  y 

!Mb  +  R  =  o,     M6"  +  kb  +-  Sa  +  F  =--:  o  ; 

d  ou  Ion  déduit     ©  =a= ^rj-,     a  =  — *—=i — , 

aM  S 

De  ces  deux  valeurs ,  celle  de  b  est  nécessairement  réelle  et 
finie  ,  puisque  (n®  2S1)  on  lîe  peut  avoir  M  =  o  en  même      ] 
temps  que  N  =  o. 

Quant  à  la  valeui*  de  a ,  si  le  coefficient  S  n'est  pas  nul     j 
en  même  temps  que  N ,  cette  valeur  est  aussi  réelle  et  finie.      I 

Ainsi ,  lorsque  la  disparition  du  terme  en  xj-  aura  donné 
lieu  à  celle  du  terme  en  x'^^  en  laissant  subsister  le  terme     j 
en  .T,  la  transformation  précédente  pourra  s'exécuter,  et  Té- 
quation  de  la  courbe ,  rapportée  aux  nouveaux  axes ,  sera 


I 
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ramenée  à  la  forme 

Mj"'  +  Sx  s=  o, 

ou  plutôt  à  ceUe*ci^ 

(S\    ' 
en  posant     Q  =  —  —  j. 

A^.  B,  —  Dans  le  cas  où  Ton  aurait  M  =  o  et  R  différent 
de  0,  on  reconnaitrak  de  même  que  Téquation  peut  être 
rninenée  à  la  forme 

Nx*  -f  Rj^  =  o. 

Mais  en  y  chan^^eant^  eh  x  et  x  en  ^  ,  ce  qui  revien- 
drait (n^lSdS)  à  renverser  la  position  d^s  axes,  on  retombe- 
rait sur  l'équation 

(R\ 
en  posant     Q  =  —  =r\ 

Wk,  Les  deux  cas  particuliers  de  N  =  o ,  S  =;  o ,  ou  de 
M  =  o,  R  =  o,  font  exception  à  la  transformation  précé- 
dente, pidsqu'alors  la  valeur  de  Tune  des  coordonnées  à^h^ 
de  la  nouvelle  origine ,  se  présente  sous  ybrm& /;j/i/u>. 

Mais  remarquons  que  l'équation  (i)  du  n^  tlSO ,  se  réduit 
à  Tone  des  deux  formes 

M^*  +  Rj-  +  F  =  o,     Nx^  -f.  S.r  4-  F  =  o  ; 

et  comme  chacune  de  ces  équations  ne  renferme  qu'une  seule 
variable ,  elle  représente  (  n®  176)  un  système  de  deux  droites 
parallèles^  soit  à  Taxe  AX'  {Jig.  i43),  soit  à  l'axe  AY'.  Fig.i43. 

255.  En  résumant  tout  ce  qui  a  été  dit  n*"  849  et  suivans, 
on  doit  regarder  comme  rigoureusement  démontré  que  toute 
équation  du  second  degré  à  deux  variables  peut ,  par  une 
double  transformation  de  coordonnées  ,  être  ramenée  à  l'une 
des  d^ux  formes 

My  +  N^*  =r  P,    y-  =;;.Qx, 


excepté  dans  un  cas  tout  particulier,  celui  on ,  par  la  dispa- 
'rition  du  terme  en  xj^ ,  le  carré  et^la  première  puissance 
d'une  même  variable  nisparaissent  également.  Mais  on  sait 
qu'alors  Téquation  ne  représen  le  plus  une  coilrbe ,  mai»  bkn 
un  système  de  deux  drbites  parallèles. 

on  parvient  à  la  première  forme  d'équation  toutes  les  fois 
qive  M  et  N  sont/lifirérens  de  o ,  c'est-à-dire  (n®  S5i  )  lorsque, 
dans  Téqualion  primitive,  la  quantité  B* —  4^C  d'est  pas 
nulle  y  et  à  la  Seconde  forme ,  toutes  Tes  fois  que  les  côéffi- 
ciens  A,  B,  C,  sont  liés  entre  eux  par  la  telâtion 

B*  —  4AC  —  o. 

On  a  vu  d'ailleurs  (n^  231)  que  la  courbe  est  une  ellipse 
quand  M  et  N  sont  de  même  signe  j  c'est-à-dire  (n®  2ôl) 
quand  B'  — 4^^  ^^t  négatifs  et  (n®  259)  que  la  courbe  est 
une  hyperbole  quand  M  et  N  sont  &e  lignes  contraires  j  c'est- 
à-dire  (n*»  2I$I)  quand  B'  —  4AC  est  positif. 

D'où  l'on  peut  conclure  enfin  que ^  dans  ï'équation  générale 

Aj-^  +  Kxj-  +  Cx*  +  Djr  4-  Ex  +  F  =  o, 

la  condition     B''  — ^  4^^  <C  ^     cai'a^éritfé  k$  ellipses, 

B*  —  4^^  ^  ^ •  •  •  •  f^^s  bypérbôteS) 

et  B^  —  4^^  ^^  o   .,  ï .»,,..  les  pavalloles. 

S^.  Ces  courbes  renferineitt  dVUoa^ra  eertaines  variétés  quUl  etft  bon  à» 
faÎFO  ccmnaitré. 
Considérons  d'abord  réquation 

My«  H-  No:»  =:  Py 

qui  représiente  en  général,  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  suivant  les  signes 
des  coeificiens  M ,  N ,  P. 

On  peut  toujours  âui>poser  Nf  pùsiitt,  puisque,  s'il  éfàii  négatif,  il  suffi- 
rait de  caanger  les  signes  des  deux  membres. 

Cela  posé ,  il  peut  se  présenter  différens  cas ,  par  rapport  aux  signes  el 
aux  valeurs  des  autres  coefficiens. 


.^^I 
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•  Eiin^fiefr M  *^  N  poUti/s, 


Soit  P  positif  ttk'  rtôttief  <émpb  tjHie  M  et  N. 

L'équatl(n!i  M 7^^ N-:r *è=? P  •  ressente  ( ft®  951  )  lin*' elKpêe  qur ,  dans 
ïe  cas  particuliél»  de  M=^?#,^^l«"*  »»  cefcle{rïO  «551). 

Le  cercle  est  doné  ithe  pi-emlère  vAHétè  de  r«Alip0è. 

Si  Ton  a  M  et  N  positifs  et  P  négatif,  l'équation  est  évidemtfrtiftt  impos- 
sible î  c'est-à-dire  qu'à  des  valeurs  de  x  réelles  il  ne  peut  correspondre  que 
des  valeurs  imaginaires  pour  /,  et  réciproquement.  i)onc  la  courbe  est  ima- 
ginaire, ou  y  en  d'autres  termes,  Téquation  n'a  pas  do  lio«  géom^ique,  ou 
xie  représente  rien. 

Soit    Pa=o.     L'équfttitm -se  réduisant  à 

^y*  -h  N*"  x=  o, 

ne  peut  évidemment  être  satisfaite  que  par  le  système    (ar=  0,^  =  0). 
Done  la  courbe  se  réduit -ft  un  point.  ' 

Ainsi  l'ellipse  renferme  comme  variétés  :  le  cercle,  une  courbe  imaginaire , 
et   an  point, 

UyfEKBOim ^poMtif,  N  négatif,   . 

P  peut  être  n^atif  ou  positif, 

jpans  le  j»remier  cas ,  Wquatïon  My »  —  t^x  »  =  —  P  représente  (n^'  259) 
une  iiyperbole  rapportée  à  son  axe  transverse  comme  axe  des  x  \  et  dans  lé 
second  (n^  240)  une  hyperbole  rapportée  à  son  second  axe. 

Le  cas  particulier  de  N  négatif  et  numériquement  égal  à  M ,  donne  1'^- 
perhoU  é^m^fète* 

Soit    Psc  6«    {«'équation  se  réduit  à    :  ■ 

•       >.••'•••  •  -     • 

My«  —  Njt*  »  o; 

et  l'on  eti  ti^  r  vt  -±1  x  %/  ^ï  . 

Donc,  dans  ce  cas,  la  courbe  dégénère  en  un  système  de  deux  droites  tjui 
se  coupent,  '         > 

Ainsi ,  les  variétés  de  l'hyperJ>ole  sont  ;  l'hyperbole  égûilatère ,  et  un  sx^- 
ième  de  deux  droites  qui  se  coupent. 

Passons  à  l'équation  des  paraboles: 

Il  peut  arriver  que  Q  soit- positif  ou  kégatif. 

Oftoa  le  pfOtaier  cas  »  Péquclion  représente  évidemment  une  parabole  dont 
le  paramètre  3^  est  égal  au  coefficient  Q. 


\ 
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Dans  le  second ,  comme,  en  changeant  jr  en  —  x ,  l'équation  y  *  =  —  Q.r 
devient  r  *  c=:  Q.r ,  il  s'ensuit  que  ,1a  courbe  eat  encore  une  parabole  ;  seu- 
lement, elle  est  dirigée  dans  le  sens  des  x  négatifs.  Mais  en  pliant  la  figure 
suivant  l'axe  des  y,  on  remet  la  figure  dAi^  la  situation  ordinaire.  . 

Le  cas  particulier  discuté  no  S^ ,  et  dans  lâqœl  on»  suppose  N  =^  o, 
S  =  o,  ou  bien  M  ==  o,  R-<=  o,  est  regiardé  comme  une  variété  de  la 
parabole,  par  la  raison  que  Mc±o  ou  Nso  est  le  xaraciàre  général  de 
cette  courbe. 

Gomme  l'équation         M/*   -}■  I^>^  "+"  ^  =='<>> 
correspondant  à  m  cas ,  donne  par  sa  résolution ,       ' 

r  =  -  ^  ±  ;5Î  VR-  -  4MF, 

il  en  résulte  que ,  suivant  que  l'on  a  _^ 

R»  —  4MF  >  o,     =  o, .   ou    <  o, 

l'équation  représente  deux   droites  parallèles*^  une   seule  droite ,   ou  deux 
droites  imaginaires. 
Telles  sont  les  variétés  de  la  parabole.        ' 

257.  Remarque  sur  la  discussion  précédent^. 

Dans  la  double- transformation  de  cnordonnées  que  nous  avons  exécutée 
pour  ramener  l'équation  générale  du  second  degré  à  l'une  ou  l'autre  des 
deux  formes 

nous  sommes  partis  de  la  supposition  que  la  courbe  était  d*àbord  rappor- 
tée à  des  axés  rectangulaires;  et  le  troisième 'système  auquel  on  est  par- 
venu était  lui-même  rectangulaire.  Les  trois  genres  de  courbes  du  second 
degré  se  sont  trouvés  alors  déterminés  d'après  des  liypothèses  fiiites  sur  les 
coefficiens  M,  N,  P. . . .  * 

Mais  si  nous  supposons  qu'une  courbe  rapportée  à  des  axes  obliques*,  soit 
exprimée  par  l'une  des  équations  ci-dessus,  peut-on  affirmer  que  y  pour  les 
mêmes  hypothèses  faites  sur  les  coefficiens ,  la  courbe  est  du  mâne  ^nre  que 
dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires  ?' 

Pour  répondre  à  cette  question ,  il  suffit  d'obsejrver  que  chacune  des  trois 
xourbes  du  second  degré  offre  dans  son  cours  un'  caractère  qi|i  lui  est 
propre ,  et  qui  peut  servir  à  la  distinguer  des  deux  autres. 

Ainsi,  l'ellipse,  telle  que  nous  l'avons  définie  (u^  â2G)V  est  une  courbe 
rentrante  et  fermée ,  .ou  une  courbe  limitée  dans  tout  les  sens. 

L'hyperbole  est  une  courbe  composée  de  deux  parties  distinctes ,  égales 
et  opposées ,  qui  s'étendent  Vune  et  Vautre  indéfiniment. 

Enfin ,  la  parabole  s'étend  indéfiniment  dans  un  seul  sens  ;  et  elle  n'a  qu'une 
seule  branche. 
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Or>  ces  trois  onmctdres  géométriques  se  reproduisent  imraédiateineiit  par 
la  diÉcussion  des  deux  équations  ci-^lessus. 

En  effet,  considérons  d^abord  Téquation 

et  supposons  M,  N,  posittfs.  (On  doit  aussi  regarder  P  comme  positif  j  au- 
trement réquation  serait  impossible.  ) 

Cette  équation ,  étant  résolue  par  rapport  à  y^  donne , 


r-^vKf^y 


et  Pinspection  seule  de  ce  résultat  prouTe  qu'à  des  valeurs  de  oc ,  soit  posi- 
tives ,  soit  négatives,  numériquement  plus' grandes  que  ^  ^ ,   il    corres- 

pond,  des  valeurs  imaginaires  pour  jr.  Ainsi ,  la  courbe  est  limitée  dans  le 
sens  des  x  positifs ,  et  dans  celui  des  x  négatifs ,  par  deux  parallèles  à  Taxe 

desjr  {fg,  144}  menées  aux  distances    OBca-f- v/w-,    OFt= —  v  îv  '  F*{î'4î- 

En  résolvant  Téquation  par  rapport  à  jr ,  on  reconnaîtrait  de  même  qu'elle 
est  limitée,  dans  les  deux  sens  des  y  positifs  et  négatifs ,  par  deux  parallèles 

à  Taxe  des  x  menées  aux  distances    OC  =  H-  \/  sr| ,  OD  =  —  %/  -rr^ . 

Donc  la  courbe  est  une  ellipse. 

Soient  actuellement  M  positif,  N  négatif,  et  P  négatif  on  positif 

L'équation ,  résolue  par  rapport  à  y^  donne 


Dans  le  premier  cas,  on  voit  que  pour  des  valeurs  de  x^  soit  positives, 

soit  négatives,  numériquement  moindres  que  ^^|^>  los  valeurs  corres- 
pondnirtes  de  y  sont  imaginaires. 

En  donnant  à  *  des  valeurs  plus  grandes  que  %/£. ,  on  obtient  pour  y 

des  valeurs  toujours  réelles ,  quelque  grande  que  soit  d'ailleurs  la  valeur 
de  *  dans  les  deux  sens.  Donc  la  courbe  n'a  aucun  point  situé  entre  les  pa- 
rallèles à  l'axe  des  j^  (J%r.  1 45  ) ,  menées  aux  deux  distances  OB  =  H-  y/^. ,  p-^  ,  ,5 

^S'  ^  ""  V  N*  '  ™*"  **^®  s'étend  indéBniment  à  droite  et  à  gaucbe  de  ceé  >v 

d<iax  paralfèles. 


3û4  v&rwn»  son  les  ofAxAvitlss. 

l'équation  (2)  :  il  vkn^    -  -  ^  , 

.     (A*^i*  ±  B*)a:»  +  iiÂ*ab .  a?  +  A'ô*  =p  A»B*  =  0 (3) 

Cette  équation ,  résolue ,  donnerait  les  abscisses  des  points 
M,  M';  mais  ce  calcul  est  inutile.  En  effet,  soient  ^r^jy 
et  x\  y\  les  coordonnées  de  ces  deux  points  ;  ou  a  (  n**  190) 
pour^elles,  «,  ^,  du  point  milieu  N  de  la  droite  MM', 


D^m  autre  côte ,  Ton  sait  que,  dans  toute  équation  du  se- 
cond degré ,  le  coefficient  du  second  terme,  pris  dn  signe  con- 
ti^aire,  est  égal  à  la  somme  des  racines  ;  on  a  donc 

X   4-  ^  =  - 


A'«»  zt  B'  ' 


A»a* 
et  par  conséquent ,  a  =  —  ^,^,^-g^ . 

Pour  obtenir  la  valeur  correspondante  dcC,  remarquons 
que,  le  point  («,  C)  se  trouve  sur  la  droite j^=  ax^h^  ce 
qui  donne  la  relation  Csa^  -f"  ^»  tout  se  réduit  à  mettre 
pour  «  sa  valeur  dans  cette  relation ,  et  il  vient 

/f—  J^t  -L/.—        =^'^'* 


Divisant  actuellement  Q  par  «,  on  obtient 


ce  A^a 


Or,  comme  ce  résultat  est  indépendant  de  la  quantité  h 
qui  fixe  la  position  de  la  corde  MM'  (a  en  détermine  la  direc- 
tion ) ,  il  s'ensuit  que  si  l'on  désigne  par  «',  C,  par  «*',  C, . . . 
les  coordonnées  des  points  jnilie.ux  d'autres  cordes  parallèles 


&  la  première  ^^  on  trouverait  pareillement 


Donc,  en  représe^tfmt  généralement  par  ^  «j'y  les  coordonnées 
de  tons  les  points  milieux  ,  la  relation 

y       :;:B»  =pB* 

conyient  à  chacun  d'eux ,  et  représente  par  conséquent  leur 
lieu|;éomélirtque  ;  iqaisxette  équation  est  évidemment tC(^^  1.75) 
celle  d'une  droite  passant  par.  Torigine.  Ainsi  tms  J^^.  diamè-^ 
très  de  Vellipse  et  de  l'k^perbole  sont  des  lignes  droites: pas^ 
sanipar  le  centre^  :  ,  . 

Réciproquement ,  toute  droite  menée  par  le  centre  est  un 
diamètre  f  tAt  û  Von  désigne  par  a!  la  tangente  de  l'angle 
que  forme  cett€^  drpitft  iKvec  ï'axe  de|i  o^^^%  qu'on  pose  la 
relatipj^, 

û'  3=  ^t;—»     ^û  en  déduit    a  =  —^  ; 

et  en  menant  une  suite  de  cordes  parallèles  qui  forment  avec 
l'axedesx  un^ngle  ayant  pour  tangente  eette  valeur  de' ir, 
on  aura,  d'après  ce  qui  viept  d'être  dit,  pour  l'éqçatiQu  di^ 
lien  géométrique  des  points  milieux  de  ces  cordes,,  , 


_qiB» 


f. 


jr=^X,       OU     jr—ax 


9 


qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  la  droite  donnée. 
I^ous  reviendrons  toute  k  Theiùre ,  sur  ceite  iéqwiâim. 
Passons  à  la  parabole. 

Son  équation  étant  y^  s=:  spar,  •  •  • . .  • ..«  (i) 

et  celle  de  la  droite  ÏJM'  {fg.  ^5o),  .j-sgs:  ax  +  by,^. . .  (a)  FigiS?. 
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3o6  Misrora  sm  nis  t^rkWttnÊsc 

•    '.  ■     ■       T     '  i  t  •  ♦         • 

on  déduit  de  celle-ci ,  i  =*^^ ; 

d'où,  substituant  dans  Téqu^ion  (i), 

ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  roirdonnée  ff  du  point  mi^ 
lieuNy 

2  a? 

résfallat  iiklëpeiiâajGil  db  la  qnaACIté  i^ ,  ^«i  qui  C6tiviënt ,  paf 
TO«fâé(|u^t  ^  ati  p6int  ttiilievr  â«  'lotfte  àulre  eofde  jyattâMe 

Donc,  en  appelant j*  l'ordonnée  générale  de  tous  léS  fiolncs 

milieux,  on  a   j'=^    pour  réqa3.tiion^4^  l^uc  liea|;é9mé- 

triqiMii  liiiîié'cë«te  équation  est  éfiifeitinient  cellier  d^ne  droite 
parallèle  à  l'axe  des  x  ;  donc  enfin  tous  les  diamètres  dê^ftûpà^ 
rahde  sont  des  droites  parallèles  à  l'aœé  pnncipaL 

Réciproquendent ,  toute  droite  parallèle  à  l'axe  principal 
est  un  diamètre  ;  car  soit  j"'  l'ordonnée  constante  de  cette 

droite.  E» posant  y^as^^^    oB<eQ.â«iduU  av:^^,vie>tét\'^n 

inène  des  côrd^ss  faitôùt  avec  t'axe  des  x  un  angle  qui  ait  pour 
tangente  cette  taleur  de  â,  l'équation  du  lieu  géométriq;ue  de 
leurs  points  milieux  sera 

i  * 

j'  =  -,  c'est-à-dire  j-^^zj^^ 

-     a 


OU  l'équaiftim  d^  la*  droite  donnée* 


260.  Voici  comment  on  peut  traiter  ht^méme  question  pour  les  troi» 
courbes  à  la  fois  : 
tleprenons^  récfuatitfn*^"  ■  .   * 


qui,  oomiiie  dbw  TaTons  y9  n^  996 y  est  propre  à  repvécenier  let  Uoi* 
Goarbes;  ei  eombinons-la  avec  eelle  d'aune  droite 

»  *•• 
y  ziz  09  +.*.••     (î)^  .  .  .     , 

Il  Tient I  par.rélimiiiation  de  f  entre  ces  j^naUons , 

(«•  .  ^)  x»  4.  2(415  —  ;9}x  +  ^*  =a  o; 

et  si  Pon  désigne  par  (a/,  jr'),  («%  r*)>  1«  eoordonnées  dps  dei^  points 
d'intersection  de  la  droite  arec  la  courbe,  on  a  poi»  Tabsclsse  «  dn  point 
milieu  de  la  difTérenoe  entre  ces  deux  points , 

A.    * 

ï'  -♦-  aî"  p  —  ai  ,^ 

En  joi^ant  à  cette  râleur  de  «  la  relation 

\        '  '  ''  ,  *     I  -    * 

C  =   «14  4-  ^y  •  •  •       (4) 

qui  exprime  que  le  point  « ,  C  se  trouve  sur  la  droite  (a),  on  aura  deux 
éqiMrtl4«9  entre  les  coordonnée»  «^  C,  du  poiat  miUeuj  et  la  quantité  b 
dont  ka  diverses  valeurs  particularisent  la  position  de  la  droite  qu^'on  sup- 
pose d'ailleurs  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  (  ce  qui  [exige  que  a 
soit  constant). 

D*od  il  résulte  que  si  Ton  élimine  h  entre  (3)  et  (4) ,  Péqntttion  que  Ton 
obtieiidm  entre  « >  C,  et  les  constantes  ^,  P9I9  sera  celle  du  lieu  géomé- 
trique demandé.  (Fctres  n<**  S|t  et  suivans.) 

Or^  on  tire  de  Téquatlon  {4}*  •  •  •  fr  ts  C  —  ««  ;  d^où  »  «nbslitttailt  da^i  Té- 
quatiop  (3)  ft  ffédnisant,  , 

^  «C  —  ^  as/^j....    (5) 

équation  du  premier  degné  en  «  et  C^  ce  qui   prouve  déjà  que  dans  les 
courbes  du  second  degré,  les  diamètres  sont  des  lignes  droite$. 
Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  f  as  oj  et  l'équation  (5)  se  réduit 


a 


Donc,  dans  la  parabole  tous  les  diamètres  sont  parallèles  a  Vaxe  principal. 
P^ur  Tellipse  et  l'hyperbole,  remarquons  que  si,  dans  l'équation  (i), 

on  fait  ^  sso,  il  en  résulte    xszo,    ar  =  —  —  ;  » 

ce  ^i  prouve  que ^  exprime  la  Inog^ieur  du  p^emi^-  axe^  et  que  ^ar 

-     20.  . 


l 


3oB  mtiom  suK  les  diamétr». 


iioïifiéqueiit  ••-  ^  nVst  au|re  chose  que  Tabseisse  du  point  milieu  de  ce  pré 

mier  axi»,  ou  Vabscisse  du  centre, 
DVn  autre  côté,  posant  dans  Téquatîon  (5),  C=  o,'oii  obtient 

«     - 

t 

'  jf  '  • 

On  Toit  donc  que  la  droite  aC^^ qttssp  passe  par  le  cent^.  Ainsi ,  dam 
Vellîpse  et  Vhypérhûle,  tous  les  diamètres  passent  par  le  centre, . 

1181.  Conséquences  de  la  proposition  précédente. 
Considérons  une  suite  de  cordes  parallèles  au  diamètre  H' 
Fig.  i48  {Jig*  ilfi  et  i49)>  dont  l'équation  est  de  la  forme 

et  i49* 

On  a  (n^  Si$9)  pour  l'équation  du  lieu  géométrique  des 
points  milieux  de  toutes  ces  cordes, 

en  posant    a^  é=:  ^ —  ;     ce  qui  donne  la  relation 

aa   =.:pj-... 

entre  les  tangentes  des  angles  que  forment ,  avec  l'axe  de«ar^ 
le  diamètre  II'  et  le  diapaètre  LL'  passant  par  Içs  milieux  àçs 
cordes  parallèles  à  ir. 

Mais  si  Von  cherche ,  réciproquement ,  Inéquation  du  lieu 
géométsîque.des  points  milieux  de  toutes  Tes  cordes  paral- 
lèles à  LL'  (dont  l'équation  est  j'zsia^x)^  on  obtiendra 
pour  cette  équation 


f 


jr  =  ^—-7  X,     et  par  conséquent ,    j-zzzaxj 


^  -, 


B* 
d'après  la  relation        «a'  s=  rp  — , 

A 


/ 


Nomomi  sue  nss  oiAuiMmt^  3b^ 

On  Ytttt  do«c  que  les  ^decix  diamètres  II',  LL^'formeiil  tfi 
système  de  diamètres  cônjaguës  (n^  511^8).  ■       ^^ 

De  là  résalle  ua  moyen  -,  eoanaîssant  la  dûrectioo  d\ut  dia- 
mètre, de  fixer  celle  de  aonxoojogué: 

Soit  ir  le  diamètre  donné,  -^  Tracez  une  corde  quelconque 

MM'  parallèle  à  II',  puis  joignez  ie  point  O  au  point  milieu 

de  MM'.— La  ligne  de  jonction  LL'  sera  le  diamètre  demandé. 

« 
262.  Comme  le  diamètre  II'  a  été  tracé  arbitrairement,  il 

s'ensuit  que ,  dans  toute  ellipse  ou  hyperbole ,  il  existe  une 

infinité  de  sj^Btemes.  de  diamètres  conjugués. 

Mais  de  tous  ces  systèmes,  un  seul  est  rectangulaire f  c'est 
celui  des  axes  principaux,  qiti,  d'aprè&'la  forme  de  TéqUa- 
tioa  de  la  courbe,  forment  aus^i  un  système  de. diamètres 
conjugués.  '  '      ■     ^  ■  "     '   , 

Four  démohtver  quet  \s  système  des  aùP€6,  eaf,  en  effe{  let^aul 
çjrstèmede  diamèUte^  conjugués  perpendifiulafre$  en^rç,eua*^ 
ne  considéBCMis  d'abord  que  reliipse* 

Pour  que  deux,  diamètre»  soient  perpendiculaires  cgatrc;  ei^x, 
il  faut  {n?  i96)  qu'entre  a  et  a'  on  ait  la  Telalipi^.. 


aa' 


Pe  plus,  pour  qu'ils  soient  conjugués,  on  doit  avois 


* 


Or,  U  est  évident  que   ces   deux,  relations  ne  peuvent; 
en  génëfal ,  exister  simultanément  que  dans  le  cas  4e.  • . . 


B- 


T7  =  I ,  d'où  A  =  B  ;     et  cette  dernière  condition  n'est  vraie 

-      •    - 

que  pour  le  cercle  « 

1  la  vérité,si  Ton iail  #= o  dans  les4eux  équations,  oi| 
trouve  pour  l'oiie  et.  Vautre ,  a'  =s  oq*  .  Ainsi ,  ceç  équations 
s'accordent  entre  elles  pour  ce  cas  particulier  ;:  mais  alors  Iq 
système  se  confond  avec  celui  des  a:xe&  prii|cipai;x., , 


..  .«• 


^  SoMc  ce  d^ta&ir  t^*^^^  **^  '^  ^^  «ysliiifte  die  diamèu^s 

conjugué^qui  poissent iiS couper 4. «iiigle  droiU     . 

Ban^Ieoa»  toiilpajrticalierd»àsaB«  lavelatÎDii  aaVc:— i 
est  satisfaite  quel  que  soi|  te  système  de  dûmèttes  coDJugaés; 
ce  qui  prouve  quei  dans  le  cercle,  îl  existe  une  infinité  de 
sjrstèmes  de  diamètres  conjugués  perpendiculaires  entre  eux: 
et,  eu  effet,  réquation  4u  cercle  rapporté  à  un  système  quel- 
conque d'axes  rectangulaires  passant  par  le  centre,  est  tou- 
jours de  la  forme 

^*  +  rc*  =2ï  A*    (A  étant  le  rayon). 

Quant  à  Vhyp^bble ,  il  est  ckip  que  les  i^latiens  oa'sx  -^^i , 
aa^ = + —.y  ne  peuvent  exister  simultanément  que  lorsqu'on 

A 

y  fiée    a  rrO)    «e  qui  douue    i^tss  oo  ;  *  OU  léciproquement, 
a'ist^f    dB  ^ui  donne    ^t=  oo  ;    mais ,  datts  Vnn  et Pwttre 
cas ,  on  retombe  sur  le  syâMme  AtfS  nxies  principMnr* 
Dàùs  U  parabole  I  l'équaiion  d'un  diamètre  qtkkii^iiqiielL' 

Fig.iSo.  (/g.  i5o)  ëtetit  <»•  îa6o) 


r  E=  -,     d'où 


A 

r 


pour  que  les  cordes  divisées  en  deux  parties  égales  par  ce  disr 
mètre,. lui  soient  perpendiculaires ,  il  faut  que  la  tangente  a 
relative  à  la  dh-ection  de  ces  cordes  soit  infinie  ,  ce  qui  ne  peat 
avoir  lie^  évidemment  que  pour  j- = o  •  ,    ' 

Doii^  X'axe  printipahesl  le  seul  diamètre  petpe^e(iUiHlaire 
aux  cordes  quHl  dipise  en  deux  parties  égales  • 

265.  La  relation  ««'  =  --;,  obtenue  pour  Thyperbole  entre 

les^  <àmgented  des  angles  que  forment  «vec  Taa^e  de»  ^«.deaz 
diamèties  conjugués,  conduit  enoote à  dTautrsa  coméquenceB 
qu'if  est  bon  de  feire  connatl|e  dès  à  présent.- 
Elle  nious  montre  que ,  '  si  Tun  de»  deUx  dialoèCrea  LL' 


)  . 


If  0rf  ovs  6IHI  tfss  ASimrrms.  3 1  & 

{^g'  i49)  rencontre  lacourbç,  auqyel  cas,  a  désignant  la  Fig.iJQ. 
tanfente  qui  lui 'c^rrespcbè  /  bh^à"(n^  !lS8} 


il  faut^  par  compeasatioo  ^  qœ  pour  Tautre  dianiètre)  on  ait 

....  '      .     •        -^  A 

Donc  ce  second  diamètre  ne  f^nêontre  pas  la  courtie. 

Ainsij  JKMF  chaque  système  de  diamètres  conjugués  j  Vun 

est  transiierse  et  l'autre  ^on  p^tf,siterj^.e* 

'     i    '.^  B»    --  "  •  ' 

La  même  relation    aa'  =  -r^     prouve  encore  que  les  deux 

angles  LOX,  lOX ,  sont  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous  les 
deux  aigus  ou  tous  %fis  âévof.  ob^f ,  puisque  leurs  taj(;igentes 
sont  de  même  signe»    .        '     ,     / 

Ainsi,  leur  différence  ne  peut  jamais  être  un  angle  droit ,  » 
m#ki8  ^ae<  1^  «Tait  «aso,  d'oà  a' asoD;  auquel  cas  le» 
deiqc  dji^ip^trejs  se  tonfopd^lU  mcc  les  axes  principaux.. 

Cette  différence  deyient  nulle  «i  l'on  suppose  a  ^  ^ , 
ptiisqu*il  CB  résulte  aussi    a'  =  -^^    De  même ,      a  =  — -  -^ 

A  A. 

donne     a'  =  -»-  -p  ;     umlîs  alors  les  d^ux  diamètres  se  réu- 

A 

i^issenV  en  un  seul,  OR  pour  la  première  hypothèse ,  et  OS 
paiir  la  seconde^  < 


i ,    /  f . 


2d4U  Dks  asymptotes,  —  On  dçnu^i/e  c^ie  déniOnûoatÎQn  k  d^ 
dign^PfiBtffmP'li^^oiiKià^fidfiRt  lefibn^Mches  (supposéeaiàfi^es) 
d*,¥me  ■  c$f^$1m"damde  se  rapprochent  sans  cesse  et  auftmt.g^ 
Van  nmt  y^ifiiis  pçV'^fp  i^^l^dûji^  tes  rejaco 

On  peut  aisément  recbifaattre,  d'après  cette  dcftattiao^  que 
les  deux  droites  RR^,  SS'  {fg»  149)9  qiii,  danslUiyperhole,  Fig.149. 


3lâ  NOTIONS  19a&  VBS  iSYMDTÔttS; 

■j   •         '■;  ■       '        '  '        "R 

font  avec  Taxe  àe^  x  des  angles  ayant  pour  tangentes  ^  et 

B 
—  -r-y  c'est*à-dlre  que  les  droites  qui  ont  pour  équations 

B  ^  B 

» 

sont  des  asymptotes  de  la  courbe. 
En  effet ,  reprenons  Tëquatidn  de  Thyperliole  rapportée  à 

ses  axes ,  .  ,  ,Aîr* :  —  B»;?sî,5?:  -r  A»]?'  ♦ 

-  *  ■      •  ■"  •  • 

d'où  l'on  déduit  j-  =  i±  |^yî;=^=  ±:^  ^  , — £ , 


*•.  » 


4  ' 

ou ,  en  ne  considérant  que  la  valeur  absolue  de  rordonnée^ 


BiT 


v^-:-^- 


•  ■  ^ 


Gomme  le  radical  de  cétièv^kar  «st  tjiw  peli^qne  s,  il 
s^çnsuit  que j^  çst  toujours  moindre  que  -y-,  quantité^qae  nous 

pouvons  représenler  par  Y. 

Cela  posé ,  les  équations         '  .  : 

nous  montrent  que  plus  ce  augineiïte  ',  plus  les  ordonnées  Y 
et ^  augmentent;  et  lorsqu'on  supposç  oc  infini,  Y  et  j^  de- 
vîénnèht'éJlès-mêmés infinies.  •  ^    •-  -  i    -       i  .  .    . 

Ocpeiïdânt; nous  allcms faire voii^qàe la if{^/v>ic«?4e  désor- 
données peut,  parla  supposition  dex  saffistfrtimfe«l»g»and, 
devenir  plus  petite  que  toute  ii^ïtonàéèj^  qu'^si^tt  «WPcduit 
^pigoureusement  à  zéro  lorsque  x' est  tn&niv  •  /-.jj^i  -■ 

En  çflGçt ,  des  équations  '      '     '    '     . 


en 


on  tire 

Y'-jr»  =  B«;    d'où    ï-jrfi=ç^. 

Or  Y  et  j*  augmentent  en'm^e  temps  que  rr^  et  devien-» 
nent  infinis  quand  j;  est  infiçâ  yj^ip^Ci  à^n^ha'o^èmes  circons- 
tances. ^1^  différence  Y  ~x  flûnu^c-  ^^  finit  pax  devenir  nulle. 

c.q.fId.  ^ 

B 
D'où  rbn  voit  que  la  droite  j^  =  •—  a?  est  telle  que  l'ordon— 

B  /        A* 

née  de  la  courbe,  oo  -r-  a?»!/^  >-*"-;)  approche  de  plus 

plus  de  devenir  égale  à  celle  de  la  droite;,  et  elle  lui  devient 
en  effet  égale  dans  le  cas  de  x  £=  oo.  . 

Ainsi  la  courbe  se  rapproche  sans  cesse  de  la  droite  RR'^  et 
autant  que  l'on  vents  sans  pouvoir^  jahiais  l'atteindre  autre 
part  qu'à  l'infini. 

Gamme  la  même  cho^e  a  lieu  par  rapport  à  la  droite  SS\ 
nous  pouvons  en  conclure  que  les  droites  RR^  S&'y  sont 
asy^mptotes  hi  \ai  coVLthe.  ..        , 

if.  B.  —  Il  résulte  évidemment  de  la  discussion  pi?éc4f 
dente,  que  l'hyperbole  est.  entièrement  renfermée  dans  les. 
deux  angles  ROS,  R^OS\  c'est<-à-dire  qu'elle  n'a  aucun  point 
situé  dans  les  anglesROS',  R'OS. 

96^.  Je  dis  actuellement  que  ces  droites  sont  les  seules 
'  asymptotes  rectilignes  qui  existent  dans  le  plan  de  l*hyper* 
bole«     ,  ' 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  comlnner  Féquatioii  de  là 
courbe 

A^  —  B'x*  =±  —  A»BS . . .  (i) 


avécTéq'uatîon  générale  d^ilie  droite 

jr  =  ûic  +  6. .  •  (2) 


» 


'    <,  •    •    t        ,   V       • 


\ 


I 

/ 

m 


h  4  Kj^itkfm^mk.  ym  «^khhwis^ 

ptûs 9  d'exprimer  que  lei»poinCf  d'inlerMClîoii  de  telle  droite 
avec  la  courbe  6e&t  âtn^  à  l'iqfini  ;  ce  (fvâ  est  la  propriété 
caractéristique  des  asymptotes. 

Substituons  dans  Téquation  (i),  à  la  place  à^j",  sa  valeur 
tirée  de  Vé^fuaÀiQn  (^H  «t^rient 


rv      1» 


.  .  . ,    .     .      .   •  j  * .  '  »     ...•.-»    •  •        ♦  - 

Oç  on  «ak  ^  d'après  la  tbéotiei'  des  éqtiatloiifs'  du  second  de- 
gré, qiie  ks  deu^L  vaeisies  fie  -peuveût  être  Infinies  à  la  fois, 
qu'alitant  que  l'on  a  en  même  temps 

A*a»  —  B»  =  o,    A*tf6  =  o. 

.  ;  .Iiftt^roiilîèie  de^ces  deux  xonditioi»  4on&e 

B.       •  •  ' 

Quant  à  la  seconde ,  coàXfifm  A  ^1  o^  pe  sa«u^ïit  «ire  nuis  > 
elle  donne  nécessairement  ...   .         -  ^ . 


*  .       ^  ' 


Ces  deux  valeurs  de  a  et  de  6 ,  portées  dans  l'équatiom  (2) , 

donnent  enfin         '     '  '*  "  '      

.    B 

^    ce  sont  les  éxfoations  des  droiitesim'^'SS'  (^^.  i49)' 
iG  H9-     j^in^ ces dfoites soutins  saoles a^ymp|iQ(e$  (fe^ilig^ies)  «^ 
puisse  avoir  la  courbe.  * 

:'N<^ff.'*-^Si  Ton  Aviail;  aeulement  bi  condition 


A',ài^  — BV=s=  o, 

le  coefficient  de  x  étant  difiereAtdfe  o,  .l'u^edos  ,^«,fîû^s  de 
l'équation  (3)  serait  infinie  j  et  l'autre  se  ^réduirait  à  une 
quantité  Jinie.  ;       •    .       . 


wmommm  um  mmnuns.  3i$' 


f  •  < 


j^  es  2fc  -♦  ac  •+<'4    •  i    • 

(è  rettomt  ari»ttnii«)y  «t  «ejHiéinileitîft  luieAreèli»  {Mtfallèle  A 
l'une  on  à  l'autre  des  asymptotes  RR'i  SS';'ee  qui  dsémontre 
que  les  parallèles  aux  asymptotes  jouissent  de  là  propriété  de 
reWCQnJ^erla  caurbç  çn  deux  points  situés^l'un  à  u^  distance 
jinie  j  l'autre  à  une  distance  infinie* 

fiB6.  On  pourrait  demander  si  la  paraMe ,  qtil  'est  une 
courbe  indéfinie  dans  un  sens,  a  des  asymptotes  (rectiligue^)? 
Pour  le  reconnaître,  tonibinons  l'équation  de  la  courbe 

» 

avec  Véquation  d'une  droite   jr   =  ax  ^^  ^*  •  •  (^) 
CeUe  oombinaboo  donne 

■ 

«•x*  «4-  %{ab  -^  p)  «  Hr  **  =s  0. .  »  •    (3) 

Or 9  pour  que  la  droite  aoit  asymptote  ^  il  ^ut  que  les  deux 
valeurs  de  x,  tirées  de  l'équation  (3) ,  soient  infinies j  et^  ftar. 
conséquent ,  que  Fou  ait  à  la  foi« 

a  =;;;:  o,     Jib  *^  p  ^s:i  a^      d'où     J^  suj:  -. 

« 

Ce  quidéoioiitre  que>  4  b  parabole  a  des  asymptotes,  elles 
ào\veut4A!n  paraUèles  à  l'axe  principal  et  situ^e^  à  une  dis^. 
tance  infinie  du  sommet  de  Ja  courbe^  eu  d'autres  termes, 
ffOLellè  n'en  a  pas  j  puisque  la  construction  de  ces  droites  sur 
le  plan  de  la  courbe  est  ûupossible. 

Dons  le  cas  oùI'od  aurait  seulemeiM^  .a=7  4^„  le  coeffi- 
cient de  X  restant  d'aiHeu»  quelconque  dans  l'équation  (3)» 
l'une  des  deux  racines  de  cette  équation  serait  infinie,  et 
l'aubtipe  «emt  4iAe  quiantité  ./&uV« 

Donc  toutes  Ici  droites  qui  ont  pour  équation 


^^^'  TrfÉORW  JOlilLliiQITE 

<i*es^^i9e  totts  ies  diamètres  (n^  Mei)>  jomsimt  de  la  ptih 
priété  de  rencontrer  la  courbe  en  deux  points  situés ,  Fan  à 
une  distance  Jinie  j  Tautre  à  une  dialance  infinie. 

M7.  Tb^orib  aralttiocb  des  roTER0.*-IHinfi  la  recberdie  des  équalioiu  de 
rfilMpw,  dtf l^ijltorbole,  et  da  ht  pftnMei  éhapièfi  Um^Moo séamètriqtt 
d«  «e^  courbes  2  on  atroUTé  poitt  Us,  oxpiwuioas  4ês  distances  de  cham 
des  pointe  appelés /qyer s,  h  ttn  point  quelconque  de  h  coorbe, 

1°.— Danslecasderellipse  (h© fil»),  «=:A^^,  /=A  +  -i 
ao.  —  l^ax»  le  cas  de  l'hyperbole  (  rfi  83^),  «  =^  --  A ,  a'  =  ^+ A; 
30.  —  Dans  le  cas  de  la  parabole  (  n<»  9410,  «  ==  je  -f-  C; 

Ces  résultats  sont  remarquables  en  ce  que  chaque  rayon  vecteur  est  «• 
primé  en  fonction  rationnelle  de  l'abscisse  du  point  que  Ton  considère  sur  la 
courbe.  •     .      . 

Les  foyers  jouissent ,  exclusivement  &  tout  autre  point  pris  sur  le  plan  <fe 
la  courbe,  d'une  semblable  propriété;  et  pcraifle\lémoiii&6r  ,'ttûtts  nous  pro- 
poserons cette  question  générale  :  Une  courbe  du  second  degré  étant  rappor- 
tée à  un  système  d^axes  toui-à-Jkit  urbi&aire ,  irout^h  danr  son  plan  on  point 
(nommé jfOYER)  tel  que  sa  distance  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  smi 
exprimée  enjbnction  rationnelle  et  linéaire  ^eiêhirëoknéçs  àe  eè  dernier 
poin$.  »  s  ,    f 

[Cette  propriété  peut  servir  de  d^nlti^onam^  ^o;$ra  qu^  on  déduit  1^ 
courbes  du  second  degré  de  leur  équation  générale]. 

Soit  ^.Ar*  4^  B:.:r -f  Car»  +  Dr  +  Er-f-  Firo 

réquation  générale  des  courbes  du  second  degré  ;  et  appelons  « ,  C,  les  coor 
données  d'un  point  pris  sur  leur  plan!  On  a  (nO  tô8)  porir  l^èâ^nresskim  de  h 
distance  entré  ce  point  et  un  point  quelconque  («^  y  )  de  Ja  conriie,, 

••  ■   •  '  »  '  ^  .  »     .  ■ 

^ I •  ♦  • 

ï>  z^  \/iy  ^  Cj«  ^  (a:^^)^^%(j  —  C)  (^  —  ft)  COSÔ  1 

h  étant  Tangle  des  deux  axes  auxquels  la  couirbe  est  râppoHés.    - 

Or  comme  il  -ftrut ,  par  hypothèse ,  que  cette  expression  devienne  zatîon- 
n^le  et  de  la  forme  ^4-;/^ +^9  après  que  Ton  a  efiprimé  que  le  point 

(>i^9  y)  est  aur  la  courbe,  il  s'ensuit  que  les  équations 

■  *      ■  •  •     »       '     ■  «  . 

(.r  —  C)«  +  (x  —  *)•  4- a  (r -- C)  (x -n  rf)-eo«»*— (4df^4-/M-f  )•  ==  o 
et  Ar»  +  Bj:r-|-Gr»  +  I]Ui  +  Ei:-f.F^o 

doivent  exister  simultanément  pour  une  infinité  de  valeura  de  x  et  dei^,  oe 


qui  vevieat  k  exprimer  q^pe  letifiiiemîen  mmnhm  de  ces  éqnationi  doiveat 
être  identiques  entre  eux^  ou  ne  dilTérer  Tun  de  IHiutto  que  par  un  facteur 
•opstant  l;car  autrement)  rélimination  de  y  donnerait  lieu  à  une  équation^ 
finale  en  x  ;  et  alors  les  équations  n'^existeraient  simultanément  que  pour 
dea  Taleurs  particulières  do>  « ,  ce  qui  serait  ooatraire  à  la  natorâ  dé  li 
questioi»  que  F«A  a  en  vue  d»  réMudreu 

Ordonnant  la,  {jponière  éq%atipiiY|  muHipHaBt  la  seconde  p^r  up.  facteur 
indéterminé  l ,  pais  égalant  deux  à  deux  les  termes  correspondana  de  ees 
deux  équationa  j  on  bbtiendraU  ainsi  rix  relatioila  «atra  lea  -^ix  quantité» 
*>  ^>  ^\fyS%.  'i  ot  ces  relations  serTiraient  à  déterminer  «t,  C,^c^est-à-* 
dire  le  point  eu  tes  pointa  StfsceptibllM  de*  èatiiibiro  à  la  qifeation  prqpo^ 
sée,  ainsi  que  les  constantes  e^  f^  g,  l. 

Mais  sans  rien  dter  à  la  question  de  sa  généralité  >  on  peut  la  ramener  à 
des  calculs  beaucoup  plus  simples  par  les  considérations  suivantes  :  il  est 
évident  que  si ,  pour  un  certain  système  de  coordonnéetf  auquel  la  coorbe 
serait  d^abord  rapportée ,  il  existe  des  points  satisfaisant  à  la  condition  exi- 
{[ée,  ees  mêmes  points  j  satisferomt  éga^emimt  dans  toui  autre  système,  eft 
seront  d''ailleurs  les  seuls  qui  y  satisferont  ;  car  lea  formules  do  la  transfor-* 
mation  des  coordonnées  étant  elles-mêmes  linéaims ,  ,m.  Ton  substitue  pour  x 
eijr  leurs  valeurs  en  j/  et  ydana  l'expression  ^'h/x+gy  cette  expi^ion 
restera  encor^aationnelleçt  linéaire  en  a/  et  y ^  seulement,  les  coitt|ant0s 
^9/fSi  Anvonl  eliangé  de  valeur.  Rien  n^emp6che-l^<9^C9  your  la  recberohe 
des  pointa  en  question.,  de  slippeaer  à  priori  la  courbe  rapportée  au  système 
d'axea  le  plus  simple  ;  el  afin  d^embrasser  dans  un  même  oalcul  le»  trois 
eourbea  du  second  deg^^  noua  iiii|[ymi  de  Ipéquatidii. 

S^^tpx  ^qx^y 

qui  représente  ces  courbes  rapportées  à  un  système  d'axes  rectangulaires, 
'  dont  l'un ,  celui  des  x  ^  es|  I\m  des  axes,  principaux,  et  l'antre  est  tancent 
è  la  courbe. 

Par  cette  «opposition ,  les  équations  à  identifier  term»  à  terme  sont  (  à 
cause  de  è  =  loo,  d^où  cosê  =  o.) 

(^  -  C)«  ^  (*  —  «)«  —  {tsy  -hjx  +  f  )f  =  o, 

ce  t|Q|  ^nne  lea  relations  suivantes  : 

!—«•«/,  aç^o»  I— y^s=-.çl,  C-ffK=o,  m,^gf=:pl^  C»4-«^— ^=0. 

Aiaisy  comme  H  secopde  relation  est  satis&ite|  soit  par  e=:o,  s^  par 
f=Oy  et  ne  saurait  être  satiafaite  autrement,,  il  s'ensuit  que  Ton  peut 
éubltr  deux  systèmes  de*  relation  que  nous  aH^naMulyw»  suaeeMlUtnieBt  : 

»v  ffrsTtuB  :  «  ss  o. 

La  1'* ,  la  9*,  et  hi  4*  relatioa  donnent 


3lS  "THiOfiiï  ÀlfAl.lT.lQU£ 

I    /     î         j  '    "  "1,  ....  ... 

i..,.  ,.,    .,.,    Z  =1,   /=.  V^i  -+- ^»     C=o. 


y 


f  • 


,(^mt  à.lft  5^  et  à  la  6®,  comme  »  eD  vert»  des  résultats  précédens,  elfes 

on  a  4'àboid     et  «=  jp  —  gr  V '  +  y>     û'dà    (p  ~^^  p^i  ^  a)*  —  «ri  âo, 
•OU ,  ^ecfcnani  les  calculs  §i  -  réduisant  y    ^^^^  j/i  -f-^.^  .^  ;?■  s:  oj 


I        .      r  , 


"  9  '  -  ' 

«  •«  » 

'        •  •  ^  •  .1 

■^-    •''  -Ï  J        •  !•   STSÙMB  :y  3=  Ow    .. 

'  •*  -  I  .  Il 

.  ija^S^^lft  li^^.et'ia  5®  relation  donnent 


...      .'■!,.."     . 


A^rjs  U.4®  ®t  '^  Q®  «îevîennént 


» 


-i!  ;  .1  .^  '^►'g'\r  '  ■    ^  CSC,      C»  '^^'S^  *«-  gA  =à  o^ 


or  la  première  de  ces  deux-ci  donne    C*  =  g> 

d'où ,  substl^ant  dans  la  seèende,'   g»  ^-î — î-  +  ^  —  g*  =  o  ; 

Ê  M 

•  ■  -'^     ■'  '  '  •  ••.1.  'r.      .",.....       J      .  •.       .     I  , 

donc  g»  =  —  i-,    ou    g  =  :p^  ir  — ^.       '"*  '^    ' 

et  par  conséquent  C*  =  —  -^  (i  +  7)> .  où    C=:  ±  "  l/-*-  i  —  f . 

Ainsi 9  en  dernière  analyse,  les  deùi  systèmes  sont 
io...c=o,  fc=i,/=.i/I+;,  C=o,  g=^f  (V/ï+5d:i),  ««-^^(lAV'I+i); 


*  •      I  t 


•Or^  Irift  simple  in$p«etioBi4e  ces  deux  systèmes^,  on  reconnait  qn» 

B« 
Dans  l'hypothèse  de  q  positif  et.égal.^rl-  -jz  (ce  qui  est  le  cas  de  l'kf- 

verhole),  ÏQ  premi^  système  e»t  réel  ,çt  le  second  knogiiudre. 


BEI  rmti^s.  Stg 

Dans  lliypoihèsc  Ûe  q  négatif  e^. égal  à  —  ^  (ce  fui  est  le  .of«  é^  l'el- 
lipse ) ,  le  premier  système  cit  réèî  tout  <{ti«  twi  a  9<f/oiifi<À,-  c^est- 
à-dire  tant  que  la  courhe  est  rapportée  à  son  grand  axe  CQ«4Be  lœ  des  x  ; 
et  le  second  systènte  est  alors  imagirtairt,  puisque  a  et  C  le  sont  éridemment. 

Si ,  dans  celte  même  bypotlièse  de  y  négatif,  on  suppose  f>ij  oirB>Ây 
le  premier  système  est  imaginaire  puisque  j'y  gf  et  a,  le  sont  ;  maiç  le  second 
systèitteési  ftldirs  réel  :  c^esf  le  Cas  où  feUipse  esi  rapportée  à  s<ta  petit  axe 
eotnine  tau  AdA^  x. 

Enfii^y  dans  |*|ig^thèfe  da  çsso  («eqni  est  1«  «ta*  de  Uparûèole)^  len 
deux  systèmes  présentant  des  valeurs  sous  forme  infinie ,  il  faut  r^npntw 
aux  relations  primitives  qui  deviennent  alors 


1— e«=rl,  !àef—9^  1— /»=o,  C-f-^s=o,  a+g/=zzpT,  C»+n*-^  =  a. 

Or  la  3«  donnant  /se  ;|tf ,  il  en  yétoto  nAoelMkenieiit 

c  =:  o,     /=3i,     C=so,     a±g  =  p9    «»— gr*  =  o; 

mais  de  rùTant-démièite  tel^tion^  Ton  tire    a^  p  qz  g^  ' 
d'où  substituant  dans  la  dernière (;'^ér)»^g*=îo, 

*\  ,1 

ou  /;•  ;^  s^  =1  o|    doue g  rsç-cj:  w  :      j  r 

"  .    ■    -  '     • 

et  par  conséquent  .    *  =  />  —  -     ou    Ji^^rs  -  >      :   , 

ce  qui  fait  voir  que,  dans  le  cas  de  la  parabole,  il  n''eiiste  qu'Hun  seul  sys- 
tème qni  tist  toujours  réel,  savdir,^ 

268.  Première  remarque.  —  Comme,  des  deux  systèmes  établis,  il 
n*y  eu  a  Jamais  qu^un  seul  réel ,  mais  qu^à  chaque  système  correspondent 
deux  xsouples  de  valeurs  pour  «  et  C,  il  s'ensuit  qv^it  existe  en  ^néral  dans 
le  plan  de  toata  eéuth^  do  aeeond  degré,  dêum  potitu  qui  lati^bM  &  réacOMé 
de  la  question.  U  serait  d'aillenrs  aisé  de  Caire  voir  la  coinddenee  de  eea 
points  avec  ceux  qui  ont  été  appelés /ctrer;,  d'après  la  définition  géomé- 
trique dès  courbes,  ainsi  qU'on  le  voit  déjà  bien  clairement  pour  la  para- 

boIe>  puisqu'on  a  trouvé    C=:o,  «=;  -,  pour  le»  coordonnées  du  point 

cherché. 

269.  Seçopd$ rei|wr^iie.— -$i,  peur,  le  aystèsie  d'aief  au^Mlneua^nevs 
supposé  la  courbe  rapportée,  on  remplace  e^  fy  gy  par  leurs  valeurs  dans 
Texpressien  çr  4*yàr  -f"  g>  on  reconnaît  que  cette  expression  ne  renferme 
plus  que  l'une  des  variables  j:  ou  ^,  suivant  les  cas;  nMis  il  n'en  est  pas 


3ao  DES  sECTioirs  du  côe^e. 

moins  vni  que,  pour  un  système  d'haies  quelconques,  Pexpression  delà 
distance  renfermerait  les  deux  coordonnées,  puisque,  pour  passer  à  ce  nou- 
veau système,  i^fiiudraît  avoir  secours  aux  formuler 

x*''=.  a^cosjt-f-y'csoC  -f  tf ,    X  ^  j/sîn<t  -f-ysinC  +  h. 

Oa  trouvera  peut-être  que  nous  nous  sommes  trop  étendu 
sur  ces  premières  notions  ;  mais  nous  avons  cru  devoir  en- 
trer dans  tous  ces  détails ,  afin  de  donner  aux  commençans 
des  idées  nettes  sur  les  élémens  des  trois  cottriies  du  second 
d^gré, 

§  IV.  Identité  des  courbes  du  second  degré  avec 

le£  secthm  du  cane. 


». 


270.  Les  courbes  du  second  degré  sont  .aussi  appelées  s^- 
tions  coniques  ^J^arce  qu'on  les  obtient  en  coupant  un  cône  par 
un  plan ,  et  que  ce  sont  les  ieules  lignes  qu*on  puisse  obtenir. 

Pour  le  démontrer,  proposons^nous  de  Rechercher  l'équa- 
tion de  la  courbe  qui  résulte  de  l'intersection  d'un  cône  droit 
Fig.i5i.  SADBE  {^g^.  i5r).  par  un  plan  quelconque. 

Soient  SG  Vaxe  du  cône,  CD  le  rayon  de  la  base^  LL'la 
trace  du  plan  sécant  sur  celui  de  la  base ,  et  OMO'M^  la  courbe 
-d'intersection. 

Abaissons  du  point  d^  CG  perpendiculaire  sur  LL';  puis, 
par  SG  'et  GG  conduisonsnin  nouveau  plan  (  que  nous  appel- 
lerons plan  principal  :  c'est  ainsi  qu'on  nomme  tout  plan  V^ 
passe  par  l'axe. du  cône)  ;  l'intersection  de  ce  plan  avec  celai 
de  la  courbe  est  une  droite  O'OG  perpendîeulahre  à  LL,  d'à* 
près  une  propriété  connue  des  plans ,  et  c'est  cette  ligne  00* 
que  nous  prendrons  pour  l'axe  des  x  ;  OY  parallèle  à  LL',  ou 
perpendiculaire  à  00',  sera  l'axe  des  j-. 

Par  un  point  quelconque  P  de  00',  concevons  un  plau  pa- 
rallèle à  la  base ,  et  dont  Tîntersection  avec  le  cône  est ,  comme 
on  le  sait  déjà ,  une  circonférenee  de  cercle.  Ce  plan  toupele 
plan  principal  suivant  IH  parallèle  à  AB ,  le  plan  sécant  sui- 
vant une  ligne  MPM'  parallèle  à  LL',  et  par  conséquent,  per- 
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pendkulaiJre  à  la  fois. à  00'  et  IH  (puisque  LL'esttllèHuéiiie  Fig.iSi. 
perpendicalaife  à  GO  et  à  GC). 

Maintenant,  faisons 

OV  =  x,  MP=j-,  SO  =  a,  angle  SOO' =<* , 


angle  OSO',     ou    ASB  =  ^  ;     d'où  ASC  =  -  tf , 
et    SABsss  loo»  — -C». 

Cela  pose' ,  comme  MP  est  une  ordonnée  commune  au  cerck 
et  à  la  courbe  ,  on  a  (li''  106) 

y  =  IP  X  PH, (i) 

et  la  question  se  réduit  à  déterminer  IP,  PH,  en  fonction  dé 
jc  et  des  quantités  données.        t  ^ 

<Or,  le  triangle  OIP  donne 

ip  :  op  ::  siniop  :  sinOiP,  ' 

« 
ou,  à  éanse  de    ^in  lOP  =  sin  SOO'  c:  sin  «, 

et  de  sin  OtP  =  sin  SAB  =  cos  -  C, 

a 

Mwx  *  i-       ï  -«.       a:sin« 

IP  :  a?  :!  sm«  !  cos  -  b:     donc    IP  =  — ^-r-i. 


:  X  ::  s.in«  :  cos  -  C:     donc    IP  =  — i-rri, 

a  cos  JC 


Avant  de  détermine»  PH,  recherchons  la  valeur  de  00^; 
on  af ,  d'après  le  triangle  SOG',  ^ 

OO'  :  OS  :  :  sin  OSO'  :  sinOO'S,  ou  00'  :  a  ::  sin  C  :  sin  («^  C)  ; 

d  ou  OO    a=  -r-7 — r-vrm 

/  9m(a+C) 

asinC 
On  en  déduit    PO'  =  00'  —  OP  =   .    ,     ,  ^,  —  .r. 

21 


/ 
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F»iri5i.      Actnellemeot,  Ï£  triangle  PO'H  donne 

PH  :-P0'  ::  sinPO'H  :  sinPHO', 

ou  bien,     PH  :  -:— — rirr  —  ^  i:  sin  («i+C)  Itîosiff; 


8in(«i+C) 


donc 


PH 


a  sin  C —  oc  sin  («  -f-^] 
=-; ,  ^  ^ -. 


cog  4  C 


Substituant  les  ▼4ileur8  de  fP,  PH,  dans  réquation  (i),  on 

obtient  pour  re'<|uation  de  la  courbe'cherchée , 

•  •  •   '. 

^  ^^  0?  sin  «  pa  sin  C— -/^p  sin  («  +  ff)"T 


""  cos  f?  L 


cosK 


J' 


sin« 


ou    'r*  = — -T-yTaMnCx  —  sin(«4-f).x'l. . . .  (2) 

Cette  équation  étant  du  second  degré,  il  s'ensuit  d'abord 
que  toutes  les  sections  cùmiques  sont  des  courbes  du  second 
degré. 

De  plus  ,  en  la  comparant  à  Téquatiou  j*^  ==  %px  -^  gx', 
qui  (n®  946)  représente  une  ellipse,  une  parabole,  ou  une  hy- 
perbole ,  suivant  que  q  est  négatif ,  égal  à,  o ,  ou  positif,  on  re- 
connaît que  la  section  est  une  ellipse  toutes  les  fois  que  le 

«.  •                         sin(«+C)  ^      .«     -^  Il 

coethcient     «-^8in«« ^^ —  ^est    négatif,    une  parabole 

quand  ce  coefficient  est  nul ,  et  une  hyperbole  lorsqu'il  est 
positif.  . 

Mais  observons  que ,  dans  rexj)re8sion  de   ce  coefficient, 

cos'  -  C  est  une  quantité  essentiellement  positive;  et  il  en  est 

de  même  de  sin  «  tant  qu'on  suppose  «  compris  eiitre  0*  et 
200®;  (nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'il  est  inutile  de  lui 
donner  des  valeurs  plus  grandes).  Ainsi  le  coefficient  de  x' 
dépend  uniquement  du  signe  de  sin  («-f  C). 

Cela  posé,  afin  de  mettre  le  plan  sécant  dans  les  situations 


<i 


/ 
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propres  à -donner  toute!  «es  sections  coniques  possibles^  nous 
supposerons'  qufe    ce'i]plân   tourne    auteur   de   la*  ligne  OY 
{fis;*  i5r)  «omme  charnière,   en  sorte  que    la  ligne  00',  Fifif-'^'» 
d'abord  cou%bée  suivant  OS,  forme  ensuite  tous  les  angles  pos- 
sible avec  OS.  '  .     *       •  , 

£^n  premier  lieu,  la  droite  OG  étant  couchée  sur  OS,  la 
trace  du  plan  sécant  4ur  la  base  est  une  tal^ente  KK'  à  cette 
l^ase ,  et  il  est  viable  que  le  plan  touche  la  sdrfacc  suivant 
AS;  ainsi  la •  se€|}on , çs#,  dans  ce  cas  particulier,*  une  ligne 
droite. 

En  effet,  soit    «=:  o,     Inéquation  se  réduût  à     r^=so. 

Supposons  actMlement  que  la  droite  GOO'  soit  dans  une  - 
position  telle,  qu'elle  rencontre  les  deux  génératrices  SA,  SB, 
d'un  même  côté  du  point  S;  on  a  évidenuneqt,  dans  ce  cas, 
a-|-  ^  <C  aoo®,  d'où  sin  («-f-C)  positif,  et  —  sin  («-^*  C) 
négatifs  donc,  la  cÂurbe  est  une  ellipse.  En  effet,  on  obtient 
alors  une  courbe  rentrante  et  fermée. 

Dans  cette  même  circonstance ,  Tangle  «peut  être  égal  à 
l'angle  SOR,  c'est-^â-dire  que  la  droite  00^  peut  devenir  pa- 

rallèle  à  AB ,  ^  or,     «  —  SOR  =  SAB  =  ioo« C     donne 

siii  «  =  cos  -C,  et  sin(ie+0  =  sin  l  loo"*-! —  ff  j=  cos  *  C  ;       •- 

« 

,,   ,      sin«sinU-4-C) 

d  ou     '.v  -  ■  =  I . 

cos*i<  / 

L'équation  prenf  alors  la  forme  j-'  =  ttx  —  x*  •  .et 
l'ellii^e  dégénère  en  une  circonférence  d<i  cercle ,  ce  que  nous 
savions  déjà. 

Lorsque    la    droite  OG,   continuant   de  tourner,    atteint 
la  position  d'une  parallèle  à  la  génératrice  SB  {fig»  i52),  le  Fig.iSa. 
plan  sécant  est  lui-même  parallèle  à  cette  génératrice ,  et  le 
triangle  SOO'  cesse  d'exister ,  ou  son  sommet  0'  est  situé  à 
une  distance  infinie.  Or  on  a,  dans  ce  cas, 

t 
^«4-^  =  200**,     d'où     sin(«  +  ^)=o. 

o  9.  I   •   f 
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.Âin|i ,  la  courbe  est  une  para bole,^.^e&t 
qui  s^étend  ind^aifftent  au-dessouB  4f^ 
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'est  en  effet  «i^  combe 
qui setena inaenaiiitent  au-aessouB  ciçrla  charn 
Fig.i53.      ^^^^  quand  là  droite  OG  {flg,   i53)  se  troi^vé^.lHpN&e 
position  telle,  qu'étant  prolongée  au--de86us  d^<i||gJÂ|il0€^ 
.  elle  rencontre  la  génér;|tric^  SB  dans  son  prolongement  0'^ 
on  a  évidemment  alors 


> 


•Il 


tf  +  ^  >  200°j,  d*où  sin  (  «c-f  ff  )  négatif,  et —  sin  (  ce-f^)  posilij. 

X,.     La  courbe  est  donc ,  dans  ce  cas ,  une  hyperbole.  On  voit,  en 
effet ,  qu'elle  se  compose  de  deux  branches  opposées  qui  s'é- 
^  taudent  indéfiniment  sur  l'une  et  sur  l'aulre^  des  deux  nc^^i 
*    de  4a  surface  conique. 

La  droite  OG  venant  à  se  confondre  avec  OA ,  la  trace  du  } 
f    plan  sécant  redevient  tangente  eu  Â  à  la  cit'conférence  de  la 
La^e;  et  la  section  se  réduit  de  nouveau  à  une  droî^ 

5)a  effet ,  «  =  aoo*  donne  sin  «t  :=  o ,.  d*ou  r*  =  o. 


c.> 


Lorsque  l'angle  <e  clevient  plus  graii'd  que  aoô**,  la  droite  GO 

Fig.iSi.  {3ë'  ï5i)  prolongée  reprend  les  positions  qu'elle  avait  eues 

iRibord  ;  et  l'on  retombe  sur  lès  mêmes  courbes.  L'angle  «doit 

donc  rester  compris  entre  o**   et  200**,  comme  nous  l'avions 

«  établi  plus  haut. 

Soit,  comme  cas  particulier,  ^  =  0;  ce  qui  correspond â 
la  supposition  que  le*  plan  sécant  passe  par  le-point  oT 
L'équation  générale  devient  alors 


f 


sin«sirr(«-f-^)  ^ 


cos 


a  1 


OC    y  .  ,  •  •     yy^ 


et  il  peut  se  présenter  trois  cas  : 
Oul'ona  (./^.  i50  ,; 

ii+C<2oo**,     d'où     sin(«+€)>o     et     —  sin(«-|-Q<o, 

ou  négatif.  Dans  ce  cas,  il  es^ visible  que  l'équation  ne  saurait 
être  satisfaite  que  par  ir=o,  j-  =  o;  ainsi,  la  courbe  se  ré- 
duit à  un  point  qu\,«  comme  on  l'a  vu  (n®  280),  est  une 
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vaiiété  de  l'ellipse.  CJel^  ârconsta^e  a  lieu  quand  k  droite 
Qf)  (M-end  une  position  SN  intérieur^  à  l'angle  A'SB ,  puisse 

Vùû  à  évidemment  alors*  A'SN  +  ASB  ou  «  +  ^  <  2«îé>°. 

0ubien,r<mV«  +  î:iï:4oo*>,  d^où  sin(«+C)==o(/ê'.  i52);pi   ,5^ 

et  l'équatioq^ se  réduisant  àj**  =  o,    la  section  devient» en- ^ 
coré  une  ligné^naitê  ,  qui  n'est  autre,  chose  que  SB.  C'est 
une  variét^de^  parabole. 

^Ënfiu ,  du  peut  avoir     «  -f-  ^  >  200**  ;     d'où     —  sin  (  «  +  ^  ) 
positif,  .#•■«. 

L  équatipi)  (3)  prend 'alors  la  forme  j-=3:a?t/ —7^ , 

i  •       %      .  V  cos  2^      ' 

el  représente  un  sj^ sterne  de  deux  droites  qui  se  coupeni.  ^ 

Cette  cijroonstan<9|  a  lieu  lorsque  la.  droite  OG  passant  par  le 
J)ointS  (Jig*  i53),  rAcontre  AB  entre  les  points  A  et  B.  H  Fig.i63. 
est  visible  que  le  plan  sécant  détermine  alors  sur  la  ««urface  . 
du  cône,,  deux  génératrices  SD\  SE;  c'est  un,  ca|  particulier 
de  l'hyperbole.  •  .» 

Nous  pouvons  conclure  de  cette  discussioij^,  que  le  cône 
droit  ^  par  ses  intersections  auec  un  plan  y  donne  lieu  aux  dif^ 
férentes  c0^b^  du  second  degré  et  à  leurs  variétés.  Les  di-  • 
mensidfts  c^  ce»  courbes  dépendent  de  trois  élémens  princi-- 
paux^.  savoir  :  l'angle  au  centre  du  cône,  ou  ^,  qui  peut  être 
aussi  petit  et  aussi  grand  que  l'on  veut';  la  distaVice  a  du  som- 
met au  poiht  de  la  génératrice  SA ,  par  lequel  oiî  fait  passer 
le  plan ,  et  cette  distance  peut  croître  depuis  o  jusqu'à  l'infini  ; 
enfin,  l'angle  «  qui  doit  rester  compris  entre  o**  et  2bo".  * 

N,  B.  —  Le  sjrstème  de  deux  droite^  parallèles j  qui  est, 
comme  on  l'a  vu,  une  variété  de  la  parabole  «  semble,  faire 
exception  à  la  conclusion  précédente.  Cependant  il  serait  pps-  «. 
sibllP  d'obtenir  cette  variété  i*  en  tiansporiant  l'origine 
des  coordonnées,  2°  —  en  supposant  ^ r==:  o  dans  l'équation 
de  la  courbe,  supposition  qui  ferait  dégénérer  le  cône  en 
cylindre.  Nous  laissons  aux  éltves  le  soin  de  faire  ce  calcut 
qui  n'otfre  aucune  difficuUc.  *  *.     ' 
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271 4  Pour  démontrer  4;oinplétement  V identité  des  courbes  du  second  degrc' 

avec  les  sections  coniqiriSs ,  notft  nous  proposerons  la  question  suivante; 

On  demande  de  placer  une  eourhe  du  second  degré  connue ,  sur  un  cône 

droit  4/1  dimension  donnée  ;  end^autres  termes,  dejixer  la  position  ^uédoii 

avoir  un  plan  par  rapport  à  un  cône  droit,  pour  que  la  courbe  d'intersection  ^m 

.  «ti  résulte  soit  me  courbe  du  seoçnd  degi¥  dont  l'é^^fition  particulière  «< 

.  donnée  (*).  ''  •  . 

Solution.'  —  On  a  trouvé  (  n^  867)  pour  l^uation  génétale  des  sections 

coniqUes, 

sin  a,  '  '     ^ 

r"  =  [asinC.J:  — sin  («tjh  C}.*»  Ji^. ..  Vi) 

cos'  -  C  •       ▼ 

et  (n^  Hêfi)  pour  Téquation  la  plus  simple  des  trois  courbes  du  second  dt!- 

gré,  *      r*  =  2px  4-  ^x'....  (a) 

Diaprés  Pénoncé  de  la  question,  les  quantités  p  y  if ,  et  FaQgle  C  qui  dé- 
signe Tangle  au  centre  dii  cône ,  doivent  être  v^aréés  commQ  connus  ;  et  il 
s^agit  de  déterminer,  àl^aide  des  équatidhs  préii^dentes ,  les  quantités  a ,  i, 
de  manière  que  cts  équations  soient  identiques. 
'  Or,  si  Ton  développe  réquation«(i),  et  qu^on  égale  respectivement  I<?s 
coefficiens  de  jr  elde  :i?3  dans  les  deux  équations,  il  vieift 

asin  «t  sinC  =  a^  coi»«  -  C,.' (3} 

«  a  '  • 


sin^tsiu   «-|-.C)=  —  «cos'-C...    A) 

a 


■^s 


Ce  àont  les  deux  équations  du  problème.  -^ 

Comme  la  .seconde  ne  renferme  que  Tinconnue  «e,  elle  peut  servir  àl.i 
déterminer;  après  quoi,  réquation  (3)  fera  connaître  a.  Or,  pour  dégager  «, 

nous  aurons  recours  à  l'artifice  saivant.  # 

■ 

De  la  formule  trigonométrique 

CPS7  —  cos;?  =  asin  -Xp  *♦*  q)  sin  -  (p  3^q),' 


établie  n»  74,  on  déduit 


GÙip 


a 
ou  posant  » 

p^q=ma^     p-^q^^i^-i-  C),     d'où    ;i  =  ^4-C,     q  =  eL, 


(*)  Cette  question  est  du  nombre  de  celles  qui  ont  été  proposéeii  ^ans  II»  concours  des  col > 
léges  royaux}  cl  U  solution  que  nous  allonfe  en  donner  est  due  à  M.  Yanèckoul,  *Bcitn 
%lève  de  l'Fcole  Polytechnique,  maintenant  officier  du  Génie.  Entré  M  |ircmicvjâ'Écolr  >  >> 
fut  admia  le  premier  dans  les  services  publics.  \' 


'     i 
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8iii«liA(«+ C)  =  ■■■    >  «  ■         ; 

donc  Inéquation  (4)  devient 

.•>  ii-i ► i  s:a  —  0  606*  •  C, 

1  • 

d'où  cos(aA -i- C>  =  cosC-4-a^608«  -  C...   (5) 

Telle  est  Féquation  propre  à  faire  connrfttre  Tangle  «. 
Après  aroir  ealeulé  Pangle  (a«-f-C)>  on  en  retranchera  l'angle  C,  puig 
on  prendra  la  «moitié  du  Te9le,  et  Pon  anm  la  taleuTâe  «. 

Disciusion.  —  Toutefois ,  pour  que  cet  angle  soit  susceptible  de  détermina- 
tion, il  faut  (n^'  tt9)  qne  la  Taleor  trouvée  pour  cos  (a«t+C),  soit  opm- 
prise  entN  les  deux  limites  —  i  et  -f^  i  ;  c^est-àrdire^que  Ton  doit  avoir  lès 
deox  conditions 

*  eos  C  -h  ^  coa*  -  C  "^  —  r , 

« 

cos  c  4-  «9  co»«  '  C,      -^  t,  ^      t 

•  * 
* 

1  I 

Comme  on  a  (n^  W)  eosC=  cos*  -  ^—  gin*  -  C«  ces  conditiona  peuvent 

se  transformer  dans  les  suirftntes , 

cos*  -  c  —  sin«  -  C  -♦-  Ofl  Cos*  -  C       —  1 , 


-  C  —  sin»  -  C  -h  9^  eos«  -  C  ^  i  ; 
a  a  '  a     es 


•  tang*  -  C 

ou  bien,  à  cause  de  cos*  -  C  =  ,etsin*-C= 


I.  —  tang*  i  C  «f*  ^  _  —  I  —  tang^  -  C, 

i  —  taM»  -  C  H-  afl       I  4-  tang*  -  C. 
a  .  ^  =  •     "    a 


La  première  se  réduit, évidemment  à      9  ^  —  i  ; 
et  la  seconde  à    7      liang'  -  C,  ou  tang»  -^  C  ^  y . 


a  "   a     = 


/ 
V 


0 
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Gela  posé,  examinons  Buccessivement  les  différons  cas  qui  peuTent  le 
présenter  y  en  commençant  par  le  plus  simple  :      -     * 

j^.  Si  la  courbe  est  une  parabole ,  on  a  7  =  0;  et  comme  on  a  évidemment 

o  >  —  I ,  tang*  -  C]>  o ,  les  deux  conditions  précédentes  sont  satisfaites; 

d^où  Ton  peut  conclure  que ,  sur  -un  cône  droit  de  dimension  dunnée,  il  en 
toujours  possible  de  placer  une  parabole  jquelconqtie  dont  le  paramètre  eu 
connu.* 
Dans  ce  cas ,  remontons  à  ^équation  ({)  ;  elle  devient 

SÎnASin  (4i  -f-  O  :?=  o , 

équation  qui  donne  pour  «  ^  les  valeurs  sui vastes,  ^ 

•     «t  s=  o,     «i  =  aoo**,    «  =  —  C,     «  =  aoc®  -»  C; 

I!' 

ce  qui  prouve  que  le  plan  sécant  doit  être  parallèle  à  tune  dks  gênera^ 

trUes.  {YoyeB  vP  270). 

*ï^.  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  une  ellipse.  On  a  y  ^ns  ce  cas 

B*  "^ 

(n<>  S46),    7  =s  —  — ,     B  étant,  comme  on  le  sait,  essentieUement 

B*  1  ^         B« 

moindre  que  A.  Ainsi  les  deux  conditions  *^  "t;  ^  """^  >  tang«  -  C  > — -r;  t 

sont  remplies,  et  toute  ellipse,  quelque  petites^  ou  quelque  grandes  que 

soient  ses  dimensions,  peut  être  placée  sur  un  cône   droit  de  dimension 

donnée,  ^       • 

B» 
3®.  ^fln ,  si  la  courbe  est  une  l^pètbale ,  auquel  cas  on  a    7  =  -^  --^ , 

la  première  des.  deux  conditions  ci-dessus  est  évidemment  satrafaite. 
Quant  à  la  seconde ,  qui  revient  à 


tang.-C^^,, 


». 


elle  a  besoin  de  quelque  développement. 

Désignons  par  6  Tangle  des  deux  asymptotes  (^  Phyperbole  donnée  j  on  a 

I  B 

vu  (^^  964}  qae  tang  -*  6 ,  a  pour  valeur  -?-  ;  donc  la  condition  précédente 

devient 

teng*  -  C  -^  tang»  -  6  ;    d'où  l'on  déduit    Ç  ^  e.i  "*  '  r* 

A 

9 

Ainsi ,  pour  qu'une  hyperbole  dont  on  a  l'équation  puisse  être  placée  sur 
un  eêne  droit  de  dimension  connue  ,  il  faut  que  Tangle  au  centre  du  cêoe 
soit  au  moins  égal  à  l'angle  que  forment  entre  elles  les  deux  asymptotes  '4e     * 
la  courbe  que  l'on  considère. 


Cette eirconstance  ^ut  s^exj^^quor  par  la  Géomé^ie.  Concevons  en  effet, 
que  Ton  ait  mené  dans  un  d^  .ôiiHt -un  premier  système  de  plans ,  parallèles 
entre  eux  et  parallèlef  à  Taxe  ;  ces  plans.àonnent  nécessairement  lieu  à  une 
suite  dliyperboles  dont  leb  asymptotes  forment  entre  elles  le  même  angle  (^; . 
L^un  de  ces  plans,  passant  par  Taxe  lui-même,  détermine  sur  la»  surfticé 
deux  génératricesw  dont  Pangle  est  égal  va  celui,  de||^  asymptotes  dont  nous 
venons  de  parler.  ^  . 

Imaginons  teainienant  un  secoiui  système  de  plans ,  parallèles  entre  eux, 
mais  non  parallèles  à  J|^axe ,  et  <^ui  cependant  donnent  encore  lieu  à  des  hy~ 
perboles  ;  Tângle  des  asymptotes  de  toutes  ces  hyperboles  est  constant  et 
égal  à  celui  des  deux  génératrices  déterminées  par  celui  des  plans  de  ce  sys- 
tème ,  qui  passe  par  le  sommet. 

Cela  posé ,  observons  l|ue ,  dans  IHiftgle  trièdie  îâtmé  par  om*  derniéBM 
génitrices  et  Taxe  dtf  cône,  Tangle  des  génératrices  est  nécesisairement 
moindre  que  la  somme  des  deux  autres  anjgles  pTans  ;  or ,  cette  somme  n'est 
autre  chose  que  Tangle  au  centre  du  cône,  ou  Tangle  des  deux  génératrices 
du  premier  système  de  plans.  Donc  Pangle  des  asympï^es'te&itives  ail 
second  système ,  est  moindre  que  Fangle  des  asymptotes  relatives  au  pre- 
mier. ■   ■      " 

En  d'autres  termes ,  le  maxhm^  des  angles  que  forment  entre  elles  les 
asymptotes  ^e  toutes  les  hyperboles  qu'on  peut  obtenir  sur  la  surface  d'un 
cône  droft,  est  l'angle  de  deux  génératrices  opposées,  ou  Vangle  au 
centre  du  c^nel  II  n'est  donc  pas  possil^  de  placer  sur  un  cône  droit,  une 
hyperbole  dont  tis  aiormptotes  font  un  angle  plus  grand  que  Vangle  au  centre 
du  cône.  '  ' 

Mais  comme  dans  les  équations  (3)  et  (4),  l'angle  Cpeut  être  pris  arbi- 
trairement ,  il  n'en  eet  paê  AHoiBB  démontré  q^e  toute  courbe,  du  second  de- 
gré dont  Véquation  est  connue,  peut  s'obtenir  au  mqy en  de  ^intersection  d'un 
plan  et  d'un  cône  de  dimension  convenable. 

272.  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  faire  connaître  ici  un  moyen 
aussi  simple  qu'élégant  de  démontrer  géométriquement  l'identité  des  sec- 
tions du  cône  avec  les  courbes  du  second  degré  ,  telles  que  nous  les  avons 
définies  au  commencement  de  ce  chapitre. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  le  principe  siitvant  :  Si  d'uk  point  pris  hors  d'une 
sphère  on  -éiène  une  suite  de  tangentes ,  toutes  les  parties  de  ces  tangentes  com- 
prises ei^0  le  point  donné  et  les  peints  de  contact,  sont  égales. 
.  En  effet;  chacune,  de  ces  portions  de  tangentes  est  un  côté  de  l'angle  droit 

♦     •  '  '        "%      ■ 

•  •       <**-     f  I  ■  .    .  I  ■■ 1111  '  %  •'  "  '      I 

(*)  Cela  résulte  de  ce  que,   dans  l'équalion  de  ces  hyperboles ,- le  coeffîcieiit  de  or*  (qui 

.  \  B'N         .      ,  .  -  ,  *         .• 

représente   ici  —  1  est  indépendant  de  la  distance  a  du  plan  sécant  au  centre  dn  cône;  ce 

B  '    ** 

^ui  prouve  que  le  rapport  --'  est  constsint  potà  tontes  ces  hyperbolcf. 


/ 


t 


} 
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•  « 

d'autant  de  triangles  retctangles  égaux ,  ayaot  pour  lry|H>té»iise  coguniKh 
distance  (lu  point  donné  au  centre  de  la  spMre,  et  pour  Beeond  côle.k 
droite  qui  joint  le  centre  tie  la  sphère  au  point  de  opntaet,  cW-à-dùtk 
rayon  delà  sphère.  '  "^ 

Ce  principe  étant  admil,  voici  en  quoi  consiste  le  moyen  deéémoiBb» 
tiOB  que  nous  avons  a^ooneé  :  . 

Fig.  1 5.j .      Considérant  d'abord  {Jïg,  1 54  )  le^c^  où  la  courbe  est  rentMunte  et fentt. 
conce!VoB8  dans  lej>ian  principal  SAB,  dmiz  cercles,  Vnu  ùueritM  triup 
SE£',  Tautre  ex-inscrit,  et  tangent  aux  droites  EAV^CA»  E£'.  Ca  coè' 
peuvent  être  regardés  cpmme  les  iiUersectiopi  du  plan.'prineii^l  et  «le  te 
sphères  tangentes  au  -o^e  et  au  plan  sécant. 

Soient  F,  P,  les  points  de  contact,  du  plan  sécant  avec  les  deuxipJxn. 
et  joignons  ces  points 'av«e  un'poiot  quelconque  M  de  fai  ^f^iixn  codùik. 
Soient  d'ailleurs  GG%  HH',  les  «bpcdnférenoes  de  coBrtact  Au  «due  «  ia 
deux  sphères,  et  GC  la  circonférencadu  cercle  parallèle  passant  pariepoiiil 
'^^irons  enfin  Taréte  SM  qui  va  rencontrer  QG',  HH',  eft  deux  points  &,!. 

Puisque  BiP  et  MK  sont  deux  tangentes  à  la  sphère  dont  O  est  le  eeiiiJt. 
on  a,  en  vertu  du  principe  démontré  ci^lessiis,  MFsbMK,  eo  bio,'- 
cause  de  MK  ==  6C , 

BiF  =  GCî 

m 

■  i     * 

on  a  encore  d'après  ^  <  même  principe ,  MF'  =  MK'  >  ou  ,  i  ciO' 
de  MK'  =  CH, 

MF'  =  CH  i  « 

donc ,  en  ajoutant; MF  4-  MF'  =  GHj  f- 

Or  GB  est  une  quantité  constante  et  déterm^ièe  pour  tous  les  poiiU  ï 
de  la  section  £MÈ' j  d'où  l'fin  voit  (no  W6)  que  les  poàus  de  eoâic 
Ff  F%  du  plan  séfiant  et  des  deux  sphères  O,  O',  sont  hffcorers  imieeitit 
dont  le  ff'and  axe  a  pour  valeur  la  distance  GH  entre  les  deux  eireoi^én^ 
de  contact  du  cône  avec  les  deux  sphères. 

[Il  est  aisé  dé  reconnaître  d'après  la  figure ,  et  en  s'appuyant  sur  hp' 
cipe  démontré  précédeiftment ,  que  l'on  a  GH  =  £E'  ].  * 

£n  outre,  prolongeons  la  droite  £E' jusqu'à  sa  rencontre  eaNavec- 
diamètre  G^G  du  cercle  de  contact'de  la  sphère  0  et  du  çônéf  «ms  tir^v^ 
l'ordonnée  MP  de  la  section  £M£'. 

Les>deuz  triangles  semblables  ECP,  EGN,  donnent  la  pNJ^ortlon 

EC  :  EG  ::  EP  :  EN;    d'où    GC  :  EÔ  ::  W*  :  EN; 

ou  bien  *  à  cause  de    GC  =  MK  =: MF,  et  de  EG  =  EF, 

<  ■  •    •  •,..•■•  I 

MF  :  PN  ::^F  !.EN. 

Or  le  rapport  EF  :  EN  est  une  quantité  constante  et  déterminée  p* 
tous  les  points  M  do  la  section  conique  j  donc  (n®  lMi8)  l'intersectm  ■  - 


"^t 


r 
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du  film^s^nnt  et  de  celui  de   la  cire4^érence  Ae  contact  du  cône  avêc  la 
sphère^ l^n  est  auttip  chose  que  la  ^rectrice  de  la  courbe, 

Passo^^4u  cas  ma  le  plan  sécant  (Jig.  tSÔ)  rencontiHS  les  deux  nappes  du  Fig.i55. 
cône.       '"^ 

Imaginons  encore  dans  le  plan  principal  ^  deux  cercles  »  Tun  (aillent  aux 
droites  ££%  SA,  SB,  et  l'autre  èingent  a«x  évoklM  EEf,  SAS  '^-  S<^«nt 
F,  F\  les  joints  de  contact  de  ces  deui^  cercles  av«c  ££';  et  GO^,  HH% 
les  circonférences  de  contact  des  deux  sphA*e8'0,  CX ,  'et  du  cdne;  «oit  enfin  OC' 
le  contour  d'une  section  perpendiculaire  A  Taxe  du  cône ,  et  passant  par  un 
point  quelconque  M  de  la  section  conique.  Joignons  les  points  F,  F',  au 
point  M,  et  tirons  MS*  qui  ta*  renaObtrer  les^conrbes  GO%  HR',  aux 
points  K,  K^.  f 

On  » éTidemment  d'iaprèsjla  ligure  et  en  tettn  du  principe  déjà  cité,. 


^M 


d'où 


1^ 


..  MF  rtt  MK  :=s-CG,     a«.:..   MF  =rMK' 

.MF'  —  ^MF  ti=  Cfi  —  <a&  trr  G». 


CH; 


Or  GU  est  une  quantité  constante  pouriouti  les  points  Mde  la  section 
conique  M££'  ',  donc  \n^  254)  les*jmnu  de  contact  F,  F%  des  deux  sphères 
avec  le  pUfÀsécant ,  sont  lesf^ers  d^une  hyperbole  dont  le  premier  axe  a  pour 
valeur  GH  f  que  Ton,- démo ntrjçrait  £icilcment  être  égal  à  ££'}. 

Soit  d'ailleurs  NL  l'I ntérsection  du  plan  sécant  et  de  celui  de  la  cire 
térence  de  contact  du  cône  avec  \a  sphère  O.  •  .    ^        * 

Les  deux,  triangles  semblables  'EC'P»  £GN,  donnent > 


circon- 


£C'  :  EG  :  :  *EP  :  en,   d'où  gc  :  eg  :  :  pn 
*     '      .      .     '" 

ou,  à  cause  de"6C  =  MK  =  MF,    et  de    EG  =?  EF, 

».        - 

.    MF  :  PN  ::  EF  :  EN. 


EN, 


Ôf  le  rapport  EF  ;  EN  est  constant  pour  tous  le%  points  de  la  section  co- 
nique MEE' ,  donc  NL  n'est  autre  chose  ^ue  /^  directrice  de  la  courbe. 

Il  ne  noul  reste  plus  à  considérer  que  le. cas  |^  le  plan  sécant  (^.  i56}  Fip.i56, 
est  parallèle  à  la  génératrige  SB.   Concevons  dans  le  pti^n  principal  SAB 
un  cercle  tangent  aux  droites.  SA  ,  SB,  £$'.  Soient  F  le  point  de  contact 
de  ce  cercle  avec  £E',  GG'  la  circonférence  de  contact  du  cône  et  de  la  # 

sphère  O,  Ci^'  le  contour  d'une  section  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône 
et  passant  par  un  point  quelconque  M  de  la  section  conique ,  enfin  NL 
et  MP  les  intersections*  du  plan  sécant  avec  ceux  de  la  courbe  GG'  et 
de  la  section  CC.  Tirons  d'ailleurs  MF,  et  ^  MS  qVii  va  rencontrer  la 
courbe  GG'  en  un  point  K.  ^  '         . 

On  a  évidemment  d'après  la  figure,  ."^     .* 

"    MF  =  MK  =  GC  =  G'C  =:  iNP^ 
d^où  '  MF  =  PN. 


\ 


I 


Fig.i57 


33a     ,    iwmrw$  dès  courbes  bu  second  ittcBé,  etc. 

Dono  C&o  Ml)  U  eourhe  MEEf  €st  une  parabole  dont  léj^^^i  enf 
et  qui  M  ML  pOÊtr  diree&ice. 

Là  section  d^un  eylin^  droit  par' un  plaïf  peut  être  caractéri^  par  uo 
moyen  analogue.  *  •'  '  .-    '* 

Soit  AA'Wh  (fig.  157)  un  cylindre  droit  coupé  par  un  plan  EME'.  Ima- 
ginons  deux  sphères  tangentes  an  cylindre  et  au  plan  sécant,  dont  les  poinla 
de  contact  «veo  le  plan  soient  F  et  F',  et  qui  aient  GG',  HIT,'  |>our  cercles 
de  contact -mvec  le  cylindre.  Menons  par  un  point  quelconque  M  de  la  sec- 
tion cylindrique  un  plan  perpendiculai^  à  î^axe ,  et  soit  CÛ  le  cercle  qui 
en  résulte.  Tirons  d^ailleurs  les  droites  MF,  MF,  et  Tarète  I^BfK^ 

^n  a,  en  rertu  de  ce  qui  a  été  dit  précédemment ,  **^' 


d'où 


MF  :f  MK  >±  QG,     90. . .  MF  ==  MK'  r=  Cfl  ; 
MF  H-  MF  es  QG  -h  CH  =  Oa    quantité  constante. 


Donc  la  cowhe  EME'  esl.uif  ellipse  dont  les  Jcjrers  ne  sont  auirtpehùse 
que  les  points  de  contact  du  plan  sécant  avec  les  deifx  sphères. 

On  démontrerait  égalemenr  coôtnme  ci-dessus ,  que  le  point  N  oà  EF  ren- 
contre la  droite  SG%  est  le  point  de  Taxé  EF  par  ou  passe  la  directrice. 


.  t 


»  » 


♦  r'  M|. 
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..1       ■'         Il  I  ■         -       ;  ■  III'  ,      ..T.il.J--, 

\.  CHAHTRE  V. 

Propriétés  principales  des  Sections  coniques. 

Obs^fation prélimi/iaire,  —On  a  vu  {o'iSS)  que,  pour 
passer  (IW l'équation  de<l'eUipse  à  celle  de  l'byperbole,  il  suffit 
Ae  changer  B'  en  —  B';41  résulte  de  U  nécessairement  que 
ces  den  ande  analc^ie  dans 

,    leurs  pi  itratione  de  ces  pro- 

pnétes^  épétitions  inutiles, 

si ,  apr  ites  dans  l'ellipse ,  - 

qu'oD^  jlus  aiinple  «t  celle 

dont  1^  i  bornons  à  énoncer 

l«s  pro|  :n  ayant  soinltoute- 

foit  d'i  Trir  quelques  difie- 

rences,  soit  clans  leur  naUire,  Soit  dans  leurs  déinonsira lions. 
Quant  à  la  parabole ,  qui  s'a  pas  de  centre ,  et  dont  les  axes 
principaux  pu  conjugués  sont  infinis ,  comme  ses  propriétés  ne 
pearent  avoir  avec  celles  des  deux  autres  courbes ,  qu'âne  ana- 
li^ebeancoup  plus  éloignée,  nous  en  ptésentemus  une  théorie 
lout-à-fait  distincte. 

DS  i'klupse  et  DE  l'htpsbbole. 

s  I".  Propriété  de  ces  Côtoies  rapportées  à  leurs 
axes  principaux- 

ilt.  Caractères  analjtiqites  des  points,  pris  sur  la  courbe, 
au-dedans ,  ou  au-dehors.  —  L'équation  de  l'ellipse  rap- 
portée à  son  centre  ^t  à  ses  axes  principaux  ,  étant  (/g^.' iSS)  Fig.iSB. 


4     ^ 
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Fig.i58.  on  a  d'abard,  pour'cbacun.de  ses  points  "M  y Ut^ relation 

A»jr'  +  B'x^  —  A*ft»  =  o. 

MainteBAlkit ,  ^  Von  considère  «u  point  N  intérieur  à  cette 
courbe,  comme  l'ordonne'e  NP  de  ce  .point  est  moindre  que 
Tordonnëc  MP  correspondante  à  la  même  abscisse  OP,  il  s'ensuit 

que  A*.NP  est  moindre  que  A'.MP;;aiDsi  l'on  a  pour  le 
point  N,  A*j  •  4-  B*x*  —  A'B*»  <  o.      •  * 

Pour  un  point  N'  extérieur^  Tordonne'e  NP  est  plus  grande 
que  MP,  et  l'on  a  nécessairement     Ay  -f-  B*a;'  —  A'B*  ^  o. 

iV.  B^  —  Si  le  point  extérieur  avait  la  position  N",  pour  la- 
quelle il  n'y  a  point  d'ordonnée  correspondante  de  la  courbe  > 
dans  ce  cas ,  comme  l'abscisse  de  ce  point  serait  déjà  plus 
grande  que  OB,  ou  A,  il  en  résulterait  6'wC^*>w^^^ d'où , 
à  fortiori  y 

m  ,  * 

.      •  Atr»  +  B=»cc\'—  A^B'  >  o. 

On  démontrerait  de  même  que',  daus  l'hyperbole 

le  caractère  des  points  pris  sur  la  courbe ,  est 

Ay^  *_  B»a?«  +  A'B*  =  0, 

au- dedans Ay*  —  B».a;*  -+-  A*B*  <  o, 

au-debors A^**  ~^  B'a-^  +  A.'B*  ;>  o. 

t        ■  .  '         • 

Les  deux  inégalités  sont  évidentes  pour  des  p^S^ts  tels  que 

Fig.ï^Q.  N  et  N',  pour  lesquels  on  a  NP<]M[P,€t  N'P.  >MP  (/g^.  tScf). 

Quant  au  point  N'',  dont  l'ordonnée  tombe  entre  les  points  A 

etB,  comme  on  a  OQ"<OB  ou  A  ;  il  en  résulte  A'B*— B'a:*>o; 

d'où,^à  plus  forte  raison ,       Ay  —  B'a'  +  A*B^  >  o. 

274.  Les  définitionsde  l'ellipse  et  de  l'bjperbole fournissent 
encore  pour  les  points  pris  sur  la  courbe ,  au-dedans,  ou  au* 
debors  ,  un  caractère  qu'il  est  important  de  connaître. 
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Pour  cUftque  poiotM  de  l^lUpse^  on  saU  qu^  la  somme  des" 
distances  F'M  +  FM  (/ïg^.  i58^ ,  est  égale  à  aA.      •  Fig.i58. 

Posr  un  paint  R  inte'rteur,  comme  oq  a  "- 

F'R  +  RF  <rM  +  MF,  \J  en  résulte  F'R  +  RF  <  aA, 

Pour  uti  point  R'  extérieur,  on  a  au  contraire ,  %'*    •    ' 

F'R' +' AT  >  FM  +  MF  ;     d*où     FR' -^f  .R'F  >  aA. 
**  * 

G>ns^érQns  actuellement  l'byperfii>le.  Pour  un  point  quel- 
conque M  de  la  courbe  ,  la  différence  des  distances^  F'M— Mf , 
est  égale  à  a  A. 

Soit  un  popt  intérieur  R  (fig.  iSq)  ;  eR  joignait  ce  poini;  Fig,i5j.' 
aux  points  F'  et  F,  on  a  F'R = FM + MR,  et  RF<  MF+MR  ; 

d'où  Vm  déduit  FR  ~  RF  >  F'M  +  MR  —  MF  -.  MR , 

ou       '  FR— RF>FM  — M[F>aA. 

Prenons  encruite  un  point  extérieur  R',  et  joiguons-le  avec 
les  points  F,  F'  ;  puis  tiroos  FM. 

Comme  on  a    FTIff  —  FM  =  aA,  et  FR'  —  MR'  <  FM, 

il  en  résulte  /       FR'  -1  MR'— MF,  oq^FR'—  R'F  <  aA. 

27»;  De  f  équation  de  l'ellipse^  on  déduit  j-»  =  —  (A* — r')  ; 

ou  bien,   ..     ,     ,  ., r-T  =  -r^- 

{k+x)  (A  —  x)         A* 

Soient  donc  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  x  etj-  les 
coordonnées^  de  ce  pqint;  il  est  évident  que  A  +x  et  A  —  x 
(Jîg,  i58)  représentent  ^es  distances  AP,  BP,  des  sommets  de  pj    ^rjg^ 
la  courbe,  au  pied  de  Vordonaée  MP  ;  ainsi ,  l'équation  pré- 
cédente devient  ^  »  * 

j^f^^  %  ,    ou    MP  :''AP  X  PB  :  :  B'  :  A-  ; 

ce  qui^prcm^e  qiie  le  carré  d'une  ordonnée  quelconque  est  au 


-<»* 


* 
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produit  des  deux  distances  du  pied  de  l'ordonnée  aux  sommets 
de  la  courba,  dans  un  rapport  constant^  en  d'autres  .termes  ^ 
les  carrés  des  onkmnées  sont  respectii/ement  proportionnels 
aux  rectangles  des  distances  des  pieds  de  tts  ordonnées  aux 
sommets  de  la^courhe.  u*^ 

Si  Ton  suppose  B  =  A,  la  rdatiou  se  réduit  à jr^  =  4?*-^ ^% 
ouj*=3(A-f-a:)  (At— a');  c'est-à-dire  que  le  carré  de  l'or- 
donnée au  diamètre  d'un  cercle  j  est  égal  au  n^tangle  des 
segmens  de  c»  diamètre j^rmés  par  l'ordonnée^  ôurbien^  que 
l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmens  du 
diamètre^  propriété  déjà  connue. 

On  a égal^ent  pour  l'hyperbole,    (^^A)(ar^^  ~  A»  ' 


t 


Fig.iSg.  mais  .r4-A  =  AP,     x — A  =  BP  (^g^.  iSg); 

MP'  B* 


donc 


AP  X  PB  ~  A' 


Ainsi ,  la  propriété  ci-dessus  a  également  lieu  pour  l'hyper- 
bole. La  seule  différence ,  c'est  que  dans  l'ellipse,  le  pied  de 
l'ordonnée  est  situé  entre  lés  points  A  et  B,  tandb  que  d^s 
•  riiyperbole  ,  le  pied  de  l'ordonnée  est  placé  sur  le  prolonge- 
ment de  AB ,  soit  à  droite ,  soit  à  gauche.  ' 

Dans  l'hypothèse  de  B=  A*,  ou  de  l'hyperbole  équilatère, 
la  relation  se  réduit  à  j'^t=  (rc-f*  A)  (x— A)  ;  ce  qui  signifie  qtie 
le  carré  de  l'ordonnée  est  égal  au  rectangle  des  segmeiis  du 
premier  axe,  compris  entre  les  sommets  de  la  courbe  et  le  pied 
de  l'ordonnée  ;  propriété  analogue  à.  cçlleîdu  cercle.  - 

Au  reste,  la  propriété  précédente  n'est  qu'un icas  particulier 
d'une  autre  plus  générale  dont  jouissent  les  cour]|&es  du  second 
degré  rapportées  à  des  axes  quelconques ,  et  que^iôus  démon- 
. ,  *  .  trerons  dans  le  6*  chapitre. 

Fig.ijSo.  '    276.  DécrivoQs  sur  le  graqd  axe  AB  (Jig.  ]6o),i£pie  ellipse, 
comme  diamètre  •  une  circonférence  de  cercle  ;  on^jpour  équa- 
\    tion  de  cette  circonférence , j**.  =  A*  "'^ —  x^. 


t>tM  OKPONNÎES.  33^ 

L'équÀtion  de  Teilipse  étant  d'ailleurs    j-*  =z  —  (A* — rc*j, 

il  s'ensuit  que,  si  l'on  désigne  par  j-  Tordonnëe  d'an  point 
quelconque  de  Tellipse ,  et  par  Y  Tordonnée  du  cerde ,  cor- 
respondante à  la  même  abscisse  x^  on  a  la  relation 

Ç  =.51,     d'où     f«J.      OU^=B.Y; 

c'est-à-<lire  que  l'orJonnée  de  l'ellipse  est  à  l'ordonnée  dit 
cercle  décrit  sur  son  grand  aœe^  dans  le  rapport  da  petit  axe 
au  grand  axe. 

De  là  résulte  un  moyen  assez  simple  de  décrire  Tellipse  par 
points  y  lorsque  ses  deux  axes  sont  connus  : 

Sur  les  axes  AB^  CDj  décrif/ez  deux  circonférences  de 
cercle  f  éleuez  en  un  point  quelconque  P  du  grand  axe^  une 
perpendiculaire  MPy  tirez  le  rajron  OM^  et  par  le  point  L  où 
ce  rajron  coupe  la  petite  circonférence,  menez  ^\a  parallèle 
à  AB  ;^Ie  point  N  où  cette  parallèle  rencontre  FM,  appartient 
à  l'dlipse. 

En  effet,  on  a,  d'après  la  construction; 

OM  :  OL  ::  pm  :  pn,    ou   a  :  b  ::  y  :  pN; 

d'où  PN  =?.Y  =  r. 

A  ^ 

Prolongeant  ensuite  PM  d'une  quantité  Vn  égale  à  PN,  on 
obtient  n  pour  un  nouveau  point  de  la  courbe  ;  les  points  n 
et  n"  symétriques  des  points  N  et  /t  peuvent  être  ensuite  faci- 
lement déterminés. 

Voici  un  autre  moyen  de  construire  l'ellipse  par  points, 
qui  est  fondé  sur  la  même  propriété,  et  qu'on  emploie  sou- 
vent avec  avantage. 

Soient  AB,  CD  {fg*  i6i),  les  deux  axes  de  la  courbe.  Après  Fig.iGi 
avoir  marque  sur  CD  un  point  K  tel  qu'on  ait  OK  =  A  —  B , 
prenez  un  point  quelconque  I  sitiié  entpe  OetlL,  puis  de  ce 
point  comme  centre, -apec  un  rajron  égal  ^i  A  —  B  oi*  OKj  dé^ 
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crbez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  AB  en  L  et  1!}  tirez  ILj  IL', 
et  prenez  sur  ces  deux  lignes  prolongées  IM=  IM'=:A;  les 
points  M,  M'  appartiennent  à  ia  courbe. 

En  effet,  si  l'on  mène  IH  parallèle  à  AB,  et  MQ  perpendicu- 
laire à  IH,  les  deux  triangles  semblables  IQM,  LPM,  donnent 

MI:ML::MQ:MP;  d'où  l'on  tire  MP=^.MQ=pMQ; 

mais  en  posant  OP  =I(^  =  x,  on  a 


MQ  =  V^MI*—  IQ'=  v/a*  —  X-} 


B 


donc  "^^  "=  A  *^^'  "^  ^*  ' 

d'où  Ton  voit  que  MP  est  l'ordonnée  de  l'ellipse  qui  corres- 
pond à  l'abscisse  OP. 

En  prenant  Or=:r  01,  on  déterminerait  au-dessous  de  AB, 
deux  autres  points,  m,  m\  symétriques  des  points  M ,  M',  par 
rapport  à  AB. 

On  voit  aisément  d'ailleurs  pourquoi  le  point  I  doit  être 
placé  entre  0  et  K. 

On  ne  peut  obtenir  pour  l'hyperbole  des  moyens  de  cods- 

B' 
truction  analogues  ;  car  son  équation  étant    ^*  =  —  (oc* — A'), 

A. 

ne  peut  être  comparée  qu'à  celle-ci j-*  =  a?*  —  A', 

c'est-à-dire ,  à  celle  d'une  hyperbole  équilatère  décrite  sur  l'axe 
transverse  de  la  première  hyperbole.  Il  faudrait  donc  savoir 
déjà  consU*uire  une  hyperbole  équilatère ,  pour  en  déduire 
ensuite  la  construction  d'une  hyperbole  quelconque. 

577.  Mesure  de  la  surface  de  l'elupse.  —  Le  rapport  cons- 
tant  j-,  qui  existe  entre  l'ordonnée  de  TeUipse  et  xelle  du 

cercle  décrit  sur  son  grand  axe,  conduit  très  simplement  à 
l'expression  de  la  surface  entière  de  l'ellipse. 

En  effet,  concevons  que  Ton  ait  inscrit  au  cercle  un  polygone 


MESURE  t>%  LA  «lURfAGE  DE   l'eUIPSE...  SSg^ 

quelconque  dont  MM'  {Jî^.  i6o)  soit  Tun  des  c^é$.  Des  ^Om-  FigiGo 
mets  M,  M'^ ...  de  ce  polygone ,  abaissons  des  perpei|dM;\i^ 
laires  sur  le  grand  axe,  et  joignons  par  des  cordes.  Us  points 
N,  N',...  où  ces  perpendiculaires  rencontrent  l'ellipse;  on 
obtiendra  ainsi  un  polygone  ifiscrit  à  cette  courbe,  dont  NN' 
sera  l'un  des  côtés. 

Cela  posé,  soient  ï,  Y',  les  ordonnées  des  deux  points  M,  M', 
et^,  j-',  les  ordonnées  des  points  N,  N',  correspondant  aux 
mêmes  abscisses  x,  ca'  ;  les  trapèzes  MM'PP^^  Nlif' PP',  doiuient 

MMW  =  ^^-^tI!(x  — a/),   NN'PP'=p*21+Z-.(a;— a;'); 

2  2 


<    >  ^. 


dou  Ion  déduit  MMTF  ^  Y+"r' 

Or,  on  a  (n°276) 

r--Y     r'-^Y       d'où    ^?1±^-^. 

NN'PF         B 


donc 


MîfPF        A* 


On  reconnaîtrait  y  de  la  même  manière,  <}ue  chacun  des 
trapèzes  dont  se  compose  le  polygone  inscrit  à  l'ellipse ,  ^est  au 
trapèze  correspondant  du  polygone  inscrit  au  cercle ,  dans  le 
rapport  B  :  A;  d'où  l'on  peut  conclure  que  la  somme  de  tous 
les  premiers  trapèzes ,  ou  le  ^polygone  inscrit  à  l'ellipçe,  est  au 
second  polygone,  dans  le  même  rapport  ;  ainsi,  spientp  et-P 

ces  deux  polygones,  on  a  ^  =  —• 

Comme  cette  relation  est  vrate  d'ailleurs,  quel  que  soit  le 
nombre  des  côtés  des  deux  polygones,  elle  existe  encore  pour 
^^5  polygçnes  limites  j  qui  ne  sont  autre  chose  que  la  surface 
de  1  ellipse  et  celle  du  cercle.  Donc,  en  désignant  par  s  et  S  ces 
deux  surfaces ,  on  a  nécessairement 

s         B  B    ç 

S=T^      ou     5  =  -.S. 
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Ibd*  on  Miit  qae  sr  représentant  le  rapport  de  la  circonUé^ 

rence  aa  diamètre,  ou  la  surface  du  cercle  dont  le  rayon  est  i , 

ir. A*  exprime  celle  d'un  cercle  qui  a  pour  rayon  A  ;  par  con- 

B 
se'quemt,  ir.A\  — ,  ou  ir.A.Bi  est  l'expression  de  la  surface 

entière  de  Tellipse* 

B 

Poi7R  l'htpeabole,  on  obtiendiait  également    ssa^-'.S, 

s  désirant  Vaire  comprise  entre  la  courbe  et  une  corde  quel- 
conque parallèle  au  second  axe.  S,  Faire  correspondante  d'une 
hyperbole  équilatère  décrite  sur  le  premier  axe.  Mais  cette 
relation  ne  peut  rien  apprendre  sur  la  quadrature  de  l'hy- 
'  perbole ,  puisqu'il  faudrait  d'abord  connaître  celle  d'une  hy- 
perbole équilatère. 

Propriétés  des  cordes  supplémentaires^  leurs  rela- 
tions avec  les  diamètres  conjugués. 

Fir.163.  ^^^*  ^^  ^^'  extrémités  A  et  B  {fig*  162)  du  grand  axe,  on 
mène  deux  droites  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  ces 
lignes  de  jonction  sont  ce  qu'on  appelle  des  cordes  suppléa 
mentdires.  Ces  droites  font  avec  le  premier  axe  deux  angles 
qui  ont  entre  eux  une  relation  remarquable. 

D'abord,  la  droite  BM  passant  par  le  point  B  dont  les  coor- 
données sont  j*  s=3  o ,  0?  =  A ,  a  pour  équation , 

jr  ==  a(ar  —  A)j 

celle  de  la  droite  AM,  passant  par  le  point  (j-=o,  x:s— A), 

est  j-  =  a'  (or  -|-  A). 

Cela  posé  y  désignons  par  cù\  y  ^  les  coordonnées  du  point 
M  ;  comme  elles  doivent  vérifier  les  équations  précédentes, 
on  a 

y  =  a  (a?'— A)  1    ,,  .         y       ,      y 
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et  par  conséquent^      acl  =s  -—' — ~  ; 

mais  puisque  le  poiot  (x',  j*')  se  trouve  aussi  sur  la  courbe^ 

on  a     Ay*+B*a:'«  =  A'B»;     d'où   *   r,    \a  =  ~  TT  > 

doneenfin,^  ûa'  =  — -r^....     (i) 

■ 

Dans  le  cas  de  B  =  A,  cetie  relaiiou  deyient  aa'  =s  — »  i  ; 
ce  qm  prouve  que ,  dans  le  cercle  ^  les  cordes  supplémentaires 
sont  à  angle  droit}  c'est  une  proposition  connue  en  6éomé«- 
trie.  * 

Au  reste  y  la  même  relation  (i)  existe  entre  les  angles  de 
deux  cardes  supplémentaires  partant  des  extrémités  d'un  dia- 
mètre quelconque  ££'• 

En  e£fet,  soient  ^c'^jr^j  les  coordonnées  du  point  E;  celles 
du  point  E'  seront  (n°  S50}  —  x" ,  —  j**  ;  et  les  équations  de 
deux  droites  menées  des  points  E >  B%  à  un  point  quelconque 
W  de  la  courbe  y  seront  de  la  forme 

jr  ^y  ^a(x-db'')y 
jT  +yz^a'(x  +  x'). 

Comme  le  point  M'  ou  (a/,  jr')  se  trouve  à  la  fois  sur  ces 
droites  y  on  a  les  deux  relations 

« 

Mais  les  points  M',  E,  E^,  se  trouvant  aussi  sur  la  courbe  ^  on 
a  également 

Ay  +  BV  =  A'B%  »     ^        .?Jj=yi*=,_Bl 
Xy*  4.  B*x'»  =  A'B'  ;  I  7^^  x"*  k*  * 

et  par  conse(][uent^    aa  =ï  —  — . 
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279.  Reprenons  les  deux  cardes  supple'mentaires  AM^  fiMj 
qt  proposons-nous  de  de'terminer  l'angle  qu'elles  forment  entre 


Û-— a' 


elles  ;  il  suffit  pour  cela  de  calculer  l'expression 7  :  a  dé- 

I  -f-aa 

signant  la  tangente  de  MBX,  et  #'  celle  de  MAX. 

Or,  on  â  trouve'  plus  haut ,     a  s=  —7^ — -  ,     a'  =  —/  r-  ; 

*^  a;^— A'  a? -f-A 


donc      f^=^^  a/-A      af  +  k  ^ aAy 

i-\-aa'  a;"  —A'  a;''  — A»+y»* 

y» 

Mais  l'éc^uation    A^''  +  B*ir'»  =  A'B^,    donn^ 


V»  —  À»  = ^*^' . 


B 
ainsi  l'expression  précédente  devient 

a-^a*  nky  __     —  aAB' 

B*   "^-^ 

L'inspection  seule  de  ce  résultat  prouve  d'abord  que,  sî 
l'on  considère  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  siti^é  aur 
dessins  de  AB ,  auquel  cas  j  est  positif ,  la  tangente  de 
l'angle  AMB  est  négative  ^  donc  cet  angle  est  nécessairement 
obtus.  Gela  doit  être  ,  puisque  tous  les  points  de  l'ellipse  sont 
jinteneurs  à  la  demi-circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre, V 

On  voit  en  outre  que  plus  j*'  est  grand ,  plus  la  valeur  nu- 
mérique de  l'expression  (2)  est  petite ,  et ,  par  conséquent, 
plus  l'angle  est  considérable  (  puisqu'un  angle  obtus  est  d'au- 
tant plus  grand  que  sa  tangente  est  numériquement  plus 
petite). 

le  maximum  de  cet  angle  correspond  à  celui  de  j*',  c'estr-. 
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À-^âtre  à    y  =  B;     ce  qui  donne  pour  la,va.leur  covrc$pou- 
dante  de  l'expression  (i)  y 

-.AB-     -     ^^    K=B^- 
Les  valeurs  de  a,  a',  deviennent  d'ailleurs,  dahs  cette  hypothèse, 

R  B 

a  =  —  —,     a'=  — ,     puisque   ^  =  B  donne.    £c'  =  o. 

A  A. 

Concluons  de  là  que  les  cordes  supplémentaires  menées  des 
extrémités  du  grand  axe  y  forment  au  point  C  le  plus  grand 
angle  possible. 

Dans  l'hyperbole  ,  on  trouverait ,  pour  la  relation  entre  les 

B* 
angles  des  cordes  supple'mentaires ,     aa'  =  — ,  et  pour  l'ex- 
pression de  l'angle  qu'elles  farment  entre  elles , 


(A«+B-)y 


€e  dernier  résultat  de'môntre  que  l'angle  AMB  ou  AM'B 

de  deux  cordes-  supple'mentaires  est  toujours  aiguj  et  qu'il 

diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  j*'  augmente.  Lorsqu'en- 

fin  on  suppose^'  =  oo,  cet  angle  devient  nul, 

B* 
C'est  ce  que  prouve  encore  la  relation    aa'  =  x;.  En  effet, 

le  produit  des  deux  tangentes  zz-et  a'  étant  positif,  il  s'ensuit 

que  ces  tangentes  sont  de  même  signe  ;  donc  les  angles  cor- 

respondans  MBX|    MAX,    ou  M'BX^    M'AX,    sont  tous  les 

deux.aigus  ou  tous  les  deux  obtus  ;  la  différence  de  ces  angles, 

qui  n'est  autre  chose  que  AMB  ou  AM'B,  est  alors  nccessaire- 

mcnt  un  angle  aigu. 

B  T\ 

Soit     «  =  —  ;  il  en  résulte  aussi     a'  =  —  ;     les  deux  cor* 
A  A 

des  supplémentaires  devenant  ù  la  fois  parallèles  à  l'asymptote 

Qh  ,  font  entre  elles  un  angle  nul. 


> 
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880.  Conséquence  sur  les  diamètres  conjugués. — Si  do  centre 

Fig.  iGf  d*une  ellipse,  onii|ène  deux  diamètres  GG%  Wà'  {Jig.  164), 

respectivement  parallèles  aux  cordes  supplémentaires  AM, 

BMy  on  a  entre  lev  angles  que  forment  ces  deux  diamètres  avec 

B» 
le  grand  axe ,  la  même  relation    aa'  =  —  — . 

Or,  cette  relation  est  précisément  {j^"^  S65)  celle  qui  carac- 
térise deux  diamètres  conjugués. 

Donc  deux  diamètres  respectif emer^  parallèles  aux  cordes 
supplémentaires  d'une  ellipse  j  forment  toujours  un  système 
de  diamètres  conjugués. 

D'après  cela,  connaissant  un  diamètre  quelconque  G6',  pour 
obtenir  son  conjagué,  il  suffit  de  mener  da  point  A  une  corde 
AM  parallèle  à  GG'j  de  tirer  la  seconde  corde  supplémentaire 
MB>  puis  de  tracer  le  diamètre  "BU'  parallèle  à  MB. 

La  même  conséquence  s'applique  à  l'hyperbole,  pour  la- 
quelle la  relation  des  cordes  supplémentaires  et  celle  de  deux 

B* 
diamètres  conjugués ,  est  également  «a^  =  — .  Toutefois  «  on 

observera  que ,  plus  le  point  par  lequel  o^  mène  les  deux 
cordes  supplémentaires  s'éloigne  du  sommet ,  plus  les  deux 
diamètres  conjugués,  dont  l'un  est  au-^dessous  et  l'autre  au- 
dessus  de  l'asymptote  (n*  264),  se  rapprochent  l'un  de  l'autre; 
et  lorsque  le  point  est  situé  à  l'infini ,  c'est-à-dire  lorsque  les 
cordes  supplémentaires  sont  (  n^  S7d)  parallèles  à  l'asymptote, 
les  deux  diamètres  conjugués  se  corifondent  en  UH  seul, 

281.  Jt^mâf r^i^^.— Dans  l'ellipse ,  comme  on  a  vu  (n*  5178) 
que  l'angle  AMB  {Jig.  164)  de  deux  cordes  supplémentaires 
est  toujours  obtus,  et  que  cet  angle  atteint  son  maximum  aa 
^  point  G ,  il  en  résulte  que  l'angle  GOH  ,  formé  par  les  parties 
d^  deux  diamètres  conjugués ,  situées  du  même  côté  par  rap- 
port au  grand  axe ,  est  nécessairement  obtus  j  et  que  les  deux 
diamètres  conjugués  HH',  LL',  parallèles  aux  cordes  AC,  BC. 
forment  entre  eux  le  plus  grand  angle  possible. 

Pour  un  système  quelconque  GG',  HH',  l'angle  GOH  ayant 
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pour  sapplëment  GOH',  il  est  clair  que  plus  le  premier  angle 
€st  grand,  plus  le  second  est  petit;  ainsi ,  de  même  que  l'angle 
lOL  est  un  maccimum  parmi  les  angles  obtus  que  forment  deux 
diamètres  conjugués,  de  même  l'angle  lOL'  est  un  minimum 
parmi  les  angles  aigus  que  forment  ces  mêmes  diamètres. 

D'où  l'on  peut  conclure  enfin  que  l'ange  de  deux  diamètres 
.  conjugués  d'une  ellipse  quelconque,  est  toujours  compris  entre 
les  deux  limites  lOL'  ou  BCk'j  et  lOL  oulBCA, 

Nous  verrons  plus  loin  les  autres  conséquences  qui  résultent 
de  ces  propriétés. 

Problème  des  tangentes. 

289.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  une  tangente  à 
Vellipse  ou  à  l'hyperbole  j  par  un  point  donné  sur  le  plan  de 
la  courbe. 

Pour  résoudre  cette  question,  nous  emploierons  une  méthode 
analogue  à  celle  du  n**  190.  Soient  x^^^les  coordonnées  du  point 

donné  ;  l'équation  de  l'ellipse  é  tan  tAy*-f-B'a?»=A'B»,...  (i) 

celle  de  la  droite  cherchée  sera  de  la  forme  j'=j7^'=!a(x-a^)...  (a) 

et  il  s'agit  de  déterminer  a  de  manière  que  la  droite,  considé- 
rée d'abord  comme  sécante ,  devienne  ensuite  tangente. 

On  déduit  de  Véquation  (a) ,  j* = ax  +j*'-^  €uxf  ;  d^où,  subs- 
tituant dans  l'équation  (i) ,  et  ordonnant  par  rapport  à  sPy 

(A*a»-f  B*)  a?»+a  AVi{y— <u/)  x+A*  (^ —ax')'— A»B*=  o . . . 

Cette  équation  étant  résolue ,  donnerait  deux  valeurs  de  x 
qui  ne  seraient  autre  chose  que  les  abscisses  des  points  d'in-^ 
te'rsection  avec  la  coi^rbe ,  d'une  droite  correspondante  à  la 
valeur  particulière  que  l'on  aurait  d'abord  attribuée  à  a. 

Mais  comme  on  veut  que  la  droite  «oit  tangente ,  il  faut 
(n^  195)  qu'on  ait  entre  les  coefficiens  de  x,  la  relation 

4  A*a*  (y  —  ax'y  —  4  A*»  (A  W  +  B*)  [(  f  —  ax'Y  — B»)] = o , 

o\î  ,    supprimant  les  deux  quantités  ^     4A*«'  (^  — ^^')\ 
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produit  des  deux  distances  du  pied  de  l'ordonnée  aux  sommets 
de  la.  courba j  dans  un  rapport  constant^  en  d'autres >termes, 
les  currés  des  ontonnées  sont  respectivement  proportionnels 
aux  rectangles  des  distances  des  pieds  de  tis  ordonnées  €Uix 
sommets  de  Id ^courbe.  ^v 

Si  l'oa  suppose  B  =  A',  la  relatiou  se  réduit  à  jr*  =  A.*  -^  x', 
•  ou  j  *=3  (  A  4-  ^0  (  A  T-  a?  )  ;  c'est-à-dire  que  le  carré  de  l'or- 

donnée  au  diamètre  d'un  cercle  ^  est  égal  au  rectangle  des 
segmens  de  c  diam>ètre$  formés  par  V ordonnée^  Oi^bieiiy  que 
V ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmens  du 
diamètre  j  propriété  déjà  connue. 

On  a  égalèrent  pour  l'hyperbole,    (^^^j^^Ji^)  ~  Â^  ' 
*  ■  . 

Fig.iSg.  mais  x4-A  =  AP,     x — A  =  BP  (^g^.  iSg); 

o  MP'  B» 


donc 


AP  X  PB  ~  A* 


Ainsi ,  la  propriété  ci-dessus  a  également  lieu  pour  l'hyper- 
bole. La  seule  différence,  c'est  que  dans  l'ellipse ,  le  pied  de 
l'ordonnée  est  situé  entre  lès  points  A  et  B,  tandis  que  d^s 
•  l'hyperbole ,  le  pied  de  l'ordonnée  est  placé  sur  le  prolonge- 
ment de  AB ,  soit  à  droite ,  soit  à  gauche. 

Dans  l'hypothèse  de  B=  A*,  ou  de  l'hyperbole  équilatère, 
la  relation  se  réduit  à  j^'ï=  (a:  -f»  A)  (a:— A)  ;  ce  qui  signifie  qtie 
le  carré  de  l'ordonnée  est  égal  au  rectangle  des  segmeris  du 
premier  axe^  compris  entre  tes  sommets  de  la  courbe  et  le  pied 
de  l'ordonnée  ;  propriété  analogue  à.  cçHevdu  cercle.  - 

Au  reste,  la  propriété  précédente  n'est  qu'un  tas  particulier 
d'une  autre  plus  générale  dont  jouissent  les  courbes  du  second 
degré^rapportées  à  des  axes  quelconques ,  et  que 'nous  démon- 
. .  *  .  trerons  dans  le  6*  chapitre. 

Fig.iiSo.  <   276. Décrivons  sur  le  grand  axe  AB  {Jig.  ]6o),i£jEiQe  ellipse, 
comme  diamètre ,  une  circonférence  de  cercle  ;  onT{)our  équa- 
'\    tion  de  cette  circQi^férence, j^*  =  A*** —  x"". 
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LVquàtion  de  Tellipse  étant  d'ailleurs    j-*  s=z—^(A.*—x''), 

il  s'ensuit  que,  si  Ton  désigne  par  j-  Tordonnée  d'an  point 
quelconque  de  l'ellipse,  et  par  Y  l'ordonnée  du  cerde,  cor- 
respondante à  la  même  abscisse  a; ,  on  a  la  relation 

•Ç^^g;    d'où    f«J,     ou^=B.r; 

c'est-à-dire  que  VorJonnée  de  l'ellipse  est  à  l'ordonnée  dit 
cercle  décrit  sur  son  grand  aœe^  dans  le  rapport  du  petit  axe 
au  grand  axe. 

De  là  résulte  un  moyen  assex  simple  de  décrire  l'ellipse  par 
points  j  lorsque  ses  deux  axes  sont  connus  : 

Sur  les  axes  AB  ^  CD  ^  décriiez  deux  circonférences  de 
cercle^  élet^ez  en  un  point  quelconque  P  du  grand  axej  une 
perpendiculaire  MP/  tirez  le  rajon  Oltf^  et  par  le  point  L  ou 
ce  rajron  coupe  la  petite  circonférence ,  menez  J^L  parallèle 
à  AB  ;ne  point  N  où  cette  parallèle  rencontre  PM,  appartient 
à  Tellipse. 

En  effet,  on  a,  d'après  la  construction; 

OM  :  OL  ::  pm  :  pn,    ou   a  :  b  ::  y  :  pN; 

d'où  PN  =?.Y  =  r. 

a  ^ 

Prolongeant  ensuite  PM  d'une  quantité  P/i  égale  à  PN,  on 
obtient  n  pour  un  nouveau  point  de  la  courbe;  les  points  n 
et  n"  symétriques  des  points  N  et  /t  peuvent  être  ensuite  faci- 
lement déterminés. 

Voici  un  autre  moyen  de  construire  l'ellipse  par  points , 
qui  est  fondé  sur  la  même  propriété ,  et  qu'on  emploie  sou- 
vent avec  avantage. 

Soient  ÀB,  CD  (Jig.  i6i),  les  deux  axes  de  la  courbe.  Après  Fig.iGi. 
avoir  marqué  sur  CD  un  point  K  tel  qu'on  ait  OK  ==  A  —  B , 
prenez  un  point  quelconque  I  sitiié  entre  0  et  IL,  puis  de  ce 
point  comme  centre j^pec  un  rayon  égal  ^  A  ---B  ou  OKj  dé- 
ni 
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B*      X* 

â84.  Repenons  rëquàtion  ^  ^•^yz=.  — *  j;  .  — ^  (a? — a?") ,  et 

tâchons  de  la  simplifier.  Il  vient  d'abord,  par  la  disparition  des 
dénominateurs,  A^* — A^^^sr:— B'ora?*  +  B'a;*'*  ;  mais  on  a 
Ay *  +  B'o;'»  a=s  A*B*  ;  donc  Ve'quatîoji  se  réduit  à 

Les  mêmes  calculs  effectués  sur  l'équation  de  la  tangente  à 
l'hyperbole^  la  réduiraient  à    ^jx"  —  B^xa?'  =5p  —  A*B*. 

Ces  équations  ne  diffèrent  de  celles  de  l'ellipse  et  de  l'hy- 
perbole, qu'en  ce  que  les  carrés  j^  et  a;*  y  sont  remplacés  par 
les  rectangles  ^y*  et  xx^. 

Soit  fait  j*  =  o  dans  l'équatioai  simplifiée  de  la  tangente  à 

A« 
Fiiï  i65.  l'ellipse  j  on  trouve  0?  =  — ;y  {fiS*  >65);  c'est  l'expression  de 

l'abscisse  OR  dil  point  où  la  tangente  rencontre  Taxe  des  x. 

Si  de  cette  distance  OR  on  retranche  l'abscisse  x?  du  point 
de  contact,  il  en  résulte 

-       OR  —  OP,  ou  PR  =5  ^-  —  a:'  =  ^*'~;^'*; 

cf  X 

la  ligne  PR  est  ce  qu'on  nomme  la  soutemgente. 

Comme  son  expression  est  indépendante  du  second  axe  oB, 
il  s'ensuit  que,  pour  toutes  les  ellipses  construites  sur  le  pre* 
mler  axe ,  le9  soutangentes  qui  correspondent  à  la  même  abs^- 
cisse^  sont  égales^ 

En  d'autres  termes,  si  d'un  point  P  de  l'axe  AX,  on  élève 

^  une  perpendiculaire   qui  rencontre  ces  ellipses  aux   points 

My  M% . . .  et  que  par  ces  poihts  on  leur  mène  des  tangentes, 

celles-^i  viendront  toutes  aboutir  au  même  point  de  Vaxe  des  x. 

Or  le  cercle  décrit  sur  AB  commte  diamètre  est  une  de  ces 
ellipses  ;  donc  la  soutangente  est  la  même  pour  l'ellipse  Jbohnée 
et  pour  ce  cercle. 

De  là  résulte  un  moyen  assez  simple  de  mener  uile  tangente 
i  l'ellipse  par  un  point  donné  M  ;  de  ce  points  abaissez  laper^ 
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penâiculaire  MPj  et  au  point  M'  où.  cette  perpendiculaire  ren^ 
contre  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre ,  menez  une  tan* 
gente  qui  rencontre  en  R  la  ligne  AB,  et  tirez  MR  ;  vous  aureè 
la  tangente  demandée. 

Soit  fait  également  y  t:±o    dans  Téquation 

à.yy  —  B'a;ar"  sat  —  A*B»  i 

A*  .  ♦ 

on  trouve  a?  =  -7  =  OR  (/g.  166)  ;    donc  OP  —  OR ,  ou  Fîg.  i(3G. 

ce 

x^  _  A' 
PR  = -j} —  ;  c'est  l'expression  de  la  soutangente  dans 

l'hyperbole;  elle  est  constante  pour  tous  les  points  (corres- 
pondaat  à  une  même  abscisse)  des  différentes  hyperboles  dé- 
crites sur  le  premier  axe  sA* 

285.  Remarqua. — La  valeur  de  la  soutangente  peut  s'obtenit 
directement  d'après  l'équation  non  simplifiée  de  la  tangente  ; 
il  suffit  de  supposer  jr  =  0 ,  et  de  déterminer  la  valeur  cor- 
respondante rfe  X  —  X*. 

Il  vient  en  effet ,  par  la  suj^osition  de  j-ss  q  dans  l'équa-* 

A'  r"* 
tion  relative  à  l'ellipse,  x  —  a?"  =s  ^^  „   ,  ou  à. cause  de. . . 

Ay  =  B*(A*  —  ce"''),  rr  —  x"  =  ^'  ~  '*^''* 


x" 


Si,  dans  l'équation  relative  à  l'hyperbole ,  on  fait  j^=o,  on 


trouve  également  a?—  afss:  ■      j^ — ,  résultat  identique  avec 

a< 

celui  qui  correspond  à  l'ellipse,  mais  de  signe  contraire  au 
résultat  déjà  obtenu  dans  le  numéro  précédent. 

Pour  interpréter  cette  circonstance,  observons  que,  dans 
rhyperbole ,  la  distance  PR  est  située  sur  Taxe  des  ar ,  à  la 
gauche  du  point  P  {Jig>  166)  qui  doit  être  considéré  comme  f ig.iC(?« 
le  point  à  partir  duquel  on  compte  la  soutangente  ;  ainsi ,  cette 
distance  doit  être  exprimée  négativement  ;  et,  en  effet,  comme 
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on  a  toujours  pout  l'hyperbole,  a?*'>  A,  il  s'ensuil  que  Tex- 

j^a -p"»  ip"*— -A* 

pression est  négative,  et  revient  à jf — . 

Concluons  de  là  que  le  premier  moyen  employé  pour  déter- 
miner la  soutangente^  donne  sa  valeur  absolue ,  mais  que  le 
second  fournit  cette  valeur  at^ec  te  signe  dont  elle  doit  être 
affectée  ^  eu  égard  à  sa  position  par  rapport  au  pied  de  l'or- 
donnée. 

Dans  l'ellipse,  y—  est  positif,  parce  que  la  soutangente 

i{j.i65.  est  placée  à  la  droite  du  point  P  {fig*  i65). 

(  Nous  supposons  ici  le  point  de  contact  M  situé  à  la  droite 
de  l'axe  des^;  s'il  en  était  autrement,  les  conséquences  que 
nous  venons  d'établir  auraient  lieu  en  sens  contraire.  ) 

266.  Soit  actuellement  proposé  de  mener  par  le  point  de  ccm- 
i£;.i66.  tact  M  {Jig,  t66),  une  perpendiculaire  ^  la  tangente,  c'est-à- 
dire  une  normale;  et  recherchons  l'équation  de  cette  normale, 
ainsi  que  l'expression  de  la  sounormale  PS. 

Puisque  cette  droite  passe  par  Iç  point  (a?",  j") ,  son  équa- 
tion est  de  la'  forme  j*  — ^.^  =  a'  {x  —  x")  ; 
et  comme  elle  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  pour  la*- 

quelle  on  a     a  =  —         „,     la  relation  aa*  -^1  =  0     donne 

^^x"  ' 
x:t.  l'équation  dé  la  normale  à  l'ellipse  est  alors 


On  obtiendrait  de  même  pour  l'équation  de  la  normale  à 

A^r" 
l'hyperbole,    J  —j"  —  —  p^,  {x  —  x"). 

Si,  dans  la  première  de  ces  équations ,  on  supposej-^zo,  et 
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tju^on  tire  la  valeur  correspondante  de  o^  —  x'\  il  vient 

c'est  la  valeur  de  la  sounormale  PS;  car  a:—  or"  repre'sente 
évidemment ,  dans  le  cas  de  j*  =  o ,  la  différence  des  abscisses 
du  point  S  où  la  normale  rencontre  l'axe  des  x  ^  et  di^  point 
de  contact  M. 

Cette  valeur  de  la  sounormale  est  d'ailleurs  négative ^  ce  qui 
doit  être ,  puisqu'elle  est  comptée  à  partir  du  point  P,  dans  le 
sens  négatif. 

La  même  hypothèse  j-=  o,  introduite  dans  l'équation  de  la 

B* 
normale  à  l'hyperbole,  donne     x  —  a:*  =  r— .a?*'. 

A 

La  sounormale  est  ici  positive ,  parce  que  PS  {fig*  i66)  est  Ti^m 
comptée  à  la  droite  du  point  P. 

S87.  Si  nous  considérons  la  valeur  absolue  de  la  sounormale, 

B» 

—  .x",  nous  voyons  que  pojir  l'ellipse ,  plus  x"  augmente,  t>ltts 

cette  valeur  augmente. 

Sôit  rr"  =  o,  auquel  cas  le  point  de  contact  est  à  l'extrémité 
G  du  petit  axe ,  la  sounormale  devient  nulle j  ce  qui  prouve  que 
la  normale  correspondante  passe  par  le  centre. 

Soit    ic"  =  A,     auquel  cas  le  point  de  contact  est  en  B;  la 

I  , ,    '  ^  B*A        B»  .         ,      , 

sounormale  se  réduit  à  -t-—  ou  -t-  :  et  comme  A  est  la  plus 

grande  valeur  que  puisse  recevoir  l'abscisse  x"^  il  s'ensuit  que 
la  sounormale  est  susceptible  d'un  maximum  qui  n'est  autre 
chose  que  la  moitié  du  paramètre  (n^  246) ,  ou  l'ordonnée 
qui  passe  par  le  foyer. 

Dans  Phyperbole ,  au  contraire ,  -r-  est  le  minimum  de  l'ex- 

pression  de  la  sounormale  ;  on  l'obtient  en  faisant  x"  z=  A. 
Pour  toute  autre  valeur  de  x'\  celle  de  la  sounormale  est  plus 
grande ,  et  elle  devient  infinie  quand  x"  est  lui-même  infini. 


/ 

288.  Nous  allons  reprendre  le  cas  où  il  s^agil  de  mener  une 
tangente  à  l'ellipse  ou  à  Vhj-perbole  ^  par  un  point  donné  hors 
de  la  courbe  ^  afin  de  déduire  des  résultats ,  quelques  pro- 
priétés analogues  à  celles  qui  ont  été  reconnues  pour  le  cerde. 
(  Fq/ez  lès  n«*  fiOO ,  SOa ,  905 .  ) 
Soient  x\  y  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  N 
Fi6r*i67.  ^ji^^  167),  par  lequel  on  veut  mener  une  tangente  à  rdlipse. 
L'équation  de  cette  tangente  est  de  la  forme  j*—;;^=fl(x—x'); 

a  ayant  (  n*  Îl8tt)  pour  valeur,     «=»  —  —  .  -^  • 

A    Jf 

et  la  question  se  réduit  à  déterminer  x'^y^  qui  représentent 

les  coordonnées  du  point  de  contact,  en  fonction  dea;^,y,qui 

expriment  celles  du  point  donné. 

Or,  on  a  trouvé  (n**28i)  pour  Téquation  simplifiée  de  h 
tangente ,  A^*-t-  B»a'x''=  A*B'  ;  et  comme ,  par  hypothèse , 
elle  doit  passer  par  le  point  [pc\y) ,  on  obtient  pour  première 
relation  en  x"  et  y  y       Ay'»-f  BVar'ss  A»B*. ...   (i) 

D'ailleurs ,  le  point  (y^y)  appartient  à  la  courbe  ;  ainsi  Ton 
a  pour  seconde  relation ,     A^*»  +  B^a?"*  =  A»B* ...   (2) 

En  éliminant  a;"  et  j^"  entre  ces  deux  équations,  dont  l'une 
est  du  premier  degré ,  on  trouve  ,  tout  calcul  fait, 

^  ^  A^BV  ±:y  Vky^  +  B v^IIa^) 

~  ÂjpHhBV»  ' 

,  _  B'(Ay  g:  <^  \/ky  4.  B V«— A>B«) 


r  = 


Ay»  +  B  V* 


(les  signes  supérieurs  se  correspondent  ainsi  que  les  signes 
inférieurs). 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  â  =  — > s,  donnent 

^_  —  (B  y  ±y  y/Ay  '  -h  b  v> — a'bQ 

Ay  q:  of  v/Ay»  +  B«a^'»  — Â^B»' 

résultat  qui,  après  avoir  été  multiplié  haut  et  bas  par 

Ay d:  x' t/Ay+BV— A«B*   ( pour  que  le  dénoiiMnatcnr 
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«l«vieBBe  f ationnel  ) ,  se  réduit  à 


"*  —  ^        A-  — x'»  • 

c^est  la  valeur  obtenue  n°  282. 

Nous  laissons  aux  commençaus  le  scia  d'exécuter  tous  ces 
calculs ,  qui  n'offrent  aucune  difficulté ,  et  qui  d'ailleurs  sont 
analogues  à  ceux  que  nous  avons  exécutés  pour  le  cercle 

(n^fiOD). 

289.  Au  lieu  d'effectuer  l'élimiuation ,  on  peut  (n*  181) 
construire  séparément  les  lieux  géométriques  exprimés  par  les 
équations  (i)  et  (2) ,  x'',  j"  étant  considérées  comme  des  va- 
riables. 

Or,  l'équation  (2),  est  évidemment  celle  de  l'ellipse  déjà 
construite. 

Quant  à  l'équation  (i),  comme  elle  est  du  premier  degré, 
elle  appartient  à  une  ligne  droite  dont  la  position  peut  être 
fiacilement  déterminée  par  ses  points  d'intersection  avec  les 

A' 
axes.  On  obtient  pour  ^^  =  o, . .  .x'  =s  -7-, 

et  pour  iC*  =  o,  • .  .y  ==  -r • 

Après  avoir  construit  sur  OX,  OY  {Ji^,  167),  les  distances  pig.,6« 

A*  B'         .  . 

01  =  — ^ ,     OH  =  — r>  on  joint  les  points  I  et  H  par  une  droite 

dont  les  points  d'intersection,  M,  m,  avec  la  courbe^  ne  sont 

autre  chose  que  les  points  de  contact.  Tirant  ensuite  NM  et 

Nm,  on  obtient  les  deux  tangentes  dctnandées. 

A* 
Conséquence, — Le  résultat  x"  =  — 7-   étant  indépendant  de 

Fordonnécy  du  point  N,  prouve  que ,  si  l'on  considérait  un- 
tout  antre  point  N'  sur  LL'  parallèle  à  OY,"  et  que  par  ce  point 
on  menât  deux  tangentes  N'IkT,  N'm',  la  ligne  joignant  lefe 
poiots.de  contact  passerait  par  le  même  point  I. 

a3 


La  même  chose  a  lieu  par  rapport  à  des  pointA  pus  sar  une 
Jparallèle  à  l'ajLe  des  x ,  ]pùis<|ue  l'expression  j-"  =  —^  est  in- 

dépendante  de  Tabscisse  -x'  du  point  N. 

Cette  proprie'té  ^  analogue  à  c^lle  qui  a  été  dém/antrée 
(  n®  205  )  pour  le  cercle  y  sera  vérifiée  par  la  suite  pour  une 
droite  située  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  la 
courbe. 

Les  résultats  précédens  sont  également  vrais  pour  l'hyper- 
bole; et  la  démonstration  en  serait  absolument  la  même. 

fidO.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  sur  le  problème  des  tan- 
gentes ,  nous  examinerons  ce  que  deviennent  les  expressions 


B»x*  B*x 


» 


a 


lorsque  Ton  considère  le  point  de  contact  {x" ,  y)  dans  toates 
les  positions  possibles  sur  la  courbe. 

Ellipse.  -«-  Afiu  de  pouvoir  facilement  déteriui«^r  les  varia- 
tions qu'éprouve  la  valeur  de  a,  nous  mettrons  à  la  place  de/ 

sa  valeur    ±:  —  i/  A'  —  ar  *  ;    ce  qui  changera  l'expression  ci- 

—  BV  , 

dessus  en    a  =  '    '    "  p    '    '  ■   ■■  —  ,     oir  bien ,  «n  sùppri- 

:t A» ••ri/ A'— or"*   ^  '     ^ 

A 

mant  les  facteurs  (;ommuns^  et  divisant  haut  et  bas  par  oc\ 
/  B  .. 


v/C^-"') 


Cela  posé ,  si  l'on  fait  d'abord    rc^  sss  o ,     auquel  cas  le  poiot 

A* 

fi8.\65.  de  contact  se  trouve  en  C  ou  D  (Jig.  i65) ,  ia  quantité  ^-7;  de* 

vi^t  infinies  d'où  T^u  déduit    assso.     Donc,  aux  p^ntsC 
et  D  la  tangente  est  parallèle  au  grand  axe. 
A  mesure  que  rc"  augmente  j  soit  positiv^ue&t,  soit  ji^ti- 


xtsmjxt ,  -»;,  et  par  conséquent  A  1/  -5-—  i ,  diminue ,  ni  la 

valeur  de  a  augmente  de  plus  en  plus,  numériquement.  Lors- 
qu'enfin  on  suppose  0?'  =  itLf  auquel  cas  le  point  de  contact 
se  trouve  en  fi  ou  en  A,  le  rstdical  devient  nulj  et  Ton  a  a=oo  ; 
donc  la  tangente  «eu  ce»  deux  point»  est  perpendiculaire  au 
premier  axe.  *" 

Si  Ton  fait  passer  x"  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis 
0  jusqu'à  A ,  il  est'  visible  que  la  valeur  de  a  passera  par  tous 
les  états  de  grandeui;  depuis  o  jusqu'à  Vinfni  négatif j  et  de- 
puis é  jusqu'à  Vinjini  positif.  Ainsi  la  tangente  prend  toutes 
les  imUneàsQns  possibles  par  rapport  au  premier*  axe  ;  les  an- 
gles sont  aigus  pour  tous  les  points  situés  entre  B  et  D,  ou 
entre  A  et  C  ;  ils  sont  obtus  pour  tous  les  angles  situés  entre  C 
et  B,  ou  entre  D  et  A. 

Veut-on ,  par*exenaple  ,  savoir  en  quel  point  la  tangente  à 
l'tUipsefait  aitec  le  grand  axe  un  angle  donné? 

Soit  t  la  langcute  de  cet  angle ,  on  pose     — -^-^  ssa  t^ 

ce  qui  donne  réquation  ÂUj""  +  BV  =  o, 

que  l'on  combine  avec  celle-ci  :     Ay''*  +  B'x''*î=;s  A*B*.  . 

En  «Instituant,  dans  la  sej^ndf  équation ,  la  valeur  ^e^' 
tirée  de  la  première ,  on  trouve 

B^x"*  +  A»fi*fV^  =  A4B*^*j 

zLAH 
d'où  l'on  de'duit      af  =    '.     '  '  ','   -s , 

V/A*ï*  +  B^* 

résultat  toujours  réelj  quelle  que  soit  la  valeur  de  t. 

Cette  valeur  e^t  nécessairement  moindre  que  A,  ptpi;ique 
VAH^+B*  est  plus  grand  que  A^*  Si  cependant  l'on  avait 
'  =  00 ,     on  trouverait  que  x" .. 


ou 


±:AH  AA'  •     _  •; 


23.. 


3!5|5  ÎPAOBLiMË 

S9I.  Hyperbole.  —  L'e;cpression  a  :=i'—-j^  devient,  lors-- 
qu'on  y  remplace  x*  par  sa  valeur    dr  ^  V^y*  +  ^*7 


±h   / — W 


.  iSi  Ton  fait  d^abord   jr"*  :^  o,     valeur  à  laquelle  correspond 

af  saàzkj  on  obtient  '  a  =  oo;     donc ,  aoi^  poiots  fi  et  A 
Fig.iCC.  (Jig,  i66)  j  la  tangente  est  perpentUciUaire  au  premier  axe. 

A  mesure  que  j*"  augmente ,  le  terme  -7-  diminue  ;  par  con- 

séquenti  le  radical  approche  de  plus  en  plus  d'être  égal  à  i; 

B 
et  pour  j^'  =3  00 1  Ton  obtient    a  =:f.2b  ^  •  ce  qui  démontre 

A 

(n®86i)  que  les  tangentes  à  Tiafini  font  avec  le  premier  axe, 
les  mêmes  angles  que  les  asymptotes. 

A* 
D'un  autre  côté)  si  Ton  considère  l'abscisse,     orss:— -     du 

X 

point  où  la  tangente  renc(|ptri^  le  premier  axe  (n*284),  on 
voit  que,  dané  l'hypothèse  de  a;''3=900  (correspondant  àj^szco^ 
cette  abscisse  devient  nulle  /  donc  les  tangentes  à  l'infini  passent 
par  le  centre. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  tangentes  à  l'infini  ne  sont 

autre  chose  que  les  asj'mptotes  élles>^mênies. 

♦ 

A* 
ildDiargru^.— Tant  que  ic*  est  j505ifj^,  l'expression  -y  reste 

X 

positive  ;  elle  se  réduit  à  A  pour  a;*^  =  A ,  et  à  o  pour  ar''=oo. 
Ainsi)  pour  tous  les  points  de  la  première  branche  de  l'hy- 
perbole, les  tangentes  rencontrent  le  premier  axe  entre  le 
.  sommet  B  et  le  centre  ;  et  pour  tous  les  points  de  la  seconde 
branche  y  la  rencontre  a  lieu  entre  les  points  O  et  A» 


DES  TANGENTES.  3Sf 

Observons  d'ailleurs  que  k  quantité  ±  -r- 1/  i  +  -p^    a 

•  '  •         B 

une  valeof  *  nupiërique  essentiellement  plus  grande  que  ~ 

A. 

puisque  Iç  radical  est  toujours  plus  grand  que  i ,  excepté  qUand 
on  suppose   yi=co,     hjpotbèse    qui  réduit  le  radical  à 

B 
l'unité,  et  Vexpression  elle-omème  à  ih -r-'. 

II  résulte  de  là,  que  la  tangente  à  Thyperbole  ne  peut  ja- 

mab  former  «vee  le  premier  axe  un  angle  aigu  moindre  que 

B    • 
l'angle  LOX  dont  la  tangente  est  —  7-9  ni  '^^  angle  obtus  plus 

A 

B 

grand  que  HOX  dont  la  tangente  est  —  -^  • 

Ainsi ,.  dans  Thyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont 
rectangtilaires ,  ou  font  avec  le  premier  axe  chacun^  tfti  angle 
de  So^,  les  tangentes  ne  peuvent  faire  avec  cet  axe  un  angle 
aigu  moindre  que  5o*^y  ni  un  angle  obtus  plus  grand  que  i5o*^. 

Il  sérail  facile  de  déterminer,  comme  pour  l'ellipse ,  la  po  -  • 

sition  du  point  où  la  tangente  à  l'hyperbole  doit  faire  un  angle       , 
donné  avec  le  premier  axe. 

De  la  Tangente  considérée  par  rapport  âuoc^ 
diamètres  et  aux  rayons  vecteurs. 

SM.  Soient  MR  {Jig.  168)  une  tangente  en  un  point  quel-  j,.     g- 
conque  M  de  Tellipse ,  et  MM'  le  diamètre  qui  passe  parle 
point  de  contact. 

On  a  trouvé  (n"îStt)  pour  le  coefficient  de  x  dans  l'équa- 
tion nonsimplifiiifé  de  là  tangente, 

D'un  autre  côté, ^puisque  le  diamètre  MM',  dont  l'équa-» 


1 1 
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tion  est  de  la  fouine  jz=.clx^  passe  par  le  point  M,  qui  a 
pour  coordonnées  ac*^,  j**,  on  à  lâ'relatiôn 


y*   r=   «z'x*;      d*0Ù     cl  =à: 


x' 


Or,  si  l'on  multiplie  ces  detix  expressions  de  a  et  dé  et  Ttine 
par  l'autre,  il  en 'résulte    ati  t^ . 

Mais  eU  déâgûant  p«f  a"  la  tangente  de  Tangle  q«e  forme 
avec  l'axe  dos  a;  le  di^nftètre  mm'  conjugué  du  diamètre  HM', 

on  a  égaleiuent  (n®  262)  la  relation  a' a"  =  —  —  * 

Les  deux  égalités  précédentes,  comparées  entre  elles,  don- 
nent nécessairement  a  =tt  o^  ;  ce  qui  veut  dire  cfue  la  tan^ 
gerUe  >  i?/t  un  point  quelconque  de  l'ellipse  ,  est  parallèle  au 
diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  cqMkI. 

'  Conséquence,-^^  par  les  extrénités  M,^  'A\  m,  m'y  trorÉèut 

diamètres  conjugua ^  on  mène  quatre  tanf>ente8|  tes  imêt& 

farmeût  un  paraUélogramme  circonscrit  à  Tellipse,  paisqne 

,  Us  tangentes  menées  aux  extrémités  du  diamètre  IIIT  sont 

parallèles  au  diamètre  mm\  et  réciproquement. 

Dans  l'hyperbole ,  la  propriété  précédente  a  également  lieu; 
mais  comme  on  a  vu  (n**  265)  que ,  pour  tout  ^stème  de,  dia- 
mètres conjugués,  Tun  est  transuerse  et  l'autre  non  transt^erse, 
il  s'ensuit  qu^on  ne  peut  ^ener  que  les  deux  tangentes  TT, 
ï'ig.ir>9.  «'  (JiS'  169). 

29$.  Cette  propriété  fournit  un  moyen  assez  simple  de  mener 
une  tangente  à, l'ellipse  ou  à  Vkyperbole  j  1®.  par  un  point 
do»né  sur  la  courbe ,  2®.  parallèlement  à  une  droite  donnée 
de  position  sur  le.  plan  de  la  courbe. 

Dans  le  premier  ca^  9  déterminez,  par  l'un  des  lyi^oyens  indi- 
qués n®'  261  et  28Q,  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe 
par  le  point  de  contact  y  puis ,  par  ce  point  j  menez  une  pa- 
,    raHèle  au  diamètre  ainsi  déterminé ^  vous  obtenez  la  tangente 
4emandée.  * 
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Dans  te  second ,  imcez  un  diamètre  parallète  à  la  droite 
donnée  j  jpais  déterminez  son  diamètrj  conjugué^  et  par  Irs 
deux  extrémités  de  celui-ci  j  menez  deux  parallèles  au  pre- 
mier j  ou  à  la  droite  donnée  ;  vpus  avez  ainsi  les  tangentes  de- 
mandées. 

Pour  que  la  seconde  construction  puisse  s'^pliquer  à  Thy- 
perbole,  il  faut  évidemment  que  la  droite  donnée  fasse  avec 
Taxe  des  x  un  angle  aigu  plus  grand  que  celui  dont  la  tan* 

gente  est  j- ,  ou  un  angle  obtus  nftoindve  qne  cdui  dont  la  tan- 

B 
gente  est  — -r-.  Cest  d'ailleurs  une  conséquence  de  ce  qui  a 

été  dit  I  n®  291 ,  .sur  l'inclinaison  de  la  tangente  dans  rby- 
perbole.  ^ 

1194.   Considérofis  actuellement  les  deux  rayons  vecteurs 
menés  des  foyeis  F,  F^  {fig-  1 70)  »  d'une  ellipse  ,  au  point  de  Fis.170. 
contact  de  la  tangente  MR  >  .et  proposons-nous  de  calculer  les 
angltes  FMR»  F^MR,  que  forment  ces  rayons  vecteurs  avec  la 
tangente.  ,   ,     v^         * 

Soient  FMR  =  V,     rMR  =  V% 

tangIkïRX.=  fl,  tangMFX  =  a',  UngMF'X  =  a''; 
on  a  éyidemioent ,  d'après  la  figure» 


a  „,        a  —  a 


iangV  =  -— p— 7f  tangV 


!• 


BV 
Qr,  on  a  déjà  trouvé  (n**  Wk)  a  =  —  -rrir 

•/  - 

Be  pins,  comme  le  rayon  vecteur  FM  pa^se  par  le  point 

dont  les  coordonnées  sont  j^  =  o,  a:  =  c  ou  V^A'  — B*,  soa 
équation  est  de  la  forme  j*  =2  a*  {x  -^  e)  ;  et  puisqu'il  passe 
çn  même  temps  par  le^point  x'\y\  on  a  la  relation 

y  =  a'  {x'  —  C)  ;     d'où     a  =  ^ , 

X  ^^  c 


ûiV* obtiendrait  de  Auéme  pour  1&  valeur  de.a'^  conre^ond^ut 
au  rayon*  FM  qui  passe  par  le  même  point  (dc*,^'')  et  par 
le  point  (^  =r  o,  iT  =  — c  ),, 


• 


a     5=  — — -,  ' 

'Cfela  posé,  si  Ton  substitue  d'abord  pour  a  et  a'  leurs  va- 
leurs dans  l'expression  de  tang  Y,  on  trouve 

—  BV  y' 

—  ir ^ 


^     ky  (x"  —  c) 

M 

ou  bien ,  à  cause  de    Ay»+B"a;''*=A*B%*     et  A'— B»^c% 
_   "è'cx"  ~  A'B'^    _    B^(çg:^^  — A»)   _   B' 

♦  Gomme,  pour  passer  de  tangV  à  tang  V,  il  suffit  de  rem- 
placer a'  par  a",  et  que  la  valeur  de  a"  ne  iliilere  de  cçUe  de  c! 

qu'efti  c^  que  c  est  changé  en — ;  c,  il  s'ensuit  que  ,  tout  calcul 

•^     '  ♦^ 

B*   ^' 

fait,  on  doit  trouver  tang  V  =^  —  — j-. 

,  De  là  résulte  nécessairement  que  les  angles  F'MR,  FMR, 
j^ont  supplénïens  Vun'de  l'autre  ;  ou  bien ,  si  l'on  prolonge  FK, 
que  les  angles  GMR,  FMR,  sont  égaux. 

Donc  la  tangente  à  V ellipse  divise  en  deux  parties  égales 
l'angle  formé  par  l'un  des  raj^ons  vecteurs  'EVL  et  le  prolon- 
ment  MG  de  l'autre  rayon  vecteur • 

Soit  prolongée  la  tangente  MR  au-dessus  du  point  M  ;  comme 
on  a  GMR=î=F'MR',  il  en  résulte  FMR=:  FMR'.  Aij^si,  Ton 
peut  encore  dire  que  la  tangente  RR'  forme  auec  lès.  ràjrons 
vecteurs,  de  chaque  coté  du  point  de  contact,  des  angles  égaux» 

Enfin,  si  l'on  mène  la  normale  MK,  de  l'égalité  des  angles 
FMR,  F'MR',  on  déduiLt  nécessairement  celle  des  angles  FMK, 
KMF'  ;  donc  la  normale  dii^ise  en  deux  parties  égales  l'angle 
formé  par  les  deux  raj'ons  vecteurs,       . , 
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Ces  direfses  propriëlés  sont  telleneitt  liées  entre  elles,  «{ue. 
Tune  étant,  démontrée  >  les  autres  s'en  dédwsent  fmmédîa- 
tement.  \  ' 

Passons  à  l'htperbole.  On  a ,  en  conservant  les  mêmes  nota- 
tions que  Gi*dessas(^^.  170),  Fig.179. 

tang  FMR  ou  tang  Y  =^  tang  (MFX  —  MRX  )  s±  ~£^» 


Ung  FMR  ou  tang  V'-=  Ung  (MRX  —  MFX )  =  ^      ^^ . 
Cela  posé,  l'expression  de  a  est  pour  ^hyperbole,  a= -jj-y  ; 

on  a  d'ailleurs,  comme  pour  Tellipse,  a  =  -^ — ,  a?  =  ■  »  y^» 

Substituant  \sa  valeurs  de  a,  a'j  dans  l'expression  de  tang  Y, 
on  trouve 


tangV  = 


•  --«f  > 


1  + 


BVy  Â^xy^-Â^cP+B*a;y 


ou,  à  cause  de  À^*»  —  B  V  =  —  A»B* ,  A*  +  B*  =  c» , 
tang  V  —  _^___  _  ^y,^^^^_  ^.  j  —  ^^ 

Quant  à  l'expression  de  tang  V,  comme  on  a 

tan6V  = 


a 


i+aà 


n 

^y     valeur  qui-jj^t  être  mise  sous  la  fornie  ^ 


V^^  '.  .  _\,  étant  calculé ,  donne— 


B» 
rait— -  — ^^  puisqu'il  suffirait  de  changer  c  en — c  dans  le  résultai 


^J^ 


B' 


précédent,  il  faut  nécessairement  que  l'on  ai^  tang  Y'  as:  — ^« 

cjr 

Donc  les  angles  FMR,  F'MR,  sont  égaux  ;  ainsi,  dans  l'hy- 
perbole, la  tangente  divise  en  deux  parties  égales  l'angle- 
formé  par  les  deux  rajons  vecteurs  eux-mêmes/ 


\ 
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âfS.  Oti'dédtiU  <le  la,  pi«<$pritflé  précédente  le  moftti  1^  pbs 
cTymmode  et  le  filus  -«iiiiple ,  en  général ,  et  pourvu  ,i{cie  Ton 
connaisse  les  foyers,  pour  mener  une  tangente  à  l'ellipse  ou  à 
l*'kyperMêj  W  pAt  tin  point  pris  éilr  la  tOQki^,  i**.  psx  un 
point  pris  hors  de  la  courbe.  .     '  <  .|* 

Fig.170.  GoBflidérons  d'abord  un  point  M  (Jig  ^fjo)  donné  sur  l'el- 
lipse. Tirez  les'  deux  rajons  vecteurs  FM  et  "FTff  y  prolongez 
TJA  d'une  quantité  ÎÏG  égale  à  MF  ;  ^joignez  F  et  G  ;  puis 
abai9sez  du  point  Msz^rFG  une  perpendiculaire ^  vous  aurez 
/  la  tangente  :  car^  à  cause  du  triangle. isocèle  MFG,  cette  droUe 
divise  l'angle  FMG  en  deux  parties  égales. 

On^peut  démontrer  synthétiquement  que  la  ligi^f  J|fR  qui 
dÎTise  l'angle  FMG  en  deux  parties  é|;ales ,  n'a  que  le  point  M 
de  commun  avec  kl  courbe,  et  est  par'oonséquttit  taageii^. 

En  effet,  soîtN  un  tout  autre  point.de  cette  Jigne;  et*  Joi*- 
gnons-le  aux  points  F',  F,  et  G.  Le  triangle  F'NG  '-donne 
FNH-NG>F'G;  mais  d'après  la  construction,  NG=^NF, 
puisque  tous  les  points  de  MU  sont  égaleiyiekit  distans  des  points 
F  et  G.  De  plus,  MG  =  MF  ;  d'où  F'G  =»  FM  +  MF  =  aA. 

Donc  l'inégalité  précédente  devient  F'N-f-NF>aA;>cc  ^ui 
'  prouve  (n**  274)  que  le  point  N  est  hors  de  la  coUtlie.   ■* 

Soit  actuellement  proposé  de  mener  une  tangente  par  un 
point  N  donné  hors  de  la  courbe,  '       - 

•  Pour  cela ,  il  suffirait  évidemment  de  connaître  la  position 
du  point  G;  car,  ce  point  étant  d<irêrminé\(îl  en  serait  de  même 
*        de  FG,  et  par  suite,  du  point  de  coii:tactM>' 

Or,  ce  poiYit  G  jouit  de  la  propriété  d'être  à  «lie  distance 
du  point  F  égale  à  ^A,  et  à  une  distance  .du  point  N  égale 
à  la  distance. NF  qui  e^t  connue.  D'après  eette^  observa tion, 
il  faut,  pour  l'obtenir,  décrire  despoin^  F',  "S^comme  c^mires, 
,  et  avec  des  rayons  respectivement  égaux  ànky  NF,  deuacarcs 

de  cercle  qui  se  coupent  au  point  G,  et  tiner  F'G  qui  rencontre 
la  courbe  en  M;  la  droite  NM  est  JLai  tangente  demandée. 

Gomme  tes  deux  arcs  de  cercle  se'coupej^  en  un  second 

Soint  G',  si  l'on  tire  F'G',  et  qu'on  joigne  le  point  N  au  jpoint 
['  où  F'G'  rencontre  la  courbe ,  on  obtiendra  la  seconde  tan-? 


.♦> 
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gente  âui  peut  toujours  être  menée  du  point  N,  t^nt  que  ce 
point  est  jitné  hors  de  la  edurbe. 

i 

Difoiijf/on.— "ïdiit'  que  le  point  N  sera  situé  hors  de  la  courbe^  la  coastruc- 
tioii  pféoédente  sera  possible  ;  e^est-à-dire  qu^on  pourra  tténer  du  poînt  N 
deux  tàAgentas  à  la  courba. 

Pour  l^démoptu^Tf  il  .suffît  de  iaire  voir  que  là  «IroooféMOoe  d^ite  dur 
point  N  comme' centre  aveic  le  rayen  NF,  a  deux  points,  Tuii  iutériew^ 
Pautre  extérieur  à  la  circonférence  décrite  du  point  F'  comme  centre  avec  le 
rayon  tiA  ;  dsir  alors  elles  se  couperont  nécessairement.  • 

Or  5  on  a  éridetnotent  FT  <  %À  ;  ce  qui  pMure  déjà'  tfù/é  1er  fdîtt  F  €h 
eirâ.  NF  est  in(ériear  à  cire.  oA  décfite.du  point  F\ 

En  second  lieu,  soi$  prolongé  F'N  d^une  quantité  NJ^"  =al^;  cow^, 
par  hypothèse ,  le  point  N  est  extérieur  à  Tellip^e,  on  a  (  n^  274  ). ...... 

F'N*4^KP>«A,  «t  ïmr  ôonséquent,  FN4-NF*  ou  FT«>aA;  ainsi 
le  point  F*  de  ctrc.-NF  est  extérieur  à  cire,  a  A  décrite  du  point  t'. 

Don«,  etc.  ^     /  ^ 

PotR  L^ETPERBOLE ,  la  constructiou  est  absolument  la  même  dans  chacun 
des  deux  cas  (^.  171).  Fig.i7i. 

Quant  à  la  discussion  du  second  cas,  il  suffît  de  prouver,  en  raisonnant 
comme  pour  Tellipse,  qtie  ^rc.  KF  a  deux  points,  l'un  intérieur,  Fautre 
extérieur  à  cire.  aA  déerite  du  point  F'. 

Or  on  a  déjà  F'F>2À;  donc  le  point  F  de  cire.  NF  est  extérieur  à 
ciré.  4A.  ,. 

Soit  ensuite  pris  fttt^  FIN,  NF"  =  NF;  puisque  le  point  N  est,  par  hy- 
pethèoe^  «itérieât  ^  l'hyperbole ,  on  à"  rN-HF<îA;  d'où  FN— NF* 
on  F^  <  aA  ;  ainsi  le  point  F"  de  cfrc.  NF  est  intérieur  à  eire.  3A. 

Donc  enfin  les  deux  circonférences  se  coupent. 

iV.  B. — Il  est  à  rein«r<{ucar  jqtt«  la  eanftifustioa  p¥écé4fi»te 
et  la  démonstration  jiyiitl^liqu^î  que  nous  en  avons  damiée, 
so9t  uniquement  fondées  sur  les  définitions  de  Tellipi^e  ^t  de 
l'hyperbole  ,  c'est«à-<-di|re  sur  la  propriété  caractéristique  qui 
a  servi  de  base  à  la  raclierçhe  âes  équations  de  ces  eourbes*, 

!MC/&.  KoUâ  pouvons  mainteuâfit  rendre  liaison  de^  dënomi*» 
nation$^de  foyers*  et  défrayons  Vecteurs ,  dohnées  aux  points 
F,  F%  et  aux  lignes  FM  ,.*'M.  - 

CVst  un  principe  de  Physique  généralement  admis  >  que  . 
tout  corps  élastique  qui  rencontre  une  surface  ,  se  réAéchit 
de  manière  à  former  un  angle  de  réflexion  égal  à  velui  d'in-^     _ 
cidence.  ^ 
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l^iZ'  » 7«-  Cela  posé,  concevons  qu*à  l'un  des  foyers  F  (Jiff*  173)  d*noc 
ellipse ,  on  ait  placé  un  charbon  ardent  dont  les  rayons  dé  cha- 
leur Tiennent  frapper  la  courbe  en  différens  peinte. M^  M' ...  ; 
ces  rayoni^  forment  avec  les  tangentes  menées  j)ar  ces  points, 
des  angles  FMT,  FM'T\ .  • .  appelés  angles  d^incidence.  Or,  en 
Tei*la  du  principe  de  Physique^  ces  rayons  doivent  être  réflé- 
diis  suivant  des  droites  qui  fassent  avec  Mf,  MY., . .  des  angles 
(apBjelés  angles  de  réflexion)  égaux  à  ceux  d'incidence;  donc 
'  les  rayons  réfléchis  sont  tous  dirigés  vers  le  point  F'  pour  le- 
quel seul,  les  angles  F'Mf ,  F'MY,<  .  •  sont  égaux  aux  angles 
FMT,  ?M'r....   c 

Ainsi ,  qu'on  ait  plac^  au  point  F  un  foyer  de  chaleur,  et  au 
point  F'  une  matière  inflammable,  ce  corps  s'enflammera 
comme  s'il  était  placé  au  point  F  lui-même.  Les  différens 
y  points  de  l'intérieur  de  la  courl^e  se  ressentiront  plus  cru  moins 

du  rayonnement  de  la  chaleur  ;  mais  le  point  F'  sera  le  seul  où 
se  concentreront  les  rayons  partis  du  point  F. 

Dans  l'hyperbole ,  des  rayons  de  chaleur  partant  du  point  F 
Fig.173.  {Jîg.  I7p)  et  yenant  frapper  la  courbe  aux  points  M,  M'^,  . . . 
se  réfléchiraient  dans  Vintérieur,  suivant  des  droites  A|/^  My^, . . . 
qui ,  prolongées  en  sens  contraire ,  iraient  totltes  aboutir  au 
point  F;  car  de  l'égalité  des  angles  FMT,  TMF',  on  conclut 
celle  dés  angles  FMT,  /Mf ,  etc. ...  * 

aW.  Conséquences  de  la  propriété  du  n*  894. 

Première, ^^Qoivkxsïé ,  pour  fixer  la  position  de  la  tangente  en 
Fig.170.  un  point  donné  M  {Jig,  170),  on  a  pris  (n**  ^W)  MGsssMF, 
et  qu'après  avoir  tiré  le  droite  F<x,  on  a  abaissé  du  point  M 
une  perpendiculaire  sur  FG,  il  s'ensi|it  que  cette  dernière 
droite  est  divisée  en  deux  parties  égales  au  point  I.  Donc,  si 
Ton  joint  le  centre  au  point  I  qui  peuf  être  regardé  coibnnie  le 
pied  de  la  pei*pendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sut*  la  tangente, 
on  formera  deux  triangles  semblables  FOI,  FF'G ,  puisque  Ton 
a  OF=OF'  et  IF=IG.  Ainsi  ce£  triangles  donnent.  . . 
F- G  :  01  ::  FF  :  OF;  mais  OF  e&t  la  moitié  de  FF%  et 
par  construction,  F'G  est  égal  à  2A;  donc  0)[=:A. 
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D'où  .résulte  la  propriété  suivante  :  5*  de  l'un  des  fcy^e^s 
li'une  ellipse  )  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  une  Can<* 
^ente  quelconque,  la  diétance  du  t&ntre  au  pied  de  la  perpeti-» 
diculaire  est  égale  à  la  moitié  du  premier  aa^  f  en  d'autres 
termes ,  le  lieu  géométrique  des  pieds  de  toutes  les  perpendi'* 
culaires  abaissées  d'un  quelconque  des  Jqyers  sur  le»  tan-^ 
gentes  à  la  courbe j  est  la  circmiférence  de  cettle  '^àécfiÂie  smt  asà 
comme  diamètre,  .• 

Cette  propriété  a  également  lieu  pour  l'hyperbole,  et  seië^ 
montre  delà  nrôme  manière  (^g.  171.)  Fig.171. 

298.  Seconde  conséquence.  —  Soient  abaissées  des  points  F 
et  F'  {Jïg.  170)  les  deux  perpendiculaires  FIj  FT,  sur  la  tan-F>gï7<^ 
gente  RR^;  on  vient  de  démontrer  que  les  distances  01,  OV, 
sont  égales  à  A. 

Cela  posé,  si  des  points  O,  F,  on  mène  OL,  FL',  parallèles  à 
la  tangente,  on  a,  d'après  la  figure,  ^ 

l'F'  =  l'L  +  LF', 

IF    =rL'=rrL  — LF; 

d'où  l'on  déduit        TF  X  IF   =  Fl —  LT  ; 

mais  les  triangles  rectangles  TOL,  F'OL,  dans  lesquels 
Oi'  =  A  et  OF'  =  c     ou     |/ A*  —  B»,  donnent 

on  obtient  donc 

l'F'  X  IF  =  A*  — ÔL  —  c*  +  ÔL  =  A'  —  c'  =  B*. 

Donc ,  dans  l'ellipse ,  le  produit  des  perpendiculçires  abaissées 
des  deux  foyers  sur  une  tangente  j  est  égal  au  carré  de  la 
moitié  du  second  axe» 

Pour  l'hyperbole,  l'égalité  précédente  deviendrait  (n**  5l3i()  : 
TF'X  IF=  —  B*  {Jig.  171)^  parce  que  les  deux  perpeodicu^i- Pis*'?*- 


lairessont  pla^ée$  ep  sens  cpntiraife  Vuik /de.r§atjee  i^iur  rvp-* 
port  à  }f^  t^pg^Qjt^i  mai»  si  l'dn  f^piitle  calcul  !dire(rt€i|)k$9t^  jI9B8 
avoir  égard. au  s^n^  de  0^4  liguas ,  s^n  tF4»uve  de  même  que 
leur  produit  est  e'g^lÂ  4*  B*.     . 

âSIS^t  ^^^'^^^^'^^^«'^^•^•-^-^Spit  mené  le  dieunètre  TRii^ 

Fig.170.  (^g^.  170)1:  couJ4igué  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  c<miact 

ée  l&vtangettte  RE\  TireEii»d^illeiiirB  les  rayons  secteurs  FM, 

F'M,  et  la^ligne  01  qui  joint  le  centre  au  pied  de  la  perpendi- 

imla^re  abai^ç'e  du  foyer  F  sur  la  taagenie.  ~ 

On  a  vu  (n**  S9â)  quitte  4Uanièlfe'in77»^<8t  parallèle  à  la 
tangente  ;  d'ailjeurs  01  est  parallèle  à  F^M,  à  cause  de  la  simi- 
litude des  triangles  FOI,  FF'G;  donc  la  figure  OIMH  est  un 

parallélogramme ,  et  l'on  a    MH  =  01  =  A. 

r 

Ainsi ,  dans  Tellipae  et  l'hyperbole  ,  la  partie  d'un  rayon 
iyecieur  comprise  entre  la  tangente  et  le  iUamètr^  conjugué  de 
celui  qui  passe  par  le  point  de  ^contact ,  est  égale  à  la  moitié 
du  premier  axe. 

Toutes  ces  propriétés  ;  qui  0tit  été'facilemènt  déduites  de 
celle  de  la  tangente  par  rapport  aux  rayons  vecteurs,  trou- 
veront leur  applicaton  dans  la  suite. 

§    IL    Propriétés    dé   ÏElUpse   et  de  VHyperbok 
rapportées  à  leurs  diamètres  conjugués  ^%.  - 

500.  La  propriété  caractéristique  de  tout  système  de  dia- 
mètre^conjugués  consistant  (n^  2^8)  en  ce  que  chacun  tl'eux 
divise  en  deux  parties  égalés  toutes  les  cordes  de  la  coarbe 
,  menées  parallèleri^ent  à  Tautre ,  il  en  résulte  que^  si  l*on  rap- 
porte la  courbe  à  un  semblable  système ,  la  nouvelle  équation 

\  ne  doit  renfermer  que  les  carrés  des  coordonnées  et  une  quan- 
tité toute  connue,  c'est-à-dire  doit  être-  de  même  forme  que 
celle  de  la  courbe  rapportée  à  ses  axes  principaux.  Nous  pour* 
rions   donc   établir  immédiatement,  pour  l'équation  de  la 

-    courbe  rapportée  à  l'un  de  ces  sy|tèmes>  M^'  ±:Na:*  =  zt  P^ 


\ 


j  . 
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ëquàtion  qu'Mn  pourrait  ensuite,  à  l'aida  d'une  transforma- 
tîon  analogue  à  celle  des  n""  253  el  259,  ramener  à  celle*ci  : 

Mais  on  conçoit  c^ue,  pour  chaque  système  dont  on  donne  la 
direction  »  les  ^ustantes  A'  et  B'  qui ,  comme  il  est  aisé  de 
le  voir,  représei^tent  les  demUdiamètres ,  doivent  avoir  avec 
les  demi-axes  certaines  relatioil^s.  Or,  ce  sont  ces  relations 
qu'il  s'agit  maintenant  de  dëteiminer« 

Pour  y  parvenir  d'une  manière  ge'n^ale ,  nous  nous  propo- 
serons la  question  suivante  :  L'équation  d*une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole  rapportée  à  ses  axes  principaux  j  étant  donnée  j  on 
demande  dç  rapporter  la  courbe  à  un  nouveau  système  tel, 
que  lanouf/elh  équation  conserve  la  même  forme ^  C'est  une 
simple  application  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Occupons-nous  d'abord  de  l'ellipse,  qui  a  pour  équation 

Ay*  +  B*x^  :=  A•B^ 
Sab&lîâiions  dans  cette  équation,  à  la  place  de  x^jr^  les  valeurs 

X  =  .r  cosct  -f"^^os«, 
jr  =  x  sin  ce  «4-  j-  sin  «', 

qui  (u^SIO)  servent  à  passer  d'un  système  rectangulaire  à 
un  système  oblique  de  même  origine. 
Il  vient,  par  cette  substitution, 

(A'9inV^+JB'^co«*iiV''+a(A*sifi«siii<e'4'B*cQScu:os«')x^^ 

(A'sin'*  +B'cos*«)  x'=A'B». 

Mais  par  hypothèse ,  l'équation  ne  doit  renfermer  que  les 
carrés  des  variables  et  la  quantité  toute  connue  ;  il  faut  donc 
que  le  coefficient  de  xj  soit  égal  à  p  ;  ce  qui  doline 

A'^siuMsinfi'  4"  B*cos«co8«   =  o;....     (i)* 

et  l'équation  se  réduit  à 

( A'sin V4-  B^cosV)j^»+  ( A»sin*«  +  B'cos**)  x^ = A'B* . . .     (2) 
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Si  Ton  divise  l'ëqualion  (i)  par  cos  «  cos«%  elle  devient 

A^taîig«tang«*  +  B*=::6;     d'où    Ung«tang«  as  — 7-. 

A" 

Comme  on  n'a  qu'une  seule  équation  pour  déterminer  les 
angles  «,  «',  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  systèmes  de  diamè- 
tres conjugués  est  infini.  Cette  relation  est  d'ailleurs  identique 
avec  celle  du  n®  S6I  ;  et  les  conséquences  qui  en  ont  été  dé- 
duites  se  reproduisent  également  ici. 

Soit  fait  successivement  dans  l'équation  (a). 


,    ,  ,  A*sin*«-f-B*cos-«' 

il  en  résulte. .  .<  -  .  ^i^^ 

^'  =  17 


a;  =  o,     ;  \^  A*sin»#'+B*co^*# 

Ces  expressions  représentent  les  carrés  des  distances  OM,  Om 
Fig.  168.  {fis»  i^  }  y  OU  des  demi^diitmètres  conjugués.  Donc,  en  dé- 
ûgnant  par  ^K\  26',  les  longueurs  totales  MM',  mm' y  on  aies 
relations 


À'B*  ^  /  A«R* 

A^^=   ,    .  ^     \,     ,  ,  ]  (A«sin'--fB*co»««ri=^, 

.     A'sm'A  +  B*cos"ti'  I   ,,  V  l  V       A'*' 

A'B»  >doà^  \        g, 

B^>  =  .  ,,  ,  ,,p, — -7;   \  /A»sinV+B»co^V=~. 

A*8mV-fB*cosV  )  K  ~        ^  F* 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  obtient  enfin 

A'^j-»  -f  B'*x»  as  A'*B'/, 

pour  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  un  système  quelconque 
de  diamètres  conjugués. 

Comme  pour  j;  =  d:  k',  cette  équation-  donne  j^'=  o,  et 
que ,  réciproquement ,  pour  j*  ==  di  F,  on  a  a:''  =s  o,  on 
doit  conclure  que  les  droites  menées  par  les  points  M,  M\  m,  m\ 
parallèlement  aux  deux  diamètres,  sont  tangentes  à  la  courbe, 
propriété  qui  a  déjà^été  reconnue  (n®  89S). 


'.' _^. ... 
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Poffe*iL'ÀPEnoL&,  on  obtiendrait  les  éifQations 

A'sMi«sm«'— *B*co|,«co8/±s9,     d'où*  tang«taQg«'ss— , 

et  (A*3inV— B»cos"*V*  +  (V*sin*A— B^cos»«)  a^=— A*BS 

dont  la  première  exprime  que  les  nouveaux  axes  forment  un 
système;  de  diamètres  conjugués',  et  la  dernière  représente  la 
courbe  rapportée  à  ce  système. 
Soit»  fait  successivement  dans  cette  équation , 

VI  ■  ^a         — ~  ■        '        '  ■■  ■■       ■"  «■■■■il     II    1 

)  A=»sm*»  — B'cos^fit' 

ontro^ej  -VB- 

.a;=:  o;     J  \        [^  A'sin»«  — B^cosV- 

Mais  il  faut  observer  que  de  ces  deux  carrés ,  l'un  e»i  positif, 
l'autre  est  négàt^j  car  on  a  vu  (  n'^  M3)  que ,  pour  tout  sys- 
tème de  diamètres  conjugué^  Fun  est  iransuerse  et  Tautre  non 
transçerse  ;  d'où  fl  suit  que  \  si  la  valeur  de  x  correspondant 
à^=so,  est  réelle j  celle  de  j"  correspondante  a7==o  doit 
élEB  itnaginairef  ou  réciproquement  (tny^ez  d'ailleurs  le 
n°  suivant).  Z  -  . 

Subnôs^ons'^,  ce  qui  est  toujours  permis ,  qu'on  ait  pris  poUr 
axe  m  x^iyiifinièlre  transf/erse^  daps  cecas^  l'expression  de  oc* 
est  pôsltii^é^  mais  celle  de  jr*  est  négative.  Désignant  donc  la 
preiôàfe  psyr  A'%  et  la  seconde  *par  -=Bf*,  on  obtient  les 
relatioigj^ 

A'*=-— _— 1--: — rr.    I         iA*sin««  — B'cos«-=— ^ 


»'  — A.  •  7'     t.      .  n    \         /A«sinV-B«cosV=     ~. 
A*»mV— tB'cosV   3         1  B'* 

Reposant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe,  ou  ob- 
tient, ^ute  réduction  faite, . , .  A'tr*  — B''aT»==l- A''B'*. 

Si,  au  contraire ,  on  égalait  la  première  à  —  B'%  et  la  seconde 
à  A'%  on  trouverait  B'y*  —  A'*x'  =  A'^B'»  pour  l'équation  de 

24 


rhyperbôle  rapportée  au  diainètre  nontramperw,  comme  aie 
•de»  X  {voyez  n**  240). 

501 .  On  pfeut  démontrer  direéCçinenl  ijftie  les  deux  expres- 
sion» de  a?»  et  y*  «ont  de  signes  contraires. 

En  effet,  muUiplions-lès  entre  elles;  il  vient  pour  leur 

produit , 

.  .     •.  km    . . 

(  A»  sin*  a — B*  cos^  *  )  (  A*  «in»  «'  —  B'  cos,»  u)'      ". 

'  '  .  '  *      • 

Or,  si  Ton  développe  le  dénominateur,  on  trouve     . 
A4sin*#sia*4t'4*  B*cds*«icosV  —  A*B?  {sin*«'cos»«  +  sinSfCOsV); 
mais  la  relatioii     A'sîn-isin»' —  B»<»»#co«*' œ  o,     doime 
A4sii?«sin*»  +  B^co»*i<cosV  =  aA*B*sin«siiïif  cos^eos*'; 
donc  le  dénominateur  devient 

A«B*  (a  sin-sin  *'  cosneoêet'  —  ^'a'  cos*» -^isiilHecos'^  *  )l 

•'  ■  '       . 

expression  qui  se  change  encore  dans  la  suivante 

— A'B*(8in«'coflr«-^8in«€o»*')%  Ou  — A'B- sin»  (*' —  «). 

A*B*  ' 

Ainsi ,  le  produit  ci-dessus  se  réduit  à  tZ'^.^C^^^' }JZ^\ 


I 


ou  bien  enfin,  à        -*  sm*(V— '•)'  ^:    *  *  ^*^' 


Ce  résultat  éta^l  essentîellenattnt  négtUif,  j^rouve  ^  i» 
deux  valeurs  de  a;"  etj-*  sont  «fff  signes  contraires^         \y 

Désignant  donc ,  comme  on  Va  fait  dans  le  n*%i?é€éWt,  ^ 

valeur  de  x^  par  A'»,  dïUe  dé^^  par  —  B'%  on  ^pirti^fi|#fette 

A*B*      '^^^^' 
relation  remarquable ,     —  A'^B'»  =£  —  g^p«  (Z—  #i' 

d'où  A'.B'.8in(«6' — •)=:A.B.   . 


/*    '  V    i 


Les  mêmes  calculs  effectués  sur  les  expreséMft^*:   '^j^^' 

A^B*  ^,,  •    A*B^     . 

*    ""  A»sin*-i'-f^*cos»ce*  A\^in=»«-f- B^cos'- 
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Telatives  à  l'ellipse,  donneraient  pour  résultat, 

A'*B'*  gin»  («'  -r  *)  =:  A'B'  ;    d'où  .  A' .  B' .  sin  (/  -r-  «)  ■==  A .  B . 

308.  Voyons  ce  que  signifie  un-s'éinblable  résultat  en  Géo- 
métrie. 

Soient  MM',  mm^  {Jig.  168),  deux  diamètres  conjugués  par  Fig.168, 
les  ei(,trémités  desquels  on  a  mené  des  tangentes  qui ,  comme 
on  l'a  déjà  vu,  déterminent  un  parallélogramme  TTe'f,  le- 
quel ,   d'ailleurs ,  est  évidemment  quadruple  du  parallélo-    . 
gramme  OMTm. 

Si  du  point  m,  on  abaisse  nu  perpendicalaire  sur  OM-,  on 
auira  évidemment  OMTm  =  OM  X  rni  as:  A'  x  mi  ;  mais  le 
triangle  rectangle  Oim  donne  mf  =rOm.sinmOE ,  ou  bien, 

« 

jni  '=  B'.  sin  mOM  =  B'  sin  (•'  -^  a)  ; 
donc  OMTf/rr=  A'.B'.sin  (-1'  —  *). 

■ 

D'oii  Ton  peut  'cobclîlre'  i|ue  le  parallélogramme  construit 
sur  les  tlefni'^^rl^è^^^é.tonjugués  ÛM  ,  Om  ,  est  égal  au  rec^ 
iangle  construit  sur  ies  demi'-^afes. 

Ce  résultat  est  tout-é  fait  indépendant  du  système  de  dia- 
mètres conjugués  que  Ton  confidère. 

CfKme  I4  relation  A'.B'.sin  («'  —  #)  =  A.  B,  peut  se  trans- 
former eû^elloici  :  2A'.2B'.sin  (a — »)t=:2A.aB,  on  peut  encore 
dire  q|iê  tous  les  parallélogroiMnes  circonscrits  à  l'ellipse»  et 
dont  les  côtés  sont  respectipmmenl  parallHes  à  deux  diamètres 
conjugués  y  ont  une  sufface  constante  pour  tous  les  sfstèmts 
de  diatnètres  amjugués  ,  et  égale  au  rectangle  construit  sur 
les  axes,  ' 

305«  N,  B.  — -  Cette  surface  constante  jouit  de  la  propriété 
d'être  un  minimum  parmi  celles  des  différens  parallélo- 
grammes  que  Ton  peut,  en  général,  circonscrire  à  une  ellipse 
donnée.  • 

£n  effet ,  considérons,  par  exemple,  un  parallélogramiue 
UVV'U',  dont  deux  côtés  soient. les  tangentes  menées  par  les 

a4 . . 


372  DIAMÈTKES   COUJUGUÉS. 

extrémités  du  diaiùelre  mm' y  et  les  deux  autres  côtés  soient 
les  tangentes  menées  par  les  extréo^itèff  d'uif  diamètre  nn*  non 
conjugué  de  mrff \  Prolongeons  d'ailleurs  mi  jusqu'à -sa  ren- 
coBtreen  /  avec  la  base  n^V.  On  a  pour  la  suiface  de  ce  pa- 
rallélogramme ,  U*  V  X  ^w/. 

Mais  le  triaiàgle  rectangle  trAn'.  sttnipe  wi-xsz  mm'. sin  mmV, 

ou     .        m/ '=;  2B'  X  sin mOM  ==^' .  sin  («  —  m). 

P'uu  autre  côté,  il  est  évident  que'U^V,  qui  est  par^èle 
à  MM\  est  plus  grand  que  MM'  ou  2A',  puisque  letf  côtés 
DU',  W,  sont  extérieurs  à  Tellipse. 

Donc  U'V  X  ml  est  plus  grand  que  aA'  X  aB'.^  («' — «). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer, 

504.  La  propiiété  du  n°  302  est  également  applicable  à  Tby- 
>  perbole.  Soient  MM',  NN'',  deux  diamètres  conjugués  quel- 
Fig.iSg.  conques;  si  l'on  suppose  que  MM'  {Jig*  169)  représente  le 
diamètre  a  A',  et  qu'on  prenne  siir  la  dii>ei:tion  de  NI^', 
0m=0m'=:B9  le  parallélograttime 'pMT^  a  pour  expres- 
sion,   OMxOm.sinmOM  =  V.B'.8i^|«  —  m)  ;  et  le 

parallélogramme  que  formeht  les  tangentes  TÏ'.  tt\  avec  les 
droites  Tt,  'Ff',  menées  par  les  points  t/i,  m'^pmllèlementà 
MM',  est  égal  à  2A' X  aB' .«in  ^' —  «). 

Or,  on  a  vu  (n®  SOI)  que  ces  expressions  sont  rdjDjectivemeDt 
égales  à  A  X  B  et  aA  X  2B  ;  donc ,  etc.  :'^^^  '  > 

Les  parallélogrammes  tels  que  TT^,  ttf^  ^nt  lies  eàfés  sont 
parallèles  et  égaux  a  deux  diamètres  conjugviâ.^.  sont' dits  des 
parallélogrammes  inscrits  à  l'hyperbole. 

305.  On  peut  remarquer,  par  rapport  au  rcctan^fe  EEet 
construit  sur  les  axes ,  que  comme  les  asymptotes  OL,  OH,  ont 
été  déterminées  (  n^  258)  en  prenant  sur  la  perpendicuLiire 
élevée  au  point  B,  deux  parties  BE,  BEf,  égales  à  la  moitié  du 
second  axe  y  les  sommets  E^  E'>  e',  ey  de  ce  parallélogramme 
rectangle  ,^  sont  situés  sur  les  asympLotes. 

Or,  je  dis  que  cette  propriété  est  commune  à  tous  les  paral- 
lélogrammes inscrits  dont  nous  venons  de  parler. 


V 
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*  Pour  le  démontrer,  nou^irecherc^çrQns  d'abord  quelles  sont 
les  équations  des  anyikpy^f^s  .rapporté^  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  OM^.ONy-pftar  lesquels  réquation  de  la  courbe 

* 

est  A'y^  — B'4*:^^A'^B'* (i) 

Gomme  ces  droites  sont  les  seules  qui ,  menées  par  le  centre, 
rencontrent  la  courbe  à  Tinfîni ,  il  suffit  de  conïbiner  Téquation 
^  —  ûoj. . . . .  (a)  avec  Téqualion  (i) ,  puis  d^exprimer  que 
les  valeurs  communes  de  or  et  de  j^  sont  infinies. 

Or,  il  résulte  de  cette  combinaison  , 

AV— B'*x»  =  — A'»B'S     d'où     a=        —^'^ — 
^  l/B'»~A'*a» 

valeur  qui  devient  infinie  lorsqu'on, suppose  B'' —  A'^a*  =  o, 

dou  •  a  =  zt  -TT"- 

A  ' 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (2) ,  on  obtient  enfin 

B' 

•  B 

Donc  les  asymptotes  qui  ont  pour  équations,  ^ss  -f-  r-  ^9 

et    j"=. —  Y  ^9  lorsqu'elWsont  rapportées  au  système  des 
wes  principaux ,  sont  représentées  par 

jr—'\--TTX,    jr  =  — -rrx, 

quand  on  les  rapporte  à  un  système  de  diamètres  coBJugués. 
Ainsi,  soient  OM,  ON  {ji^.  174)»  deux  diamètres  conjugués fig.  1^4. 

B' 
aux  quels  on  suppose  la  courbe  rapportée  ;  l'équationj-^di-p^    * 

représente  les  deux  asymptotes  rapportées  au  même  système, 
les  rK  se  comptant  sur  OM  et  les  j^  parallèlement  à  0}^. 
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Fie.  174.      ^^'^  posé /soit  fait  dans  cette  ëqut^on ,  tx^mk'  ;  il  en  résiste 

yrz=£dtW ;  ee  qui  prouve  que  si,  au  peint  M,  on  mèae  vmt 

^parallèle  à  NN^  ou,  ce  qui  reviitet  au  même  (n^  SM)^  une 

tangente  à  la  courbe ,  les  parties  MT^  MT'^  de  cftte  tangente, 

comprises  entré  le  point  de  contact  M  tfï  les  deux  asymptotes, 

.    sont  égales  entre  elles ^  etj  de  plus  j  égales  chdçùnjff  û  £0  moitié 

du  diamètre  conjugué  de  lAW ,  "-    ' 

Même  résultat  pour  la  taûgente'  menée  au  point  M'^. 
Donc  si  Ton  joint  les  points  T,  f,  ^t  T',  t'y  Isi  figure  ainsi 
formée  ne  sera  autre  chose  que  le  parallélo^raiiim€  doj^X  les 
«     côtés  sont  égaux  et  parallèles  à  2A',  %B\ 

B' 

506   La  même  équaiion    j-  =.±:  ^  x    prouve  encore  que, 

pour  une  abscisse  quelconque  09,  les  ofilqfnnëef  PR^  9Bf'j  sont 
égales  et  de  signes  contraires  ;  d'ailleurs,  il  jcésulte^ie  T^.q nation 

de  la  courbe ,    r  =  ±:  -rj  V^  x* — A'*  #    waneies  otckmnces  PS, 

A  '      '/  •         . 

PS',  correspondant  à  la  même  abscisseOP,  sont>lMi  é^les 
et  de  signes  contraires  ;  donc  PR-^PS  ou  RS=PR' — :PS'  ou  R'S'. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  deux  parties  d'fme  sécante 
comprises  enùy  la  courbe  et  les  asj'mptotes  ,  sont  égales  entre 
elles. 

Cette  dernière  propriété  est  vraie  quelle  que  soit  la  direc- 
tion 4^.  ^  sécante  sur  le  plan  de  la  courbe  ;  car  on  peut  toujoiùrs 
imaginer  par  le  centre^  un  diamètre  parallèle  à  une* sécante 
donnée  de  position  ,  puis  déterminer  le  diamètre  toi^c||^  de 
celui-ci  ;  supposer  enfin  la  courbe  et  ses  asymptotes  rapportées 
à  ce  système  de  diamètres  conjugué^.  Dès  lors,  la  démonstra- 
tion précédente  sera  immédiatement  applicable.  ^ 

Nous  revii^drons  plus  loin  sur  c^  propriétés  fort  curieuses 

des  asymptotes.  Nottiç  but  principal  élaii;' ifâ  de  failte  voir  que 

les  sommets  des  parallélogrammes  dont  les  côtés  sont  parai- 

'     lèles  et  égaux  à  un  système  de  diamètres  conjugués,  ont  leurs 

sommets  placés  sur  les  asymptotes^ 

507.  Reprenons  les  valeurs  de  A'%  B'%  obten^cfe  (n**  W») 


\ 


pour  TeHipse,  ei^  «N«|dfçi9n«,  4ai}^  ctf  «i|)re9aion$,  sin^•» 
cos^'âty  8În*«'/co8*«|  parieurs  valeurs  en  fonction  de  tang«; 
savoir  :  .  , 

I  tan^ce 


C09*« 


SUl**!! 


*T» 


I  4-  tang*« 


I  +  tapg*  at  * 

•      .  /  ï  .  a  '  tang'«' 

i-f-tadg*«'  i+tang^i»' 

A*tang' ce  ^t B'  '  AMangV-f- B^  * 

équations  qui ,  réunies  à  l'ëquatiôn  de  condition 

tangi»\tang«  =— ^, 

renferment  ks  six  quantités  A,  B,  Af^  B^^  tang^i,  tan^i^^  donc 
si  Pou éliiiAi«e«lre ces  éqiiiatîoi»s  U»  quaniites  taii^«e,  tang«% 
on  doit  nëeessaireraent  parvenir  à  iine  certaine  relation  entre 
les  quantités  A,  B,  A',  B^ 
Or,  denidew  premières  éqiuitions  on  déduit 

*'°g'"^A'(A*«-B')'  **°8*'°A'(b"^fr)' 
J'„.W.n^     t,n..  '-**   (A'-A^')(A'-.y«)* 

D'un  autre  çdté,  la  troisième  équation  donne 

tang*«.tang*«   =  -riî 


A* 


on  a 


A       1       1  .5         (A*  «-A'*)  (A«  —  B'*) 
donc  la  relation    à^.  _' WVyfj:^»)  ?=  «  » 


ou  chassant  le  dénominateur  et  développant  les  calculs^ 
A4  _  A*  A'*  —  A^B'*  +  A'^B'*  =;?  A"B'»—  B*B'»  —  A'*B*  +  B^  ; 
réduisant  et  transposant 

A4  -°B<  =r  A'*  (A*  —  B»)  +  B'»  (A»  ~  B«)  ; 


_^_  — .H..     .  k  - 


■    •      • 


d'où  enfin,  en  divisant  par  A""  —  B',  on  lire 

'A'*rf-B'»=A'4-B»,     ou    4A'»  +  4B'^  =  4A»4^4Ç?; 

ceiqui  prouve  qae,  dans  l'ellipse  ^^  là  somme  des  carrés  de 
deux  diam^ètres  conjugués  quelconques  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  axes. 

En  opérant  de  la  même  manière  par  rapport  à  TB^perbok, 
on  trouverait 

A''  —  B*  =  A»  —  B* ,     ou    4A'*  —  4B'»  =  4  A»  —  4  B*  ; 

c'est-à-dire  la  différence  des  carrés  (fes  diamètres -conjugués 
est  égale  à  la  différence  des  carrés  des  axes.     . 

308.  Au  reste ,  cette  dernière  propriété  et  celle  da  parallélogramme  cir- 
conscrit ou  inscrit ,  peuTent  se  déduire  très  simplement  à\in  calcul  assez 
important  en  lui-même,  et  qui  «a  pour  objet,  étant  donnée  Véquation  d*wie 
ellipse  ou  «Tim^  hyperbole  rapportée  à  un  certain  sgrstèfne  de  diamètres  ew^u- 
gués >  de  retromvr  Véquation  de  la  même  courbe  rapportée  au' tystème  de  set 
osées  principoMtx, 

Pour  résoudre  cette  question  par  rapport  à  FellipsOy  nous  ferons  t^ge 
des  formules  du  n^  2fi|  > 

« 

jrBin(C  —  *)-— J'COs(C — et)     *           x  sinjK  +  r  <M>8  « 
'  =  Sîï '    ^  =  slnC. • 

qui  servent  à  /passer  d'on  système  oblique  à  un  système  rectangulaire  de 
même  origine. 
Substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  de  la  courbe , 

A'V*  -f-  B'«x»  =  A'»B'» , 
et  ehassant  le  dénominateur,  on  obtient  la  transformée   . 

[A'*  eo8««  -f-  B'»  cos»  (C-^  «)]  >-» 
-f-  [sA'*  sin  ttoos <t  —  aB'"  8in(C-^  «)  cosTC —  «)]  ^9"  }  =»  A'*W* aîn*  C. 


£A'*cofl««-f-ir*cos»(fc-^  «)]>'•  1 

—  aB'-sinCC— «)co8(C— «)]  J^r  [  =  A'^r^aû 

CA'«8in»rt-hB'*sin»(C— a)]  «•  J 


Comme  le  nouveau  système  d'axes  doit  jouir  de  la  propriété  caraetériatiqn» 
des  diamètres  conjugués  (  n<>  238  ) ,  il  faut  que  le  terme  en  so^  dispamisse^ 
ce  qui  exige  que  Ton  ait 

A'» iin«oot et  —  B'»  sin  (C  —  *)  cos  (C  —  «)  »  o  j.  * .  (i) 


et  alors  réquation  te  réd«it  à  ^.^ 

[ A;--**' .  +  B;.co..  (f  -  «Il  ^-   l  =  AC.B'. .in. C. . . .  (.) 
4-  [A'«  sin»  «t  -H  B'«  sin»  (C  —  «)]  x»  J  ^  ' 

Il  résulte  d^ailleurs  de  la  nature  de  la  transformation  ;  que.  le  'système  de 
diamètres  conjugués  actuel  est  un  système  rectan^laire;  dôoe  ea  systène  est 
celui  des  axes  principaux ,  puiaqu^on  a  reconnu  (n^  262)  que  c^est  le  seul 
système  de  diamètres  conj^gnés  pexp^ndiculaires  entre  eux. 

Ainsi  y  Ton  doit  regarder  l'équation  (a)  comme  celle  de  l'^lipse  rapportée 
à  son  centre  et  à  ses  axe's.  Cependant',  pour  qu^on  puisse  la  comparer  à 
A^r*  H-  B*x«  =  A*B*,  il  est  nécessaire  que  le  second  membre  soit  le  pro- 
duit des  co^ciens  de  y  et  x>.  Mais,  pour  la  ramener  à  cet  état,  on  sait 
(no  255)  qo^l  suffit  dcr  multiplier  les  deux  membres  par  un  facteur  K 

^6^1  ^  m7v  t  ^9  ^t  désignant  les  coemciens  de  ^*,  x*,   et  P  la  quantité 

MJN  /  .    •  « 

toute*  c^nue  ^i  est  dans  le  second  membre. 
ûJ^o%s  donc  cette  valeur  de  K  relative  à  Téquation  (q)  ;  on  a 

'„    '.  '      •         A^«B^«sin«C •      • 

'^tA'«cos^AH-  B^«oos«fC— **)]  [A'«8in**-f-B'*sin»'(C—  «j]' 

Effectuant  les  calculs  indiqués  au  dénominateur,  et  observant  que  Véqua  - 
tion  de  eondition  (i) ,  étant  élevée  au  carré ,  donne 

•   A'^ain-ifccos»*  -I-  B'^sin»  (C  —«)  oos»  (C  —  «) 
=s*^'«^î«  siftitcos  «sin  (C  —  «)  cos  (C  —  *) , 


on  reconnaît  que  ce  dénominateur  prend  la  forme 

*• 
A'«B'*  [sîn»  «COS"  (C  —  «)  4-  sin"  (C  —  «)  cos»  «t 

4*asin«ces(C — A)sin(C  —  «()oos«c], 

OU  A'^B'»  [sin « eôs  (  C  —  «)  +  sin  (C  —  *)  cos  «]» ,  ' 

ou  bien  enfin ,      A'"B'>  sin>  (  «  +  C  —  «)  s=  A'*B'>  sin>  C. 

Donc  la  valeur  de  R  devient    K  =  . .  -^ — ; — a  =  i  : 

■  A'*B'*  sin»C  * 

•» 

ce  qui  prouve  que  Téquation  (a)  n'a  besoin  d'aucune  préparation  pour  être 
comparée  à  Péquation 

A"r*  +  B»x«  =9  A«B». 

On  a  donc  immédiatement  les  relations  suivantes. . 

A'»  cos»  «  4-  B'*  cos*  (  C  —  «)  '=  A- , 
A'«8in- *+ B*»  sin»  (C  ~  «)  =  B», 
*  A'»B'»sin>C  =  A»B». 
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.  Les  deux  première»  relations ,  sgoul^ées  entre  «iUes»  49Bn9Qt 

A'*  +  B*  :s:  A"  -f-  B*. 

<^iit  À  U  ttoifi^Hie  y  elle  donne  sur-le? champ  ■« 

A'B'sinC»;  4B.  -^ 

pi,*  * 

Or,  C  étant  Pangle  que  les  deux  diamJHim  eoi^|i^aés  fônt  entre  eut^t  on  ^ 

r=  et'.—  *; 

d'où  Ton  dédiât  A'B'  sin  («''  -^  «)  s  AS. 

En  reprenant  absolument  let  idSines  calouU  à  Pétard  «ie  llqeperMe,  »o 
trouverait  I^  relations  ». 

A'«  —  B'*  =  A»  —  B»,    A'B'  itii'cit'  -r  «)  =  AB. 

iV.  B.  — Si,  dans  la  question  précédente ,  on  veut  déterminer  'Fangle  « 
que  forme  le  nouvel  axe  des  »  av<^  Tancien/il  suffit  de  résoudre  Téqu^tion 
de  condition  (i)  par  rapport  à  «. 

En  la  multipliant  par  3 ,  on  peut  la  transforiner  ainsi  : 

A'*  sinsA  —  y»  sin  (aC  —  a«)  sa  o 

[  à  cause  de    a  sin  «  oos  «=s  sin  3«,     a  sin  (  C— «)  oos  (C-r^O  ^  *^Q  >  (^'"-*)]> 

«  * 

ou  bien ,  développant  sin  (  aC^  ai»  )  ;  et  divisMn^  .par  om*9«  ^-  . 
A'*ta^g9«t  —  B'*sinQC  -f-  B'^cosaCtanga*  =?  o-j 


o.» 


B'^sinftC      ^ 
donc  tang )«  ac  a/.   ^  t>/,'     ""^' 

".  A'"  +  B'*cosaC 

• 

L^angle  aa  étant  construit ,  on  le  diviserait  en  deui  parties  égales ,  et  Ton 
obtiendrait  la  direction  de  1\mi  des  aw  priyic^lix  ;  Fautre  serait  d^ailleurs 
déterminé,  puisqu^il  doit  èlro  perpendiculaire  au  pVemier. 

conjugués  qui  mérite  une  attention  particulii^»  ;  €*e9l  çebU  4«s 
Fig.iôf.  deux  diamètres  \\\  \X!  {fiç.  iS4)i  parallèles  aux  cordes  sup- 
plémentaires AG ,  BC.  <  Vi^^  n'^  991 .  ) 

Puisque  le  triangle  AGB  est  iso9çèle ,  les  aagles  CAS  y  ABC, 
sont  égaux  ;  donc  aussi  les  angles  108,  LOA.,  «ont  égaux.     . 

Or,  à  cause  de  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  aux 


A&C6  AB«  GDt  U«st  «yidetit  que  deux  diwiètre»  qui  font  d««Fig.i64 
augUs  égaux  avec  AB,  de  part  ei  d*auire  du  centre,  doivent 
avoir  des  longueurs  éjpiles  ;  ainsi  Ton  a,  peur  ce  système  par- 
ticulier» ir  ou  aA'»:  LI/  on  aB^  et Péi{uatiofi  de  la  courbe, 
rapportée  à  ce  système  »  devient 

j^*  -h  ^  =  A'î  j 

c'est-i-dire  que  l'équation  est  de  la  forme  de  celle  du  cercle 
i^pportée  à  sou  centre  et  à  des  axes  rectangulaires. 

«D'où  Ton  peut  conclure  qu'une  équation  telle  que 

>**  ^  X*  ss  ^^1  qui  exprime  une  circonférenee  de  cero].^ 
lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  représente,  dans  Vhj^ 
podièse  d'axes  obliques ,  une  eitipse  rapportée  à  un  système 
«i<diamèit&8  conjugués  égaux. 

Ce  système  est  d'ailleurs  unique  dans  toute  eHipM;  car 
^niur  que  deux  diamètres  soient  de'  même  longueur,  il  fkut 
que  leur  intlii^aison  sur  le  grand  axe  soit  .la  même  des  deux 
côtés  du  centre;  et  pour  qu'ils  soient  conjugués»  ils  doivent 
être  parallèles  è  un  certain  système  de  cordes  supplémentaires 
(ti«>  i80).  (k\  il  n'y  a  que  les  deux  cordes  AC ,  B(^,  qui  jotùs- 
•ent  de  la  propriété  de  filin  dxs  «igl«s  égMMt  avec  AB  ;  ptMir 
tout  autre  système  AM,  BM,  oa  a  évideiumeAt 

.     AM>BM:    d'où    angle  MBA  >MA.B.- 

Le  calcul  conduit*  aux  mêmes  résultats^  en  effet,  on  a 
trouvé  (n^'TOO) 


• 


èJ% ^*B^  *  «#, A'B 

■^  A»  sin-  m  +  B*  cos»  •  "^  A^sin^  #'  +B'  cos'  m 

Egalons  «strt  oUas  ces  valeur» ,  et  voyons  ce  qui  en  resullA  t 
on  déduit  d'abord  de  cette  égalité  , 

A*sin*«-f  B*cos'«=rA'sifi*it'-f  B^€os*«, 


38o  DIAMÈTRES   CONJTOtfés. 

*  *    ■  ♦ 

OU ,  Ir6ttip1açant  cos^  «,  cos*  «',  par  leuri Vatéifr»'  i  —  siu*  «, 

ou  ,  réduisant ,     (A*  —  B*)  (sin'  «t'  —  sin'  li)  =  o . . .  ( i  ) 

Gela  posé ,  tant  que  la  courbe  est  une  ellipse  proprement 
dite ,  A*  -~B'  est  différent  de  o,  et  cette  condition  se  réduit  à 

sin'  u  —  sih'  «  =  G  ;     d'où     sin  tê  =:  ±  sin  k  ; 

de  cette  nowvtUe  relation  et  de  l'équation  tang  «  tang  /= — -ri» 

qui  fiedl^voir  que  les  deux  tangentes  doivent  être  de  signes 
contraires^  on  tire 


cos  «'  =s  ::p  cos  a  ; 


«t« 


donc,  divisant  ces  égalités  membre  à  membre;  ;  ^l* 

tang*' =  — tang»; 


**  : 


ce  qui  prouve  déjà  que  deux  diamètres  conjugues  ne  peuvent 

être  égaux  qu'autant  qu'ils  forment  avec  l'axe  des  x  des  àh^ 

supfUément aires  l'un  de  l'autre, 

B* 
Cette  valeur  de  tang  ce',  reportée  dami^ang  «.  tang  m' —     -r^y 

donne  d'ailleurs 

Dû  '  .    "U 

tang'  a  ==b  — ^;     d'où     tang  a  =  ±  j.    . 
A  A 

(  Le  signe  supérieur  correspondant  à  « ,  le  signe  inférieur 
correspond  à  «'•)  > 

D'où  l'on  voit  que  les  diamètres  conjugués  égaux  forment 

avec  l'axe  des  x  ,  des  angles  dont  les  tangentes  sont  respecti- 

6  B 

vement  exprimées  par  -f-  j  et  —   -«  Ainsi  ces  diamètres  sont 

parallèles  aux  cordes  AG  et  BC. 


• 


SrJ'^ellip^fÇ  devient  uu  cercle ,  auquel  cas  on  a  A'  '— -  B^  ~  o, 
réquation  (i)  est  satisfaite  quels  que  soient  «  et  t{  :  c'est-à7 
dire  que  tous  li^  diamètres  conjugués  sont  égaux  dans  te 
cercle;  ce.qiit  ^stj^ident. 

510.  Dans  l^li^perbole  quelconque  ,  il  ne  peut  exister  de 
système  de  diamètres  conjugués  égaux;  car,  d'après  la  relation 
A'>  —  B'*  ==  A»  -»»^  B%  si  Ton  suppose  A';=  B',  il  efe  ré-^ 
suite  nécessairement  Ac=B;  et ,  réciproquement  ;  A=B 
donne  A'  =B'.  D'où  il  suit  que  V\ï^i^tv\yiA&  éqïiilaière  est 
la  seule  qui  puisse  avoir  des  diamètres^  conjugués  égouisj  et 
tous  les  systèm.es  de  diamètres  conjugués  de  cette  hyperbole 
sont  des  sfe^ioiès  de  diamètres  égau^x.'. 

Ainsi,  râ^i^ition  J-*  ^-  j;*  =3—  A*,  4an$  le  cas  où  la  courba 
est  rapportée  à  des  axes  obliques  ,  représente  encore  une  , hy- 
perbole é^uilatère.  <• 

3 il.  Rapprochons  les  diverses  relations  que  nous  avons  obtenues  entre 
les  grandiBurs  et  les  directions  diiBs  axes  et  des  diamètres  coigugués  \  ces  re- 
lations-ébnt  au  nombre  de  quatre  principales ,  savoir  ; 

A<«  ^  B'».:^  A*  +  B*;     A'B'*^sin  C  =  AB,    tanga'  tan^n  =  -.  -5!  , 

''     '     '  t*  •      .         '  A» 

C  =  a'.  —  A  y    pour<  r.ellipse  ;  .. 

A'-  —  B'«  =  A*  —  B-,     A'ÎB'  sin  C  =  AB,  '  tan^*"  tang*  s^        5L  ^ 

■I   .  • 

^  =  *'  —  a  y    pour  l'hyperijohg. 

Ces  équations  renfermaift  sept  quantités  A,  B,  A',  B'^a,  «,  ^'ên  peut 
se  proposer  cette  question  g^érale  :  Étant  données  troi^  àë  o^  *sept  quan- 
tités, déterminer  les  çuafre  autres.  ^  .     ^ 

Mais  nous  nous  bornerons  à  résoudre  les  deux  suivantes  :  / 

PREIHÈKE.  —  Connaissant  les  deux  axes,  d'une  ellipse  et  V angle  C  tjue  deux 
diamètres  conjugués  Jbnt  entre  eux,  déterminer  ces  diamètres  en  grandeur  et 
en  direction. 

On  a  d'abord,  pour  déterminer  A',  B',  les  deux  relations 

« 

A'.  +  Bi"  =  A'  +  8»,  }  i  CA' -+  P')*  =  A.  +  B'  +  ^  , 

>   d'où   )  ■  "°^, 


\  «^     ^.■ 
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.j 


Gomme  ces  équations  soiit  âbsolumjs^tl^  mçm#s^^ju:  ae- 
cens  près  pouç  A,  B,  que  celles  de.e^.  courbes  rap{Kyrtéesà 
leurs  axe^,  ou  conçoit  que  plusieurs  deft.  propriétés  él^\iesau 
^mDi|,ejqfcement  de  ce  chapitre  doive&t  se  reprodluire^l  «  P^^ 
rapport  aux ,  diamètres  conjugués.  Observons  eo  out^'que, 
pour  piUiser  de  TeUipse  à  ThyperbicUe ,  iljuffit  eucota^Élii^anger 
B'a  en  —  B'*  dans  Véquation  de  la  première  courbe. 
Fig.î7&.  Cela  posé,  soient  OB,  ÔC  (Jîg.  ij5) ,  dçHX  deini-diamètres 
conjugués  doj^n^  en  gran^^eur  et  en  direction ;,'^a||||||îllipse. 
que  nous  supposons  rapportée  à  ces  diamètres  comme  axes. 

On  tire  de  l'équation     A'y* +  B'"x>=A'»B'%*:*       * 

-  » 

A'»— x*  ~  A"  '  ^ 

ou  bien,  comme  '  ' 

« 

PM=j^,OP=x,  0B=  A',  d'où  AP=A'+£C,  PB=A'— x, 


I 


•a  ■ 


PM  B' 


ft 


àPxPB"~A'** 

•  .  •        •  •:»'■-',  'It 

Donc  le  carré  d'une  ordonrîée  parallèle  à  l^^des^^yttvèkifs 
conjugués  j  est  au  rectangte.  des  rdistances  dès  ^g^rifrlUtiés  de 
l'autrt  diamètre  au  pied  de  l'ordontiée  ^  dans  un  rapport  pons' 
tant.  Cette  propriété  est  analogue  à  celle  du  n^^Tis.- .   . 

514.  La  liaison  qui  existe  en  tre  Tordonnée  et  l^aBscjssedjkn 
point  quelconque  de  la  courbe  étant  la  même ,  ^oit  qu'ôd^â^ 
po^e  fbs  deux  diamètres  conjugués  faisant  .entre  çiux;.ub  j^jfF 
droit,  soit  qu'on  suppose  qu'ils  font  un  angle  quelt:onq\j^y  on 
peut  etvconclure  le  moyen  suivant  de  consfruire  l'ellij^  >  coii- 
naissfiiit  un  système' de  diamètres  conjugués  en^  gnmdeur  et 
en  direction.  ^  ]  '-  -  ♦ 

Soient  OB  ,  ^OC,  le^  digmi-diamèlres  donnés;. J^¥  point  0 
éleuè^OG  perpendiculaire *à  OB  et  égal  àHï^'ji  puis  surles 
deux  lignes  0B>  OCj  considérées  comme  les'demi>Hixes  d'une 
ellipse ,  décrivez  fa  courbe  AC'BD'A  j  d'après  tun^l^lncyyem 
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Citnnusj  élevez  aux  points  P,  P',.  •  •  *^^«  ordonnées  PR,  fK'^.î  ^ 
€^tt^  courbe f  menez  ensuite  les  lignes  PM^  PTI4f,...  pandlèèes 
àOCjet  respettiifémétttégales  à  PN^P'N'...:  les  peints  M,M',.'. 
appartîeadi^nt'à  la  courbe  cherdbée ,  qui  sera  alors  repr^ntée 
pftrACaH>A. 

Bd  effet  ^  il  est  évii^t  que  poiir  les  mêmes  abscisses  ;  les 
ordonnées  des  deux  courbes  sont  égaFes. 

LesrlfsQltats  précédens  sont,  en  tokt  point,  applicables  à 
llif  pèrbole  {'voyez  le  n*  5W  pour  cette  même  question). 

515.  Le  problème  des  tangentes  étant  résolu  parla  méthode 
du  n^  995 /pour  une  ellipse  rapportée  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  y  conduirait ,  dans  le  cas  où  Ton  donnerait 
le  point  de  contact  (x*,^")  {Jig.  176) ,  à  l'équation  Fis.176. 

r— r  =  — p^(^  — ^).     . 

dans  laquelle  a  =^  -^  ^^  „  n'exprimerait  plus  une  tan- 
gente trigonométrique ,  mais  bkn  (n*^  159)  le  rapport  des 
sinus  des  angles  que  forme  la  tangente  MR  d(^ec  les  deux 
diamètres  conjugués  OB ,  OG.  ^ 

Cette  équation ,  à.  Taide  de  la  relation 

se  réduit  d^aillcurs  à  la  forme.    A'îxr^  +  W^xx''  =  Af*W\ 

A'*i 
Faisons  dans  cette  équation ,  j'^io  ;  il  en  résulte    x = — J.  ; 

OC 

c'est  la  valeur  de  l'abscisse  OR  du  point  où  la  tangente  ren- 
contre'Taxe  des  X;  et  si  de  cette  distance^  on  retranche  x"  ou 
OP,  on  obtiendra  pour  la  valeur  de  la  soutangente  PR , 

A'*  —  x'^ 

I  PR  ™        #     "> 

'  X 

Ou  parvient  au  même  résultat  en  posant  jr  =o   <ians  l'é- 

i5 


X 

■"^ 

a;" 

**    J 

-S^x'  ' 

X 

x' 

f 

3gg  De  LA  TAi«CEfrre 

quation  non  simplifiée  de  k  tangehte,  et  cliercbimt  la  vaUut 

corre«po«idanle  de  -  x  -^  jî  .  ^ 

n  vient  en  effet,  pour  j-^o, 
ou ,  à  cgjosQ'  de  la  relation 

Ce  résultat  est  analogue  à  celui  qui  a  été  obtenu  («*»  28o) 
pour  Içi  soutangenie  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  princi- 
paux . 

Quant  à  l'équation  de  la  normale  et  à  l'expression  de  la  sou- 
normale  ,  elles  seraient  plus  compliquées  que  celles  du  n°  386, 
puisqu'il  faudratit  faire  entrer  en  considération  la  condition  de 
*perpendicularité  de  deux  droites,  dans  l'hypothèse  d'axes 
obliques. 

516.  Nous  pouvons  actuellement  généraliser  la  proposiûott 
du  n**  289. 

Soit  \AJ  {fig*  1 76)  une  droite  menc«  à  volonté  dans  le  plan 
d'une  ellipse ,  et  proposons-nous  de  mener  par  les  diffërens 
points  H'',  H",. . .  de  cette  droite,  des  tangentes  à  la  courbe. 

Pour  cela  ,  supposons  la  courbe  rapportée  à  un  système  de 
diamètres  conjugués  OX ,  OY,  dont  l'un  soit  parallèle  à  la 
droite  donnée,  ce  qui  est  toujours  possible.  Désignons  par 
x\j:\  les  coordonnées  du  point  Et',  et  par  x\yy  celles  du 
potnA  de  contact  de  l'une  des  tangentes  menées  par  ce  point. 
-    L'équation  de  cette  tangente  sera  de  la  forme 

j  — y  Tzz  a[x  —  x\.  a  ayant  pour  valeur  — .^^jT'u  • 

Or,  pour  déterminer  a;",  j*",  on  a  les  deux  équations 
A'!r!r''  +  B'Vx"  œA^'B'»...  (O,  A'y+B'«a;'"  =  A'«B'»-..  (3) 
Mais  au  lieu  d'efiFcctuer  l'élimination  de  or",  j" ^  entre  ces 
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équatiôfii ,  6il  peut  coYistruîk^  les  lieux  géoiuéttiques  qu'elles 
représetiCent.  (f^ojez  n*»  959.  ) 

La  Mcondeii^t  autre  diose  que  l'ellipse  déjà  tracée. 

Quant  à  l'équation  (i)  qui  représente  une  ligne  droite, 
faisons 

A* 


x"  —  


succëâsiyemeut    "^  „  '    >;  il  en  résulte  _, 

r    ==  —  • 

Ces  deux  résultats  étant  construits  et  portés  respectivepaent 

deO  en  P,  et  de  0  en  G,  détermineront  une  ligne  PG,  dont 

les  intersection^  JJT,  m',  avec  la  courbe,  seront  les  points  de 

contact  des  deux  tangentes  que  Ton  peut  mener  du  point  H'. 

A* 
Cela  posé ,  comme  la  valeui*     a?"  =^  — -  ^   correspoiidant    à 

j"=o,  est  indépendante  de  l'ordonnée  jr'  du  point  H',  on  peut 
conclure  que  si ,  par  un  second  point  H"  de  la  droite  LL',  on 
mène  deux  tangentes  U"M",  et  H^'m",  la  ligne  de  jonction  M"m* 
passera  nécessairement  par  le  même  point  P  de  la  droite  OX. 

.£n  général,  si  des  différena  points  d'une  droite  LL'  tracée 
à  volonté  sur  le  plan  d'une  ellipse  (  ou  d'une  hyperbole  )  »  on 
mène  des  tangentes  à  cette  courbe ,  et  qu'on  joigne  successi- 
vement les  points  de  contact  relatifs  à  chaque  couple  de  tan-- 
gentes  j  toutes  les  lignes  de  jonction  jouissent  de  la  propriété 
de  concourir  en  un  mêrfle  point  ^  qui  se  troui^e  placé  sur  le  dia- 
mètre conjugué  du  diamètre  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Lorsque  la  droite  est  extérieure  à  la  courbe ,  le  point  de 
concours  est  intérieur^  et  réciproquement.  Cela  résulte  évi- 

déminent  de  l'expression  x^sr— jr,  qui,  pour  x\  >  A',  donno 

X     ., 

x"  <  A%  et  pour  ir'  <  A', . . .  x" >  A'. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  également  vraie  ;  mais 
nous  renvoyons,  pour  la  démonstration,  à  celle  que  non$  en 
avons  donnée  par  rapport  au  cercle  (n°  îliJ). 

2.5.  . 


que  lô  diamètve  ON  eist  aussi  parallèle  à  la  corde  suppléa 
men taire  BK. 

De  là  on  peut  conclure  que  deux  diamètres  resp'-ctipeip^fit 
parallèles  à  deux  cordes  supplémentaires  qui  partent  éLes 
extrémités  d'un  diamètre  quelconque  j  forment  un  système 
de  diamètres  conjugués^  '    •        . 

C'est  la  proposition  du  n**  280  gëne'ralisée. 

Cette  propriété  et  la  précédente  ont  lieu  pour  Vbyperii^o^. 

580.  D'après  cela,  pour  fixer  sur  l'ellipse  ou  sur  l'hyperbole, 
la  pdsîtion  è!ttn  sj-stème  de  diamètres  conjugués  Jaisant  entre 
eux  un  angle  donnée  il  faut  ^  sur  un  diamètre  quelconque  ÀB> 
décrire  j^n  segment  de  cercle  cqpfible  de  V angle  donné ^  ce  seg- 
ment, qui  d'abord  passera  pa<r  les  points  A  et  B,  coupera  ht 
courbe  en  un  autre  point  K,  tel  que  si  l'on  tire  les  cordes  AK, 
BJ^ ,  et  que  par  le  centre  où  mène  ensuite  OM ,  ON ,  qat  leur 
soient  parallèles,  on  obtiendra  les  deux  diamètres  demandés. 

N,  B,  —  Ob  obseryera  toutefois  que ,  poiir  Fellipse ,  cette 
construction  n'est  pas  toujours  possible,  parce  que  .les  angles 
formes  pat  des  cordes  qui  s'appuient  sur  un  diamètre^  ont  des 
limites  déterminées. 

En  effet;  on  a  vu  (n®  881  )  que  les  angles  des  diamètre»  con- 
jugués d'une  ellipse  ont  pour  maximum  ^  l^ngle  obtu»  corres- 
pondait aux  deux  cordes  supplémentai^res  qur  j-o^lgoeiit  les 
extrémités  du  grand  axe  à  l'une  des  extiémités  du  petit  ajbt, 
et  pour  rfUnimum^  le  supplément  de  cet  angle  ;  or,  en  verlni  * 
du  numéro  précédent ,  tout  acigle  inscrit  et  appuyé  sur  im 
diamètre  est  toujours  égal  à  celui  d'un,  certain  système  da 
diantètres  conjugués  ;  donc  ces  angles  ont  }e  même  maprimupi 
et  le  même  minimum  que  ci -dessus.  .     ..'   •.    f. 

Ainsi,  avant  d'«;^sayer  1^  construction  préc^'dejQte-,  U.fs^U" 
drait  s'assur«r  si  l'angle  dojané  ^  tr^vive  dans  le^  limites  çgli 
viennent  d'être  assignées. 

581.   Nous  terminerons  cette  tb^otie  par  la  question  sui- 

vante  :  '     *       .  " 

Une  ellipse  ou  une  hjperbole  étant  tracée  sur  un  plan  ><^-s 


RAPPOmrÉE   MBI'.  0IM(âTR£S  CONJVGCÉS. 


Sgt 


t&rminieP  ^<m  ^éHàm  et-^m  ûtt^  /ff4ncipau!t,  en  granétur  et  efi 
direction!^ 

Soit  une  courbe  LHl'H'  {Jtg.  \^i)  que  Ton  sait  être  iineFig.177^ 
ellipse ,  mais  dont  on  ne  connaît  aucun  ^Itfmeqit.       %  "" 

D'abord  ,  pour  trouver  le  centre ,  tirez  deux  cordes  quelcon" 
ques  \nvo!'j  nv!  j  parallèles  entre  elles,  et  joignez  les  nvèUeuxde 
ces  deux^  cordes  par  une  droite  HH',  qui,  d'après  ce  qui  a  été   « 
dit  (n®î5ft),  sera  un  diamètre.  Prenant  ensuite  le  milieu  de    - 
ce  diamètre  ,  tous  aurez  le  centre  demandé. 

Actuellement ,  pour  obtenir  les  axes,  on  pourrait,  mprès 
at^oir  tracé  un  diamètre  qu^eongite  LL%  décrire  (n°  5Î0) 
une  demi  -  circonférence  >  et  joindre  les  points  h ,  1/  j  au 
poinfK.  oà  cette  den^i^irconférence  rencontre  la  courbe  ;  puis 
enfin^  mener  par  le  point  O  les  deux  diamètres  AB,  CD  >  paral- 
lèles k'hK,  VK,      ' 

Mats  il  est  plus  simple  de  décrire  du  point  0  comme  ce.itrej   . 
at^ec  le  rayon  OV j  un  arc  de  cercle  qui  coupe  l'ellipse   au 
point  K  j  puis  de  diviser  cet  arc  en  deux  parties  égales  au 
point  I  ;  et  la  ligue  de  jonction  01  représente  la  direction  de 
l'un  des  axes. 

Car,  u'èprèê  la  construction ,  les  demi-diamètres  OL',  OK, 
sont  égaux;  ee  qui  ej^ige  qu'ils  fassent  des  angles  égaux,  soit 
ayéc  le  premier  axe,  soit  avec  le  second. 


^§  Ç^.  tfe  rfij'perbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

•  'y 


322.  Il  résulte  de  tout  ce  qui  a  été  dit  iusqu'à  présent  sur 
l'ellipse  et  l'hyperbole ,  que  toutes  les  propriétés  de  la  première 
courbe  exisittit  également  dans  la  seconde ,  à  certaines  modi- 
fications près  pour  quelques-'unes.  Mais  la  réciproque  n'est 
pa&^mic  -j  nous  voulons  dire  que  l'hyperbole  jouit  de  plusieurs 
propriétés  qui  ne  peuvent  appartenir  à  l'ellipse  :.ce  sont  les 
propriétés  relatives  aux  asymptotes.  Pour  en  compléter  i'en- 
secniile  ,  nous  allons  nous  iKoposer  de  rccJicvcher  Ve^iualion 


de  l'fy-p^rbfile  rapportée  à  «#c  a^wfÊai0.s^>€nmmk€  âxescoof 
donnes,  , 

L'équation  de  Thjperbole  rappprléç.à  ses  «xesétanl 

'       A»y^  —  B^oî*  =  —  A*BS . .  /  (i) 
substituons  k  la  place  de  -x  et  àejr  les  valeurs   * 

X  =s^  X  C08  «   +  J'  C08  J , 

.jr:=zx  sin  »  +  jr  sin  «', 


..<  • 


prop-es  à  faire  passer  la  courbe  d'un  systèniM.rectaii^daireà 
«n  système  oblique  (  vcyez  n^  St9)  ;  il  vient 

(  A'  sin«  4c'  —  B»  coa»  m')^  }      \ 
+  (2A*sin«8in  «'  -^aB*^bs'tf  C0B«')ir;'  Vas  -^^  A*B*^ ...  (a) 
+  (  A»  sin*  flt  —  B*  cos«tf)  4?^  J  j  , 

€ela  posé  y  prenons  pour  nouvel  axe  des  x^  l'asymptote  OK 
Fig.178.  (Jig.  178)  située  au-dessoua  du  premier  axe»  et  pour  noa^el 
axe  des  j*,  Tasymptote  OL  ;  les  angles  «» ,  * ,  but  alors  une  va- 
.  leur  déterminée  (  n**  S08)  par  les  équations 

B      ^  ,         B 

tang<t=  — -,     tang  •  =s   ^., 


•"•   * 


d'où  Vou  déduit 

»    A  .     '  B 

#  A  .     ,  B  . 

cosii  gga   ■  ,     sinii  =  ,11  .ii  ; 

|/A*+¥  |/ià>  +  B* 

et  par  conséquent ,  -,       .  ". 

A»  sm»  «    —  U*  COS*  #^= rrr 


A*  +  B» 
A* sm'*  *•  —  B*  ces*  A  =  -_~— —  =s  o, 


» . . 


/  4A*B' 

2  A'  sin  »  sin  «'  -^  28*  dbs  «  cos  •'  =  —         ' 


A».+  B^ 


V 


! 
I 
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Voix  Fott  voit  que  les  termes  en  j-^  et  en  x*  disparaissent 
par  l'effet  de  cette  transformation  ;  et  si  Ton  met  dans  Tëqua- 
tion  (2)  la  valeur  du  coeflScient  de  o^  ;  ob  obtient  /toftte  ré-^ 
daction  &ite , 

A' 4-  B^  . 

^  xjr  =  j (3) 

Cette  équation ,  qui  ne  renferme  que  le  rectangle  des*varia- 
bles  et  une  quantité  toute  connue ,  est  la  foi*me  caractéristique 
de  l'équation  de  toute  hyperbote  rapportée  à  ses  asymptotes 
considérées  comïne  axes  coordonnés. 

En  effet  y  supposons  qu'on  yeuille ,  réciproquement ,  déterr 
miner  «,  m\  dans  l'équation  (3),  de  manière  que  les  termes  en 
^  et  en  j^  disparaissent.  Il  faut  alop  établir  les  relations 

""*   • 
A»8in»«  —  B'cos*#  =0,     À' sin*«  —  B' cos»  i»  =3;  o. 

Or ,  la  première  donne  , 

••  ♦ 

B^ 
A»  tang^  «'  —  B^  =s  o ,     d'où     tang  m  z^zt  -:; 

B 
^  seconde  donne  aussi  tang  Mssdt  -r; 

<^  qui  prouve  que ,  si  Ton  prend  pour  ce'  l'angle  dont  la  tan- 

B 
gmie  est  -|-t  -If  il  f&ut  prendre  pour  m  celui  qui  a  pour  tan- 

*  ■ 

gente  —  -.   Donc  les  nouveaux  axes  par  rapport  auxquels  l'é- 

quation  est  ramenée  à  la  forme  xj-z=zhy  sont  les  asymp*« 
totes  de  la  cotbrbé. 

« 

11  est  d'ailleurs  visible ,  d'après  cette  équation ,  de  laquelle 
on  déduit  .  j^  =  — ^  ou  a:  =  —,  que  plus  x  augmente^  plus 

J"  diminue;  et' si  Ton  suppose  que  x  soit  plus  grand  qu^aii- 
cune  grandeur  donnée ,  j-  devient  moindre  qu'aucune  grau* 
deur  donné»  ;  et  réciproquement.  Ainsi  les  nouveaux  axes 
jouissent  delà  propriété  caractéristique  des  asymptotes  (o^  1164) . 


\ 


.    ♦ 


$94  ^    9B  li'llYPEnilOLE 

Â^>  ^  9^ 
525.  FaisoDS  ,  pour  plus  de  simplicité,   -— acA*; 

l'«qtt»tfoa  (iy  devient        o^  &£&•  k^, 

Fig.i7d.      Appelant  f  Tangle  LOK  des  deux  asymptotes  (y^g^.  i^8), 
et  multipliant  lés  deux  membres  de  cette  équ|tion  par  sin  C, 

l'on  obtient  rr^  sin  C  ss  k^,  sin  C. 

Cela  posé,  soient  ]|f  an  point  quelconque  de  kieoiirbe,  MP, 
MQ,  lés  coordonnées  de  ce  poîkt^  parallèles  aux  asysapK^tes;  oa 
forme  ainsi  un  parallélogramme  OPMQ ,  dont  la  ew&cc  i 

potfr  mesure  ,  OP  X  Mïï  ==:  xy  sin  €. 

Or  »  cette  expression  est  ^gale  à  A*  sia  ff ,  quantité  canéa^ 
et  indépendante  de  la  position  du  point  M. 

T^XÊlttmis  les  paraU^ùgrammës  construits  sur  des  coordon- 
nées parallèles  aux  asjTnptoies  sont  équivalens  entre  eux. 

N.  B.  —  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  surfoce  cons- 
tante est  ^ale  à  la  oloitic  d«  rei^tangM  0B£0  construit  sur 
\ei  demi-^axes.  *         *  " 

$a  efijet ,  l'a^glè  C  des  deux  asymptotes  elant  double  it 
Vangle  LOX ,  on  a 

sin  C  =  sin  i«  =  i  sin  «t'.cos  a.i 

mais  on  a  trouvé  (n*  328) 

,  A  .  .  ,  A        •  'rtx 

t  VA^  +  B'  V^A*  +  B*- 

•         .    ^      '     2AB           A»  +  B*      .    ^  "  '    AB 
demc      smfe=  -rr — - — 5;  et  — - — jp .  sinv  =*  -r*  • 


A*  +  B*  î 


2 


Observons  encore  que,  si  l'on  joint  les  points  A,  B',  aux  points 
C^  1>  ,  extrémtiës  du  second  axe  ,  la  figure  ainsi  f#rtoéé  est    | 
ma  losange,  don),  les  ^tés  sont  parallèles  aux  asymptt^ie^ ,  et    \ 
qui  est  quadruple  du  losange  OIBI'  construit  jwr  l^s  ^coor-    1 
données  du  point  B.  *    - 


« 
* 


EAPPOaTAl»«A   SB8  ASYUTTOTES.  3§|!{ 

Qr^  le  jwrenmr  t»  compose  McLemment  dequalfe  triangles, 
BOC,  GO  A,  AOD,  DOB,  moUies  respectivement  des  qMtve 
rectangles  OBËG,  OkeC^Oke'D,  OBE'D;  ce  qui  proHTe,  d'utte 
autre  manière,  que  le  grand  losange  est  la  moitié  dn  rectangle . 
construit  sur  les-  axes ,  ou  que  le  petit  losange  est  moitié  du 
rectangle  construit  sur  les  demi«axe$. 

La  figure  ADBGy  qui  a  pour  expression    (A'  -|-  B^}'ftiaC^ 
ou  2AB,  s'appelle  la  puissance  de  l'hyperbole.  Dans  le  cas 
de  Vhfperhole  équilatère j  cette  puissance  se  réduit  â  aA*,  et 
le  losange  devient  un  carré  qui  a  pour  côté  A  ^/a. 

884.  Proposons-nous  actuellement  de  metteiP  uoe  tangente 
en  un  point  donné  M  (J^g»  1 79)  de  Tb^perbole ,  eu  employant  ï'îg-»79- 
k  méthode  du  p!"  I9Q. 

Soient  {affj-")  les  (coordonnées  du  poiu^JM»  (*'»J*')  cdlés 
d'an  sècoi^  point  de  la  courbe. 

L'équatioij). de  l'byperbole éta^t         xj^m^k^^,. .  .(i)  - 

la  sécante  sera  représentée  par  le  s]^stème  des  trois  équations 

x'y  =  k%../, (3) 

yy  ='A' .r.. (4) 

y'  -^  Y* 

Pour  obtenir  la  valeur  du  coefficient     r   '  V/^re^raucbons 

lea  deux  relations  (3)  et  (4)  l'une  de  l'autre  ;  il  vient 

o^y  -^  ity  ra  0  j     équation  qui ,  par  l'introduction  des  deux 
termes     —  ^y>  -f-^'x',     qui  se  détruisent,     se  change  en  ^ 

^  Cr' —y")  +  jr"  (*'  —  «•) = o  ;   d'où  -C^-^  —  —i' 

X    —  X  X 

*  •     f         '  '.  •        .  . 

Donc  la  sécante  est  «ncore .  représentée  par  les  équations 

suivantes 

•       -vT  T  jr"  ==  -  "4 (^  -  ^"y ,"'•     et    x"y  =  k\ 


3^  .vu  I^'HfKBBOU 

Jiais^i  l'en  v«ut'que €«lte-  époite  devienne  taageate  ^  il  but 
suppo^fr  çd  zmaf  A%y,  ^*^jr"  ;  oe'qi4  donne 

m  *  * 

équations  dont  la  première  est  celle  de  la  tangente  démandée 
lorsqu'on  suppose  que  la  seconde  est  satisEadte. 

5Si$.  Remarque,  —  Pour  passer  de  la  sécante  à  la  tangente, 
il  a  suffi  évidemment  d'introduire  la  condition  x'  :=.»' ^  palfr- 
que  y  n'entre  pas  dans  les  deux  équations  de*  la  sécante. 
Et  en  effet ,  il  résulte  de  l'équatioù  de  la  courbe ,  xt-cs*', 
qui  ne  donne  qa'uAe  seule  valeur  de  jr  correspondant  à  une 

valeur  de  rc ,  et  réeij^oquement,  que  la  conditîen.  •  •  • 

ai  SSL  x"  entraîne  nécessairement  y  rsjr".  Il  n*en  est  pas  de 
même  lorsque  la  cQurbe  est  rapportée  à  àes  axes/otffè'un 
système  de  diamètres  conjugués,  parce  qu'à  la  même  tUeuT 
de  X  il  con^espond  touj^^iradeux  valeurs  de  j^;, ainsi  Ton 
doit ,  dans  ce  cas ,  introduire  les  deux  condttioiis  à  la  fois. 

Si  Ton  appliquait  la  méthode  générale  du  n"*  196 ,  c'estrà- 
dire  que  l'on  combinât  entre  elles  les  deux  équations  xy  =  ('} 
et^  '^y  =  a  (a:  —  a:') ,  pour  former,  soit  une  équati<m  ea  x 
seulement ,  soit  une  équation  en  j- ,  on  trouverait ,  pour 
la  condition  qui  exprime  que  les  deux  valeuts  de  a: ,  ou  celles 
de  j-,  sont  égales  ,  la  relation  unique  {y^ax'y  +  4*'^*=*^» 
sans  aucune  solution  étrangère  (n^  107]  ;  et  cela  s'explique  en 
observant  que  les  deux  valeurs  de  x  ne  peuvent  être  égala 
sans  que  celles  de  jf  ne  le  soient  en  même  temps  ;  et  réci- 
proquement. •    .^ 

526,  Voyons  les  conséquences  qu'on  peut  tirer  de  l'équation 

de  la  tangente ,  jr  — ^  =r  «—^-5  {x  —  x'^. 

•  -^ .  .*•        •  .  ^^ .  .  «^  ^ 

Soit  (ait  dans  cette  équation^  j-  =  #  ;  iUen  VéAilté 


—  a:    =  — -TT^  =;  X  . 


'.y 


u'^ 
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Or,  cette  valiçur  de  x-^x'^-  est  ëgale  à  la  distance  OR  {fig,  479)  Figi;9' 
diminuée  de  l'absoisse  OP ,  c'est-à-dire  à  la  soutangente  9R  ; 
d'où  Ton  voit  que  Pfla=  OP.  Donc ,  à  cause  des  triangles  sem- 
blables OTR  9  PI4R  >  on  a  nécessairement  MR  =  MT;  ainsi , 
la  portion  d'une  tangente  comprise  entre  les  asymptotes  ,  ett 
divisée  e^  deux  parties  égales  au  point  de  contact. }  propriété 
déjà  démontrée  n®  Z&6. 

Actuellement ,  les  deux  triangles  OMP^  PMR  donnenty 


MR  =u|y'  +y' ' — a^y . 


cosMPR, 
Gos  MPR  ; 


d'où  l'on  déduit  OM  ^  MR  as  ^xy .  cos  MPR  ==  ^y .  cosC  ; 

mais  l'équation  a?*y*=:Af'a=: — J—  donne  4^y  =  A"  -|-  B*; 

d'ailleurs,  enaC=3  2<e,  d'^où  cosff=ecos*«i-— sin**  ;  ou  met- 
tant pour  cOB^i,  sin*«  y  leurs  valeurs  trouvées  n"*  SM  , 

^      A»  —  B« 

Donc  l'expression  de  OM  —  MR  devient 

"ÔM  —  MR°s=  A*  —  B\ 
Or  ,  OQ  a  obtenu  (n*  807)  la  relation  A'*  ->  B'*=:Â'  — •  B*; 

donc  enfin ,  OM  — TffS  =s  A'*  -^  B'*. 

Ainsi ,  en  atapposant  que  OM  soit  le  demi-diamètre  A%  on 
peut  conclure  que  MR  représente  le  demi-diamètre  B'  ;  c'est- 
à-dire  que  làportion  de  tangente  TR  >  représente  en  grandeur 
le  diamètre  conjugué  2S  de  celui  qui  passe  parle  point  de  con- 
tact ^  c'est  la  seconde  propriété  du  n^  SOS. 

De  là  résulte  aussi  immédiatement  cette  propriété ,  que  les 


3g8  DE  L'lYÏ»E!\6blîfe 

parallMogtammes  inscrits  à  i^hyperbolé  ôiH^'tèUrs  sommets 

plêÊcés  sur  lês  asymptotes , 

Considérons  encore  une  sécante  quèlcfrnque  à  l'hyperbole,  SS' 

Figï79-  {fig»  i79),etdc'8Îgnotispar (^',j'')lescooftih)nhéeséiipomtîf, 

par  (a?*,  y")  celles  du  point  »'.  *  * ^  **' 

On  a  trouvé  (ii°  594}  pour  lé  système  de^  équaifoû5  ][Jfbopres  à 

représenter  cette  sécante, . .  ; j*— ^"=— '=^(iiv-<r''),;  ►,* at'ystA*. 

Or,  si  l'on  fait  daùs  la  pnimière^    j-  ss  o,     l'on  obtient 

x^x" —-^  t=:  X  ;  c'est-à^re ,  OS' — OQ'  ou  Q'S' = OQ  ; 

J 


et  par  conséquent , 


Q'y  =5  Q'N. 


D'où  l^n  voit  que  les  deux  triangles  NQ'^S,  N^QV,  sont  ëg^tti, 
puisqu'ils  sont  équiangles  et  qu'fjs  ont  i^;i  c6^/  /g;a/.  De  là  ré- 
sulte nécessairement  NS=N'S'}  ee^qui  démontre  que  les  deux 
parties  d'une  sécante  comprises  entre  la  courb0  et  lés  asjmp- 
totes  j  sont  égales  entre  elles  (a®  S06). 

Nous  avons  cru  devoir  revenir  sur  des  propriétés  déjà  éta- 
blies »  pour  faire  voir  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  com- 
binaison de  réquation  xjrz=zhy  avec  celle  de  la  ligne  droite; 
mais  on  doit  reconnaître  que  les  démonstrations  ^ui  en  ont 
été  données  précédemment  sont  préféral)^es  à  celles-ci. 

527.  La  dernière  propriété  fournit  un  moyen  aussi  sipple 
qu'expéditif  d^  construire  une  hyperbole ,  dès  que  Ton  connaît 
^'les  asymptotes  et  un  seul  point  de  la  courbe. 

Fig.  i8o.      Soient  LL',  KK'  {Jig*  i8o) ,  les  deux  asymptotes ,  et  M  le 
point  donné  de  position  sur  leur  plan. 

Menez  de  ce  point j  des  droites  s€tu$  touf^s  les  directions  pos^ 
sihlesj  et  à  partir  des  points  Sj  s'^  8"^# . .  où, ces  droites  reri" 
contrant  l'asymptote  KK^ y  prenez  des  paHies  sm^  s'm'>  s^mV- 
égales  aux  distances  SM  y  S'iA  ,  S'M  j  , . ,  du  point  M  à  ceux 
où  les  mêmes  droites  rencontrent  l'autre  asympt&te  ^  les  points 
m,  m'j  m%  ainsi  déterminés  |  appartiennent  à  la  courbe. 


lU^PPOilTÉ£  A   SES  ASVMPXOTES.  9^ 

Kemarquez  tjue,  par  celte  consfruction,  Ton  obtient  à  la 
fois  des  points  <ie  ehaeKne  des  deux  branches  ;  car  la  proposi- 
tion des  sécantes  a  été  démontrée  uiême  pour  une  sécante 

On  peut ,  dans  cette  ui^œ  £ir«oiistance ,  déterminer  les  axes 
en  grandeur  et  en  direction. 

D'abord,  si  Ton  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  C  des 
deux  asymptotes ,  ainsi  que  son  supplément ,  an  aura  lesdi- 
rcctiofis  des  deux  axes. 

En  outre^  le  point  M  étant  connu  de  positioxi ,  ses  coordon- 
nées, a?',  j^',  parallèles  aux  asymptotes ,  sont  aussi  connues. 

On  a  donc  la  relation  rcy  c=  4%  ou  A'+B"=4x^-'  ;  : . .   (i) 


mais 


on  a  aussi  (n"  258) tang  -  ff  =  ±:  ^  ; 

2  A 


d'où 


B»=  A'tang'iff...   (21) 

2 


Combinant  entre  elles  les  équations  (i)  et  (i) ,  on  trouve 


d'où 


A«(i+lang*-C)=4xy; 

2 


*'=r+^=4^>'--;^ 


et  par  conséquent        A  =  2  cos  ^  C  V ^y\ 

Ja 

B  =  Atangif=2tangiff.cosiCv/<?=2sia-f  V^<77- 


< 
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GAlUCTà&IS  DES  FOlflTB  DE^  tJL  COCEBE. 


§   IV.    D£    hk    PÀRABOI^. 


Propriétés  de  cette  courbe  rapportée  à  ses  axes 

principaux* 

« 

5S8.  Comni^ona,  aia&i  que  pour  F^pBe'^t  jl*hyparbole, 
par  indiquer  les  caract^resi  analyi^ues  ou  géûanéCriqueft  qui 
distinguent  les  points  pris  sur  la  courbe ,  de  ceux  qui  sont 
placés  au  dehors  ou  en  dedans. 

I®.  Soit  j^'  =  2/)a7  Te'quation  de  la  parabotp  MAm. 
Fi£f.i8i.      Considérons  les  trois  points  N,  M,  N'  (y%.  161),  situés  sur 
une  même  pei^ndiculaire  à  l'axe  des  x^  et  dont  le  premier  se 
trouve  hors  de  la  courbe ,  le  second  sur  la  courbe ,  et  le  troi' 
sième  en  dedans. 

On  a  évidenunent    NP^MP  et  N'P^MP;  donc^  puisque 

pour  le  point  M,       MP  ==  2/>.  AP,       ou     j^  —  :tpx  =  o, 

il  s'ensuit  que,  pour  le  point  extérieur  W,  on  a  j^'  -»r  apac*^  0, 

et  pour  le  point  intérieur  N',  jr^  — ^  apsj^t*<<to. 

N.  B, —  Si  le  point  extérieur  avait  la  position  V"^  Fabscisse 
AF'  de  ce  point  serait  négative,  et  Ton  aurait  à  fortiori 

t 

2*.  Suivant  la  définition  de  la  parabole  (n*  S4i) ,  chacun  de 
ses  points  M  est  à  égale  distance  du  foyer  F  et  de  la  directrice 
LL'  ;  mais  si  l'on  considère  deux  points  R  et  R',  l'un  au  dehors 
et  l'autre  en  dedans  de  la  courbe ,  en  menant  par  ces  psints, 
les  droites.  Q^RMS  ÇfWY^^  paraUèles  à  AX ,  puis  joignant  le 
point  F  aux  points  R  et  M',  R^  et  M^,  on  a  d'abord  :  « 

Pour  le  point  R,  FR+RM>FM'  ou  M'Q';  donc  FR>RQ'; 
^'est-à-dire  que  la  distance  d'un  point  extérieur  aufqyér  est 
plus  grande  que  sa  distance  à  la  directrice  / 

Pour  le  point  R',  FR'  <FM''  +M"R',  ou<Q''M''  +  M'R'; 


•• 


RELATION   ENIMIE   LES  CàRMÉS'  DES  oKfK>NNé£S.  4^^ 

d'où     FR'  <  Q"R'  ;     ainsi  la  distance  d'un  point  inté rieur ^au 
foyer  est  moindre  que  sa  disîance  à  la  directrice, 

5519.  De  IVquati^n  j^'^^apXyton  déduit  r—:9  2/>$  ce  qui 

fait  voir  qup ,  dans  la  parabote ,  le  carré  d'une  ordonnée  est  à 
l'akéciêse  correspondante,  dans  un  rapport  contant  appelé  le 
pariaifitf»de  la  courbe;  enid'autres  termes,  les  carrés- des  or-^ 
dffnnéfs  ^ftiteniiff^  eux  comme  les  abscisses  correspondantes^  ou 
les  ordonnées  croissent  comme  les  racines  carrées  des  abscisses. 

Ce  dernier  caractère  établit  uoe  âifférence  çeusible  entre 
le  cours  d#  la  parabole  et  celui  de  chacuti^  des  braiiches  de 
riiyperbole.  En  effets  )>ufsque  IVm  a  pour  cQ)le-ci  : 


il  en  résulte  que  les  valeurs  dej'  croissent  presque  proportion-^ 
nellement  auçc  abscisses  pour  des  valeurs  de  x  un  peu  considé- 
rables. L'hyperbole  s'élève  donc  beaucoup  plus  rapidement 
au-dessîis  de  l'axe  des  .r,  qu'une  branch^  parabolique.  Enfm, 
lorsque  x  est  très  grand ,  le  cours  de  l'hyperbole  est  presque 

B 
celui  d'une  ligne  droite  ayant  pour  éqaation^=:=— a;;  tandis 

que  le  cours  de  la  parabole  approche  beaucoup  de  celui  d'une 
ligne  droite  parallèle  à  faxe  des  a*.       « 

L'équation y^sssipx donnant^ncore  ^plj'lly  Ix^  on  peut 
eu  conclure  '  le  moyen  suivant  de  décrire  la  parabde  par 
points  : 

Prenez  sur  le  premier  axe  principal  j  et  à  la  gauche  de  l'ori* 
gine  A  {Jig.  182),  une  distance  AC  égal  •  à  2/)/  éleue:^  sur  AX,  Fiff.ifa 
de  différens  points  P^  P'  j,  P" . . . ,  des  perpendiculaires ,  puis  dé- 
criiez sur  les  lignes  CP^  CP'>CP"..,j  coftùne  diam,ètres j  des 
circonférences  ;  enfin ,  par  If  s  points  Q  ^  Q',  Q".  .\,  oà  ces  cir- 
conférences rencontrent  le  second  axe  ,  menez  des  parallèles  au 
premier^  les  points  M,  M',  M",..,  déterminés  par  la  rencontre 

26 


; 


«» 


4o2  MES@HE   d'uRT   SBCHKEnT  PARABOLIQUE. 

dfi  ces  parallèle]^  avec  leâ  pêrpendicatairés ,  sotil  dç$  points  de 
la  patabo|e  demancMç. 

En  effet ,  pour  une  abscisse  quelconque  AP,  «i^ous  avez 

,    Ca:aq::aq:ap,  ou  ii/):MP::MP:AP;  d'où  MP=ap^.A^. 

Les  points  d«  la  branche  ioiiérieure  ae  détenuinont  eafiéo- 
longeant  lea  perpendicuUîres ,  de  partiesiJiéçales^à  •Ues-mêines. 

IRSO.  Mesdae  0'ût<r  SEGMENT  PAtABOLiOvxE.  -«v^^fin  de  $«if  re  le 
même  orére  que  pour  les  deux  autres  courbes ,  proposdbs-noas 
de  déteimineip  Taire  d'un  segment  compris  entre  ^  ircAe  pa- 
rabole M  Ain ,  et  une  cotée  Mm  perpendilînlliirè  an  premier 
aice/ou  simplenient  Taire  4a  delni^tlségineiit  APM^ 
Fig.i83.    ,  Pour  y  parvenir,  considérons  sur  Tare  AM  (^i  i83),  une 
^uite  de  points  M,  M',  M", ...  ;  et  de  tous  ces  pKntii ,  menons 
des  .perpendiculaires  et  des  parallèles  à  Taxe  AX,;  ces  droites 
'  déterminent  des  rectangles  RPP'M',  R'FP''M% ....  que  nous 
nommerons    rectangles   intérieurs ,   et    cTautres    rectangles 
R'QQ  M',  R*Q'Q"M'', ....  qui  seront  appelés  rectangles  exté- 
'     Heurs, 

Or,  en  désignant  par  x  etj^j  x  eXy\  x"  et  j-*, . . .  Içs  coor- 
<-  données  des  différens  points  M,  M.',  M",. ...  on  a  pour  la 

surface  s  du  rectangle  intérieur  RPP'M%        s  =  j^'  {x  —  j-'j, 

et  pour  celle ,  < ,  du  rectangle  extérieur 

correspondant,  *'      .  t-^x'  {y — /)» 

d'nù  Ton  déduit  f  =  ^.C^— '^O. 

^  '  ^      ^  (jr— T^ 

Mais ,  puisquje  les  points  M,  M'^. . .  se  trouvent  sur  la  courbe, 
on  a  les  relations   jr'^  =  ipx^  j*'^  =  ^p^ ^    qui  donnent 

x^-^-^y     x  —  x'z^-l ^i-l 

'  •  -. 

il  vient  donc,  par  la  substitution , 

•    .  »  u  y  (  j"— y  )  _  r  +y  _;  .r  ■ 
t  ■  y'ir-y)  "  y   ~  '^y   . 


"^   MESURE   d'un  BméÊÊBMt   PARABOLIQUE.  4^3 

On  obtiendrait' pour  letdé'ux  i^ectaagles  suivans, 

*'       .y 

^t  ainsi  des  autres.       •   *  '  -•  -  '.■• 

Observons  maintenant  que  les  points  M ,  M\  M'\  . .  ,^  |^u- 

Y^t  étrepiis  siir.la.  courjp^^dfe  telle  tnainière  qi^'on  mt  la 

r      y'       y" 
suite  de  rapport!»  égâUx ,     ^,  ssr^  =  ^  .......  ii=:- 1  +  m, 

y     y ,     X  ^  .. . 

m.ëtapt  Mw  fraction  consUmte  aussi  petite  que  l'on  veut  (il 
si)i!it ,  pot^v  cel^,  de  prendre  sui;^  A¥,.  des  parties. . , \^, 


AQ'  =  AQ  >< 


AQ^'  éz  AQ'  X 


puis  de 


mener  par  les  points  Q',  Q", .  .  des  paraUèles  à  AX). 

1  •  s     s 

Au  moyen  de  cette  condition,  les  rapports  -,  -,. ..  deviennef^t 


s 


=  2  +"^,      -,  ±!S:  a  +  m,       p  ftsa:  a  -f.  m ; 


d'où,  ^n'ketivi  d'un  principe  connu, 


»- 


s4-/  +  s"4-...  s 

ce  qui  démoftlfe  déjà  que  le  rapport  entre  la  somme  des  rec- 
tangles intérieurs  et  celle  des  rectangles  extérieurs  est  égal  à 
la  quantité  cofistante  2  -f-,nfi. 

Gela  pose,  comme  il  est  évident  que,  si  Ton  prend  pour  m 
une  très  petite  fraction ,  U  somme  des  rectangles  intérieurs 
différera  fort  peu  du  demi-segment  AMP^  que  la  somme  des 
rectangles  extérieurs  différera  aussi  fert^peu  de  la  figure  mixti-^ 
ligne  AMQ,  et  que  ces  diSfiérences  seront  d'autant  plus  petites, 
que.  la  fraction  refH'ésentée'par  m  ^i\r^  une  moindre  valeur, 
on  pe^t  exclure  qu'à  la  limite,  Ic'est-à-dirâ  lorsqi^'on  suppo- 
sera 772=0,  les  deux  sotnmes  de  rectangles  se  confondront 
avec  les  surfaces  AMP,  AÎVÏQ,  et  que  Toii  aura  nécessairement» 
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4o4 

AMP 


■  .     •       /       • 

=  2,    d'où  AMPsraAMQ;     ainsi,     APMQ  =  3AMQ, 


AMQ 

et  par  conséquent, 

AMQ=:^APMQ,  ou  AMP  =  |APMQ  =  |a;.j-. 

Donc  enfin  ,  la  surface  ify  deM-segment  paraboli  fàé  AVP 
eH  égal^  aux  deux  tiers  du  rectangle  construit  sur  les  coor- 
données extrêmes. 

Il  résulte  de  là  qu'un  segment  parabolique  est  umet  sufface 
car^aUe$  ce  qui  n'a  liea*  ni  pour  le  cercle  nipbdi^l^llipse, 
dont  les  aires  dépendent  du  mppoft  de  la  circonCérence  au 
diamètre.  >  <   i     . 

Problème  des  Tar^entes, 

551.  Proposons-nous  actuellement  de  mener  une  tangente  à 
la  parabole  par  un  point  {x"^  j^')  donjfté  sur  la  courbe. 

U8e  droite  menée  par  ce  point  et  par  un  second  point  {x\j] 
de  la  courbe ,  est  représentée  par  le  système "dâTIyoîH équa- 
tions  'f  '  '    *    ' 


y*  =  apjc , 


y*  =.  ipx' 


(3) 


y  -r . 


Pour  obteniy  la  valeur  de*^  ,  '      h  \  retranchons  les  ëqualions 

X  —a?  ',  .   * 

(2)  et  (3)  l^ine  de  l'autre  ;  il  vient  '  .   •  * 


(y  ^f)  (y  -y) = v  (^'  -^"u  à'où^L-jL = ^^ 


ar'— x' 


Ainsi ,  la  sécante  esfeiQiore  exprimée  par  lés  deiQL  équations 


J-— y  =  ;;>-^-^  (^  —  oc")^^  et   y*  =  apx'': 


y+r 


J 


Mais  pour  que  cette  droite  dBvieme  tangente^  il  faut  que 
Ton  ait  à  U  fois    j*  ^=^y  %     af  tszx*  \    ce.  q|ii  donne 

dont  la  première  est  Fëquation  de  la  tangeute  lorsqu'on  sup* 
pose  que  la  seconde  est  satisfaite. 

8M.  iî^m^îr^we.— Comme  re'quationj^-;;^'s=    .    '     ,;  {x-^jif*) 

est  indépen4f||itç-fi0-x%  U^s'ensH^  que  Thypothèse  j  -^^y 
suffit  pour  i^tablir  W  contact  de  la  droite.*  Gela  tient  à  ce 
que  y  l'équation  de  la  couil>e  élant  j'^zs^npx^  à  une  va- 
leur dej^  il  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  pour  x  ;  aânsi, 
dès  qu'on  suppose  que  de|iaiordonné^  4e  la  ^urbe  sont  ^le§, 
il  doit  en  être  de  même  des  abscisses  correspondantes.  « 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Aussi ,  en  appliquant-la 
mëthode  générale  du  iiP  106,  ce  qui  revient  à  combiner  entre 
elles  les  deux  équations" 

.  niT*  —  ,Wîfi    J' rTy.=  a(ac  —  .0?'),        •    '    ^ 
on  trouve  pour  le  résultat  de  rélimination  dej^, 

et  pour  k  résultat  de  l'élimination  de  x. 

Pour  que  les  deux  racines  de  l'équation  en  x  soient  égales  | 
il  but  que  Ton  ait  ,       «  ^  ^'' 

ou ,  dévelo^ant  la  première  partie  ,  supprimant  les  deux 
quànt^téâ  à^(y -^actf^j  ^'^a^t.y ^-^nis^y'  qui se*détrui- 
«ent ,  et  ordonnant  par  rappor|  à  12 , 

a/>*'.a'-*3j>f'.a +/)!  s=  o. . , .   (1) 


'  ♦« 


•• 


•    f 


•  » 


QuBMt  aux  >ddW«  vahMDrs'dk  y/«Ile»  deviannenl:  éjgûes  au 

> 

moyen  de  la  coWlition    p^  -f^  ^p  (ax^' — y)':^  d,- 
ou,  ordonnant^par  rapport  h  a, 

^px\a* — a^.a  «f-p*  =  o, ., ..   (2) 


«        • 


résultat  identique  avec  le  résultat  XO* 

Mais  on  voit  que  la  seule  bjpot&ésé  que  les  deux  valeurs 
diéy  soient  égales,  cpiidiNt>  la  véritable  cond^tipo  da /con- 
tact ,  sans  condition  étrangère  ;  tandis  que  ceHe  qui  exprime 
l'égalité  des  deux  valeurs  'Aè  x ,  donne  Ifëtf  à^Qiie  première 
équation  qui  renferme  les  solutions  à  ss  çjo ,  '^*:==:oo,  puis- 
qu'on "a  supprimé  des  termes  en  ù<  et  a*. 

Si  Ton  suppose  le  point  (  x'. ,  y  )' donné  sur  ta  courbe, 
oomikie  on  à  alor^^  J**«»===  ^p^  ?     l'équation  (i)  devient 

i 

y^  a*  —  2pya  -f.;p'*  =  o,  ou  {jr'ar^pY  ^^  o\  d'où  a  =  S . 


.C'est  en  effet  la  vajeur  du  o^éQllfîe&t  jj^  a*-- x"  dans  T^na- 
tion  de  la  tangente  (  en  remplaçant  to«tefoisy  par^"). 

553.  L'équation    j'^y  =  ^  (a?  —  (xf)  devient ,  par  Véva- 

*/  - 

•  '. 

nouissement  du  dAiominateur^  etd'après  la-relation  j^'^'sap/, 


équation  qui  ne  diffère  àey  ?=z  o^px,  qu'en  ce  que^ JT*  ^^  ^^y  ^^ 
jr  .j"  et  X '^^x  ^  sont  remplacés  par  ^^^T*  et  a;  +  a?  . 

Soit  fait^  dans  l'équation  simplifiée  de  la^ijangénte ,    j'  =  0 

Fig.184.  (/ê"'  «84);  il  ejà  résulte       .      * 


X  ^^^aftssoj     d'où     ir3=«*-*a^^**  011.  ÂR^wev^AP. 

Ainsi,  pour  mener  une  taiig^nte  à  la  |Mi|li^|)!^^.i||i'poiAi 
donn^  M,  it«uffit  de  prendre  une  distance  ÂR  é^ale  à  tfibscisse 
'kV  de  ce  point  y  et  de  joindre  le  point  M  au  point  R. 


0" 


DES  TjuioEirrES.  ^07 

Si  V(nk  suffise   <^  =ir  o    fUos  K^quation  AOBisimpl^Tiee)  et 
qu'on  cherche  la,  valeur  de  ir—x",  on  trouve 


.If» 


■  f  X  —  x"  7=d  —  '^rr  —  aae''-: 

P 

ce  qui  démontre  qu'abatraçtio^  faille  du  signe ,  la  &qutangmte 
PR  est  'douU4  de  l'al^cis^  ditpoiiff  de  con^ct^J^Q  si^e  dont 
el]^.esl  a,ifeç(ée£Oii^yient  d'ailleurs  à  sa  pçsitio]^ actuelle ,  puis- 
qu'elle se  compte  à  la  gauche  du  point  P.  ,  * 

5M.  L!^uation  de  la  tangente  an  point  M  étant    .; 


I 


à. 


on  a  y  .poW  celle  dfif  la  normale  au  même  point,  ' 

•   \       '  P    :  "  " 

et  si  1  on  faiit ,  dans  cette  nouvelle  équation,  j*  :=  o ,    il  vient 


X 


•X 


V 


ou 


PS  =  C  = 


Donc ,  dfus  lu  pariubole,  la  sounornude  est  cànsiantp  ,'t\\id\e 
que  stiît  la  position  du  poûlt  de  contact ,  et  ég^le  à  la  moitié 
du  paramètre,   ^  '  ,.    / 

395.  Gomme,  daàâ'  l^expression    <z  s^  ^^  l'ordonnee^/ïp^Mt 

passer  par  tdus  les  états^e  grandeur ,  il  s'eniuif  que  la  taftgente 
est  susceptible  elle-même  de  pren<{re  toutes  les  situations  pos- 
sibles pjur  rapport  au  premier  axe.  *'^ 

Soilj-^'  =  o ,  on' trouve  "  a  =  ap^  c'estrà-dire^que  la  tan- 
gente menée  par  le  point  A  est  p^rpi^ndiculaire  à  AX.  Elle 
ne  'devient  parallèle  à  cet  axe  qu'au  point  pour,  lequel  on  a 

Si  l'on    veut    conltaitre    çn  quel    point   la    tangente  fait 


N 


^o6  0E   LA  TAMtiSNTE 

avec  FaxapMBcipal  au  angle  dé  5ô^ ,   il  n'}  'a  qu'«i  poser 
^,  =  1  ;     ce  qui  donne    j-''  =/> ,    et  par  conséquent, 

r^   —f!L   ~P 

•*»      «i—»»  ^^"^   ^oiiv   "^  ■ 

Or,  cette  abscisse  n'est- autre  chose  que  celle  du  foyer  t*. 
Ainsi ,  dans  toute  parabole  y  la  tangertiefait  un  angle  deho° 
à  VexlrénUté  de  l*Qrdonnée  qui  passe  par  le  foyer, 

Fig.i84-      ^^M*  Menons  le  rayon  vecteur  FM  {fig.  i84)  ,  et  calculons 
Tangle  FMR,  comme  nous  l'avons  fait  pour  Tellipse. 

Bn  désignant  par  a  et  a'  les  tangentes  des  angles  MRX, 
MFX ,  on  A  évidemment         -  *  - .. 


taog  FMR     ou    taiig  V  == 


t 

.w  ■   .  ■     ■■*■'. 


•         » 


I  «4"  ^^' 

Or  9  Téqûation  du  rayon  vecteur  passant  par  Ib  point  F  pour 
lequel  on  a    j-=oetxx=^,  est  de  la  forme 


^  =  a'(..-f)i 


et  comme  il  passe  en  outre  par  le  point  {x',j'*),  il  en  résulte 


y  =a'(x'  —0!     d'où    a'. 


ir' 


On  a  d'aHleurs    a  =  ^  ;  donc  l'expression  de  tang  Y  devient 

tr'     _  p 

OU  bien,  a  cause  de^**  ==  iipx" ^  ou  nj"*  =  4p-^''*    • 


y 


9 


« 


£T  06    KATON   VËCItUft.  4^9 

D'qù  Ton  Toit  qae  l'angks  FMR  est  égal  à  l%ngte  MRF. 

Ainsi,  'a  tangente  divise  en  deux  parties  égales  V angle  FMH 
formé  par  lé  rayon  vecteur  FM  et  une  parallèle  à  l'axe  des 
X  ,  menée  par  U  point  M.  ' 

C'est  ce  qu'on  peut  encore  reconnaître  de  la  manière  sui- 
vante : 

On  a  trouvé  (  n®  355  } 

AR  =  AP  ;     d'où    FR  5»  5  +  AP. 
D'un  autre  côté ,  soit  LL'  la  directrice  ;  le  rayon  vecteur  FM 

«  •  * 

n 

est  égal  à  la  perpendiculaire  MG,  ou  -  4-  AP;  donc  le  trianfje 

FMR  est  isocèle ,  et  donne    angle  FMR  ^==  angle  M&F. 

« 

557.  Cette  propriété  fournit  le  moyen  de  niener  une  tan- 
gente pai'  un  point  de  la  courbe  ,  ou  par  un  point  pris  hors 
de  la  courbe. 

1^  Pour  mener  nn«  tangente  par  le  point  M  {fig.  i84)  •  '<^*£  Fig.184. 
là  ligne  Wl  parallèle  à  AX  ;  joignez  lepoitUF^u  point  G  y  oik 
cette' parallèle  rencontrer  la  dirwitrice  ;  puis  abaissez  MR/>#r> 
peadiculaire  sur  FO  ;  vous  aures  la  tangente  demandée  ;  car  , 
le  triangle  FMG  étant  isocèle ,  la  ligne  MR  divise  la  base  £G 
et  Tasg^te  au  sommet  y  chacun  en  deux  parties   égales. 

On  peiiti{«€onnatU'e>  à  postérité  j  que  la  Ugne  qui  divise 
l'angle  FMG  en  deux  parties^  égales ,  n'a  que  le  noint  M  de 
commun,  avec  la  cqurbe.     «     ,  . 

En  effet  y  soit  N  un  tout  autre  point  ^  et  tirons  les  lignes  FN 
et  GN  9  puis  abaissons  Ja  pefpendicidaire  NK  sur  LL^ 

Ob  a ,  d'après  la  coi^struction  ,  NF  =  NG  ;  mai^  l'oblique 
NG  est  fins  grande  que  la  perpendiculaire  NK  \  donc  NF  est 
plus  grand  que  NR ,  et ,  par  /conséquent  (n**  5118),  le  point  N 
est  situé  hors  de  la  courbe. 

Il  est*à  remarquer  que  cette  construction  dépend  unique- 
ment de  la  défiuiiion  de«la  parabole. 

a®  Pour  mener  la  tangente  par  un  point  N  donné  hors  de 


4(0  DE   LA   TANGj^T£   Et   iHf   ItAYOlf  VECTEUR. 

]a  courhe ,  d4$nsi0%  çh  ce  poirUilHffnfne  centfie  ,  a^c  un  rayon 
égal  à  la  distance  NF  ,  une  cirçQfif^m^^  de  cercle  qiU  c^^pe 
la,  directrice  an  point  {}  jmem^  (ff  pantllèle  à  âJl^>  et. le 
point  d'intersection  M  est  le  point  de^icofit^t* ,     ^ 
€at ,  par  construction,  vous  ave^i  ,     -    - 

V 

NG  =  NF,     et    MG  =;:  MF  ; 

donc  la  ligne  Nltf  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde 
FG,  et  divise  TangTe  NMG  en  (feu%' parties  éj^les.  *  * 

hà  uiénie  circonfe'rence  rencontre  la  directrice  eÂ  un  second 
point  G',  tel  qii^  ,  si  par  ce  point  on  mène  ilne  Ifgne  paral- 
lèle à  ÀX,  le  poinl  où  cette  parallèle  rencontre  la  caurbe 
est  le  point  de  contact  de  la  seconde  tangente  qu'on  peut 
mener  parle  point  N. 

55ft.  Conséquent  e  de  la  propriété  précédente. 

On  vient  de  voir  que ,  ^i  l'on  joint  le  point  F  au  pojûnt  G,  la 
ligne  de  jonction  FG  est  perpendiculaire  sur  la  tangente  ,  et 
•ai  diTiséc  en  deux  parties  égales  par  c^tte  même  tangente. 
D'un  autce  câté ,  Taxe  des  j^  étant  ^nené  pér  le  point  Â.  .mi- 
liéit  dé  BF,  passe  nécçj^irero#M  aussi  par  le^  tHiUeu  de  tf^  ; 
donc  lé  pied  I  de  k  perpendiculaire  abaJissée  d\i  miq|  F^ipr 
ià  tangente,  se  trouve  sur  l*âxe  àesj-. 

Gela  démontre  qœ,  si  dk  foj^'991  0lksii^»^d0ê^fierp»ndi~ 
adwans  sur  Imtangemes  â  l»  pateahcieslé  lie» 'géométrique 

s  ^ 

des  pieds  de.  toutes  ces peiq[>endicukdf^  n'est  quh^  chose  que 
'  If  second 'aoce  principal.  *^    ^    ^        n  ,^-. 

Cette  proprid^é  cc^c:espOnd  à  celle  du  «i^llW ,  relative  à 
rellipse  et  à  l^liyperbole.  -      % 


.  -^  ;' 


jy^  la  Parabole  rapportée  à  ses  dlamçtrefi  ou^^ ,-  ^ 


axes  conjugues.,  «  ...    ^ 


559.  Nous  avons  vu  (  rk**  SSjlO')'quçL  si,  pat  un  point  quel- 
Fig.i85.  conque  A' (/g^.  i85)  de  la'pSirabole ,  on  mèrie  une  tangente 


,     DE   LA   PARABOLE   RAPSÔflTiE  AUX  AX«$  CONJUGUÉS.  4*  > 

A'H,  puis  une  pai^èlf  A'K  au  premier  axe  y  et»  ^ux  droites, 
appelées  axes  confu}gÊté9  ,  sont  telles ,  ^«e  tante  mtée  MM^ 
parallèle  à  A'H ,  éat  dîrîsée  en  deva  parties  «égale»  fNur  la  ligne 
A'H,  qaîy  poar  eeltfe  i^iseii  ^^te  noiM^e  iimUamètre. 

Il  résulte  de  là  que  Uéqaatîon  4e  Aa  parabole  ,  rapportée 
à  ce  système ,  doit  être  de  la  forme   jr»  ms'hx\     k  étant* une  . 
constante  qui  dépend  toutefois  de  la  position  du  point  A'  siir 
la  .coofbe. 

Po«r  déçirminér  par  Tanalyse  la  valeur  de  cette  constante, 
nous- exécuterons  une- transformation  ayant  pour  but  de  rap* 
p0hiop  fn  parabole  à  un  ¥iou»eau  système  d'axes  j  tel  que  Vé- 
qimtà^n,  conserve  la  même  forme  que  lorsque  la  courbe  est 
rapfi^tép  à  ses  axes  principaux, 
'  L^équation  .de  la  parabole  rapportée  à  ses  axes  étant 

jr*  =  2/>a:,...(0  •    . 

« 

substituons  pour  x^y^  leurs  râleurs 

. ,     jr  =  A*  cos  a  +  jr  cos  a''  -|-  a , 
..,  jr  =5=  X  sin  ^'i^ y  lÀxk  «'+*,. 

au  moyen  desquelles  (n*2ld)'on  passé  d'un  système  rectan- 
golaîre  à  un  système  oblique  d'origine  différente  ;  il  vient 

#       *  •  •  • 

«^(a6sin«-«a/>cos«i)a;  >  =  o . .  (2) 

Or ,  par  bypiathèse  ^  cette  équation  doit  se  réduire  à  la  forme 
jr"^  :==.  hx\     donc41  faut  poser  les  différentes  conditions 

sin  «' .  sin  «^=  o ,  s{&*« s=  o ,  isin «  — /> cos  «'=  o ,  h^ '^^jkpa  =  o  ; 

a 

et  Téquafi^oii  (a)\d^ient  aUqrs  jr*  =  ■♦  f-  j^x . . >  (3) 

âin  CL 

Comme  la  seconde  des  condttious  établies  entraîne  nécessai- 
ttment  la  preinière ,  il  s'ensuit  que,  pour  déterno^inertf,»,  a^by 
nous  n'avons  reell|ment  que  trois  équations  distinctes.  Ainsi, 


4l2  lis   LA' TAN GCflTE  ' 

le  nombre  d^»  systèmes -d'axes  par  rapport  auxquels  Véqua- 
tron  otaflertB  ta  foniie  ci-dessus  ,  est  ii^ni, 

La  relation  ^  ^  •  st.  o  «oi»  apprend  d'aotléurs  que  le  nou- 
vel axe  des  x  ,  qui ,  d'aptes  la  fortne  de  l'équalion  (3)  |  n^est 
auiffia  chose  qu'un  dîataèt^e ,  est  parallèle  à  l^xtr|>rtnc^1. 
Donc  y  dans  la  parakale,  tous  les  diamèires  sont  des  parallèles 
à  i'aace  principal  ;  tésulla(  déjà  counû  (  n*  MO  ) . 

En  second  lieu ,  Ve'quation  h*^--%pa  =c:  â^  étant  jc^  q|i%4e-^ 
vient j**  =  ^x.^  ou  j^  — •  npx  sao,  lorsqu'on  y  remplace  âret 
jr  par  les  coordomiées  a  et  i  de  la  nouvelle  origine ,  on*  doit 
conclure  t^xie  cette  origine  est  placée  sur  la  coMTJiir.  En  donaant 
à  a  une  valeur  arbitraire,  on  tirera  de  l'équation  b^-^apamco, 
la  valeur  correspondante  de  &  ;  et  le  point  ÀMéteraiîmépac  ces 
valeurs,  représentera  la  nouvelle  oi:igin,e.  .  '■,■*    ...r        i 

Enfin  y  l'équation     b  sin  «'  -— p  ços  et'  =  o ,  donne 

/  P 

tang«  =;=^, 

'  ,         ''  • 

expression  semblable  à  celle    a  =5^ ,    qui  a  été  trouvée  pour 

la  tangente  à  la  paraJ^le  ;  ce  qui  prouve  crue  le  noui^H  axe 
des  jyest  tangent  à  la  courbe. 

Tous  ces  rés^ultatrVaccordentatec  ce  qui  a  «lé  clit  (n°  diSt) 

surles|ixes  conjfi(^ié0«  »   '•-     ; 

p        ,...** 


De  la  relation     tang  *'  :==  7  .on  déduit  cos*«  a=r  — y  ,  . 

et  par  conséquent ,  sin*  m'  =  tang*  «»  cos'  «  ^^  rs^i^  ^^      ^   ; 
d'où  •  -r^  =  4a  4>  2><  te  4  Ca-^^Yv  : 

Or  9  si  Von  suppose  que  AG  soit  Vabscissé^1ij|É)RêUe  ori- 
(^ne  À^ «apportée  aux  anciens  ajces ,  et  qu'on  tire  le  rayon 
vecteur  FA%  on  sait  que  ce  rayvn  vecteur  a  ptmr' expres- 
sion ,     à  -4-  -.      Donc      .  ;    ;  =  4A'F  :     c'est-à-dire  que  le 
•'  2  sua»  «5    *.î"        '    .  * 


/ 


•  RAPPORtéC   AUX   AXES   CONJUOVÉS.  4l3 

paramètre  de  la  parabole  rapportée  à  un  système  d'axes  con^ 
Jugués  j  ou  bien  ,  le  cQ/fficienX  de  x  dans  l'équation  (3)  , 
est  é^  au  quadruple  de  la  distance  du  Jofer  à  la  noupeltè 
origine. 

Désignant  p«r  2/>'  ce  aoufeau  'paramètre ,  oo  obtient  enfin 

pour  réquatîon  de  la  parabole  rapportée  à  l'un  de  ses  dia- 
mètres. 

Nous  pourrions  ici  ,  comme  pour  Veltipseet  l'hyperbole, 
nous  proposer,  réciproquement,  de  passer  de  l'équation  de  la 
parabole  rapportée  à  un  système  d'axes  conjugués,  à  celle  de 
la  courbe  rapportée  à  ses  axes  ;  maie  ce  calcul  ne  conduirait 
à  aucun  résultat  important. 

54M>.  L'équation  j^*  =  ap'x ,  on  —  ss  a/)',  prouve  que,  pour 

un  système  quelconque  d'axes  conjugués,  les  carrés  désor- 
données sont  proportionnels  aux  abscisses  correspondantes  y 
c'est  lA' propriété  du  n*  529  généralisée,  puisque  les  axes 
principftux  form^At  un  système  particulier  d'axes  conjugués. 
Cette  propriété  étant  vraie  quelle  que  soit  l'inclinaison 
des  axes ,  on  peut ,  par  un  procédé  semblable  à  celui  rfui 
a  été  employé  (  n*  814)  ,  construire  la  parabole ,  connais- 
sant l'angle  de  deux  axes  conjugués  et  le  paramètre  corres- 
pondant. 

Soient  AX,  AY  (fig»  i86)  les  deux  axes  conjugués  don- pig.  igg. 
nés.  Élevez  au  point  A  une  perpendiculaire  à  AX^  et  cons^ 
truisez  sur  AX  >  AY  ,  considérés  comme  axes  principaux j  une 
paraboh  ANS*  estant  a/>'  pour  paramètre  ;  menez  ensuite  de 
,  dwffîérens  points  Py  P' , . .  des  parallèles  à  AY'  et  AY  ^  et  pre^ 
nez  des  parties  PM  j  P'M',...  égales  à  PN>  P'N\..;  les  points 
M  ,  ir^... appartiendront  à  la  courbe  demandée.  (  Fqyez  le 
n^  5Ô6  pour  cette  même  question.) 

54A.  En  résolvant  le  problème  des  tangentes  d'après  la  mé- 
thode du  n*S5i,on  trouve  pour  l'équation  de  la  tangente,  lorsque 


4l4  DE   LA   TANGEirrr 

le  point  donne  est  sm*  la  courbe, ^-7;;^''=:^  {x  —  x")  •    ou  , 

simplifiant  ^^aptèê  la  relation  j^"»=  ^p'x*',  xy^îistji  (.rif>  rc*). 
Soit  fait  dans  la  seconde  équation  , ,    7*  =  o  ;     on    trouve 
Fig.i85.  a  =:  —  x"  ;  c'est-à-dire  {fi^.  ^85)  Â'B'  =  —  R. 

L'hypo thèse j^=s  o ,  inirodaite  dans  ta  première ,  donne. . . 

X^  =  X**  =  -—  ^^  =  —  2x"  \   ce  qui  proal^  que  la  soutan-- 

%p 

gente  VKest  Hégatiue,  et  numériquement  double  de  l'abscisse 
du  point  de  contact. 

Ces  résultats  sont  analogues  à  ceux  du  n^  55S#''      » 
Quant  à  la  sounormale ,  la  propriété  démontrée  p^  .S54  ne 
peut  avoir  lieu  dans  le  cas  d'axes  conjugués  obliques;  car  le 
coefficient  de  x  dans  Téquation  de  la  normale,  dépend  essen- 
tiellement de  leur  inclinaiâoti. 

34S  Supposons  actuellement  qu'il  s'«i|D^sse  de  m^er  une  tan- 
gente par  un  point  N  {Jig*  187),  ou  {c^^y^j^tïs  hors  2U  la 
courbe  ;  on  a,  pour  déterminer  1^  coordonnée^  a!r'Vr''y  4o  point 

decontatrt,  les  équation»  y'tszip^x*'    et  yf^s^p'^af,-^»*). 

Mais  au  lieu  d'effectuer  l'éliuiination  ,  qui  n'ôffrif^i^  aucou 
intérêt,  on  pçut^.en  regardant  ({',j^'^  comme  4p  VAriables, 
construire  les  lieux  géoniétriques  de  ces  équations. 

La  première  représente  évidemment  la  parabole  déjà  cons- 
truite. 

•  ■  ■ 

Quant  a  la  seconde ,  qui  représente  une  li^e  droite ,  en  y 
faisant  successivement  <     t,  <   on  trouve  <    «       aar' 

I  X  =0,  I        *       |jrV*^. 


Si  t'on  porte,  sur  les  axes  AX,  AY,  des  parlirés  AI ,  AH,  res- 

px 
pecti veinent  égales  à  *— r',   ^— -,  et  qu'on  tire  la  droite  IH, 

on  a  le  lieu  géométrique  demandé  ;  ainsi  les  points  M ,  /n ,  où 


rapk>^e;.  A0X  Axes  conjuguas.  -^iS 

cette  éfoite  ie  joDClion  (ioupe  la*  courbe  ,  èdni  les  points  de 
contact  de»  deux  tangentes  qni  dditent  passer  par  le  point  V. 

Comme  le  résultat  iU^cs — ^correspondant  àj^'^'as o,  ne  dé- 
pend pas  de  rordoniiéer  J-'  da  point  N,  il  s'ensuit  que,  si  roii 
prend  un  second  point  H'  sur  une  parallèle  à  Paxe  des^  menée 
par  le  point  N,  et  qu'on  tire  les  deux  tangentes  N'M',  BT'm', 
la  ligné  de  jonction  des  nouv€;jiux  points  de  contact  doit  passer 
par  le  même  point  I  de  l'axe  AX  ;  et  ainsi  de  suite  pour  les 
autres  pbints  de  la  droite  LU. 

Cette  dernière  droite  peut  d'ailleurs  être  regardée  comme 
une  droite  ^uée  à  volonté  sur  le  plan  de  la  parabole  ;  donc  la 
propriété  dëmo&trée  (n*^  5i6)  pour  Tellipse  et  l'hyperbole ,  est 
éga1e«aeni  vraie  pour  la  parabole.  Il  en  est  de  même  de  là  ré« 
ctproque.  ( 

Il  faut  ôhaèirver  néanmoins  que,  si  la  droite  donnée  était  une 
parallèle  LL'  {^g.  i88)  à  Taxe  principal,  c'est-à-dire  un  dia-  y  ,gg 
mètre ,  les  lignes  de  jonction  des  pointa  de  contact  M  et  m  ^ 
M^  et  m\  ne  concourraient  plus  en  un  même  point  ^  mais  elles 
seraient  touteé  paraHètes  entre  elka;  c'est-à-dire  qu'alors  elles 
se  rencontreraient  touter  à  Vinfini,  en  un  point  situé  sur  l'axe 
conjUjffûtf  de.ce  diamètre  < 

En  effet,  supposons  pour  un  instant,  la  courbe  r^apportée  à  ce 
diamètre  et  à  son  conjugué  AY;  comnie,  pour  un  point  F  de 

la  ligne  LL',  on  a  x*"  qudconque,  mais^'  égal  à  o,  il  s'ensuit 

* 

que  les  résultats  x"=: — x\  y  =3  £--,  obtenus  ci-dessus  et 
correspondant  respectivement  àj^^^o,  .r''=o,  se  réduisent  à 


x"  =  ~  x'     et    r"  =  — 

^  o 


d'où  l'on  voit  que  la  ligne  de  jonction  des  deux  points  de  coït- 
tact  M  et  m  va  rencontrer  l'axe  desj^  à  l'infini. 

Auilremeni;Xéif^\\on  de  la  ligne  de  jonction  qui,  générale- 
ment, est  de  la  forme  j^y—/)'  (a?'-^^"),  se  réduit  dans  l'bypo* 
tbèse  dey =0,  à  p'  (.r'4*'^)  =  <>/<l'où  .x^rs: — .r',  équation 
d'une  parallèle  à  l'axe  des  j. 


4i6         DE  LA   TANGENTS   JlAPPOaTÉE   AUX   AXES  CONJUGUÉS. 

545.  Nous  lermiDeroiis  la  théorie  de  la  pmraJbole  ptar  les 
questions  suivaoteft  :  une  parabole  étant  tracée  sur  ua  plan, 
de'terminer^  i**.  ses  axes  principaux ^  i**.  un  sj-stème  d*ax€s 
conjugués  faisant  entre  eux  ua  angle  doaiiié  ;  3®.  le  paramètre 
k  l'axe  principal ,  ou  à  un  diamètre  quelconque. 

Tracez  d'abord  deux  cordes  parallèles  mni^^^  mi\  et  pieoez 
Fîf;*iS9*  les  milieux  de  ces  cordes;  la  ligne  ab  {fig,  189}  qui  joint  ces 
milieux  (n^  202} ,  est  un  diamètre. 

Cela  posé,  comme  tout  diamètre  est  parallèle  à  l'axe  princi- 
pal f  et  que  celui-ci  divise  en  deux  parties  égales  toate  corde 
de  la  courbe,  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  s'ensuit  que  ,  si 
Von  tire  une  corde  quelconque  MM'  perpendiâu(aire  à  ab  ,  et 
qu'on  mène  par  le  milieu  P  de  cette  corde  une  parallè^et  à  la 
même  droite  ab ,  on  obtiendra .  AB  pour  le  premier  axe  prin- 
cipal ^  AG»  perpendiculaire  à  AB,  sera  le  second  axe. 

Pour  résoudre  la  seconde  question,  ^axt^s  en  un  point  quel- 
conque G  4p  -^B  ->  ^^  angle  NGB  égal  à  celui  des  deuœ  axes 
conjugués  f  puis ,  par  le  point  Q,  milieu  de  MN'^  menez  A'B' 
parallèle  à  kR ,  et  au  poinâ  A!  tracez  A'G  paratlèle  à,  KN',* 
vous  aurez  le  système  d'axes  fionjugit^s  demandé. 

N,  B.  —  Cette  construction  fournit  évidemment  le  n^yen 
de  mener  à  la  paralfcle  une  tangetUe  parallèle  à  nue  ligne 
donnée  NN^ 

Quant  à  la  troisième  question,  comme,  d'après  les  coas* 
iructions  précédentes ,  on  connaît  les  grandeurs  des  lignes  AP, 
MP,  ou  A'Q,  NQ,  les  deux  paramètres  2/»,  a/)',  s'obtiendront 

,  j         ,    .  MP  ,       NQ' 

par  Je  moyen  des  relations    ^p  =  -^p-    et    ixp  =  p-^. 

Le  paramètre  à  l'axe  principal  étant  connu,  on  peut  en  dé- 
duire facilement  Za /)052t/o/z  dufiyye^  et  celle  de  la  directrice. 

544.  Aux  questions  précédentes  s'en  rattache  une  autre 
qui  a  rapport  aux  trois  courbes  du  second  degré.   . 

Une  portion  de  section  <onique  étant  tracée  sur  un  plan  > 
on  propose  de  déterminer  la  nature  ('<e  cette  courbe ,  c'est-â- 
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dire  àe  reconnaître  si  la  cburbe  e^t  une  ellipse ,  une  hyperbole 
ou  une' parabole. 

Tracez  deux  cordes  parallèles  dans  une  première  direc- 
tion y  puis  dans  une  seconde  ;  joignez  les  milieux  des  deux 
premières  cordes  et  les  milieux  des  deux  autres.  Suivant  que 
ces  lignes  de  jonction  se  couperont  en  dedans  de  Tare  donne', 
ou  au  dehors  de  cet  arc,  ou  qu'elles  seront  parallèles  y  la  courije 
sera  évidemment  une  ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  parabole. 

Quant  à  la  détermination  des  différens  élémens  de  la  courbe, 
on  aura  recours  aux  moyens  indiqués  (n~  520,  521  et  345). 

§  V.  Équations  polaires  des  trois  courbes  du  second 

degré.  ^ 

545.  Jusqu'à  présent ,  nous  avons  supposé  une  courbe  déter- 
minée de  position  sur  un  plan,  par  le  moyen  d*une  équation 
entre  deux. variables  exprimant  les  distances  de  chacun  de  ses 
points  à  deux  droites  fixes  comptées  parallèlement  à  ces  droites; 
mais  il  existe  un  autre  moyen  qui,  dans  certains  cas,  offre  des 
avantages  sur  le  précédent  (^g^.  190).  Fig.ioo. 

Pour  fixer  les  idées  sur  ce  nouveau  mode  de  représenter 
analytiquement  les  lignes,  considérons  une  courbe  quelconque 
mMn/j  une  droite  OB  déterminée  de  position  sur  le  plan  de 
cette  courbe ,  et  un  point  fixe  0  sur  cette  droite.  Menons  de 
ce  point ,  nommé  pèlej  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
une  ligne  OM  appelée  rû^ow  vecteur^  et  désignons  par  r  ce  rayou 
vecteur,  par  ^  Tangle  qu'il  forme  avec  la  droite  fixe  OB. 

Il  est  évident  que  si,  de  quelque  manière  que  ce  soit,  on 
parvient  à  établir  une  relation  entre  r  et  ^,  qui  soit  vraie  pour 
tous  les  points  de  la  courbe  et  n'ait  lieu  que  pour  ces  points, 
la  courbe  sera  entièrement  déterminée;  car,  en  donnant  à  t^ 

une  série  des  valeur  i^',  u"^  v*^ on  tirera  do  la  relation 

y  (r,  i^)  T=o,  des  valeurs  correspondantes  r\  r",  r'*, ....  pour  r. 
Formant  alors  au  point  0  des  an<;les  LOB,  L'Ob. . . .  égaux 
.11^',*^''....  et  portant  sur  OL,  OL', . . .  «des  parties  éj^ales 

27        . 
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à  7^,  r^, .  •  •  •  on  obtiendra  des  points  M,  M%  •  •  • .  qui  appar-« 
tiendront  à  la  courbe. 

Les  variables  r  et  i^  sont  ce  qu'on  appelle  des  coordonnées 
polaires  j  et  l'équation  f{r^  ^)  =  o  est  dite  Y  équation  polaire 
de  la  courbe. 

S46.  Une  courbe  étant  tracée  sur  un  plan  ^  on  peut  se  po- 
poser  de  déterminer  directement  une  équation  polaire  de  cette 
courbe  ,  en  prenant  d'une  manière  convenable  le  pôle  et  la 
droite  fixe  menée  par  ce  point.  Mais  ordinairement ,  on  suppose 
que  la  courbe  est  déjà  fixée  parle  moyen  d'une  première  équa- 
tion entre  des  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  (celles- 
içî  s'appellent  coordonnées  rectilignes  )  /  et  il  s'agit  alors  d'en 
déduire  une  équation  entre  des  coordonnées  polaires.  Or, 
cette  transibrmation  de  coordonnées  peut  être  facilement  exé* 
cutée. 

Soient^  en  effet,  AX,  AT  (^g,  190) ,  deux  axes  par  rapport 
auxquels  on  a  une  équation  telle  que y*(a7,j')  =30. 

Menons  par  le  point  fixe  0  les  lignes  OX',  0Y%  parallèles 
à  ces  axes )  et  désignons  par  aj  b,  les  coordonnées  AH,  OH, 
du  pôle  0  y  par  «  l'angle  BOX',  par  C  l'angle  des  deux  axes;  le 
rayon  vecteur  OM  et  l'angle  MOB  seront  d'ailleurs^  comme 
ci-Klessus,  représentés  par  r  et  ^. 

Gela  posé ,  la  figure  donne  évidemment 

AP    ou     x  =  a  -f-  ^K., 
MP     ou   jr  =  ^  +  MK; 

mais  on'  a ,  d'après  le  triangle  MOK  ; 

OK  :  OM  ::   sin  OMK  :  sin  OKM, 
MK  :  OM  ::  $in  MOK  :  sin  OKM; 


d'où  l'on  tire 


^-.  rsm(C  — ^  — a) 

Vis.  =  — — "   .  ■  ■ :. 

•  sin  C 

MK  ==  f:!iîî4i+jo. 

snib 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  a;  et  de  j*, 
on  obtient 

^—gi    rsin(g^p— ^) ^    ,    rsin(^+^)  ' 

valeurs  qui ,  reporte'es  dans  re'quatioîi/(jî,  j)  =  o,  donneront 
Yéquation  polaire  demandée. 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires  ,  ce  qui  a  lieu  commu-^ 
nément ,  on  a 

C=ioo*,     à'oà     sinfssLi^   sift(tf— ^  —  li)  i^  COS(ïr -}**); 
et  les  formules  deviennent  * 

xz=2a  +  rcosC^4.«),  j-  =  ô+rsin(i^+«)...  (2) 

Outre  cette  hypothèse ,  on  peut  encore  supposer  que  la 
droite  fixe  soit  parallèle  à  Taxe  des  x^  auquel  cas  on  a  •==  o  ; 
et  les  formules  deviennent 

iï;=a  + '•cos^,  jr:±=ô-f-r8in#^.  *,.  (3) 

Enfin ,  dans  ces  mêmes  circonstances ,  on  pent  prendre  pour 
pble  rorigine  même  des  anciennes  coordonnées  ;  et  les  for- 
mules se  réduisent  à 

iTsssrcos^,  j*=Brsin^.,..   (4) 

Les  deux  derniers  systèmes  sont  ceux  dont  l'emploi  est  le 
plus  fréquent. 

547.  Pour  donner  une  première  idée  de  leur  usage,  propo- 
sons^nous  de  déterminer  Véqtiation  polaire  du  cercle,  en  pre- 
nant pour  pble  un  point  q!^elconque  0  {fg.  191  )  situé  sur  le  yï^a^x. 
plan  de  ce  cercle.  , 

L'équation  du  cercle  rapporté  à  son  centre  et  à  des  axes 

rectangulaires ,  étant   j^*  -f-  a;'  =  R% 

il  sufiit  dé  remplacer  j  ^i  x  par  leurs  valeui^  (3)  ;  ce  qui 

27.. 
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donne  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  â  r, 

r»  -f-  3  (  i!»  sin  ^  +  a  cos  ^)  r  4-  a*  +  £»•  —  R*  ==  o 

(  la  droite  fixe ,  à  partir  de  laquelle  se  compte  l'angle  p  ,  est 
une  ligne  OB  parallèle  à  Taxe  des  a?). 

'  Désignons  par  r,  r",  les  deux  racines  de  cette  équation  ; 
on  a,  d'après  un  principe  connu, 

r' y  =  a»  +  ^*  —  R». 

Or  cette  relation  étant  indépendante  de  TangleV  que  forme 
la  direction  du  rayon  vecteur  OM  ay^ec  OB ,  il  s'ensuit  que 
pour  deux  lignes  quelconques  Mw,  M'tt/,  menées  par  le  point 
O ,  on  a  la  relation 

OM  X  Om  =  OM'  X  Orii  ,     ou    ÔM  :  OM'  ::  Ow'  :  Om\ 

ce  qui  prouve  que  deux  cordes  se  coupent,  dans  un  cercle ,  en 
parties  réciproquement  proportionnelles. 

Tant  que  le  point  0  est  intérieur  au  cercle ,  a'  4-  ^%  ou  AO, 

est  plus  petit  que  AC  ou  R'  ;  ainsi ,  a*  +  ^*  —  R*  est  négatif. 
Cela  doit  être, puisque  les  distances  OM,  Om,  sont  comptées 
en  sens  contraire  l'une  de  l'autre. 

Si    au  contraire,  le  point  0  est  extérieur,  comme  enO', 

a 

a'^.^b*^  ou  AO*,  est  plus  grand  que  R%  et  a*  +  ^»  —  R*  est 
positif.  La  propriété  des  sécantes  se  trouve  d'ailleurs  démon- 
trée, puisque  la  relation  ci -dessus  donne  O'N  X  O'n  égal  à 
une  quantité  constante ,  quelle  que  soit  Tinclinaison  de  la  sé- 
cante. 

Il  en  est  de  même  de  la  propriété  de  la  tangente  par  rapport 

à  la  sécante;  carie  triangle  rectangle  ADO'  donne  évidem- 
ment 

OD^ÂÔ'— AD  i=za^  +b^  — R^;     d'où    ÔID  =0'N X&n. 
548.  Soit  encore  proposé  de  trouver  l'équatioù  polaire  de 
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riiyperbole,  en  prenant  pour  pôle  le  centre  çiéme  Ac  la 
courbe  ;  et  pour  droite  fixe  le  preipier  axe. 

Il  ne  s'agit,  pour  cela^  que  de  substituer  les  valeurs.... 
fl?  =  r  CCS  ^  et  j"  =;  r  sin  ^  kfi^*  *  ^17)  dans.  Téquation.  ^*ff- ^^y. 

il  vient  (A«  sin'  ^  —  B»  cos*  u)  r»  =  —  A'B^  ; 

,.  .  _  =t  AB 

dou  r  = 


cos  ^ .  V^B*  —  A*  tang*  y 

Or,  ce  résultat  démontre  d'abord  que  si,  par  le  point  O,  Ton 
tire  une  ligne  quelconque  M772',  les  deux  parties  OM,  Om',  sont 
égales  et  de  signes  contraires. 

De  plus ,  pour  que  la  valeur  de  r  soit  réelle ,  il  faut  que  Ton 

B' 
ait  tang'  p  plus  petit  y  ou  tout  au  plus  égal  à  -r^. 

B*  •      B 

Soit  tang*  ^  =  —  ;  il  cq  résultie  tang  p  =  ±  -r-r 

On  voit  donc  quf  les  droites  menées  par  le  point  O,  de  ma- 
nière qu'elles  forment  avec  AX  des  angles  ayant  pour  tan- 

B  B 

gentes  +  —  et  —  —  ,  ces  droites ,  dis-je ,  séparent  les  lignes 

qui  rencontrent  la  courbe  de  celles  qui  ne  la  rencontrent 
pas.  (  Voyez  n*»  258.  ) 

Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  entrevoir  avec  quelle  faci^ 
lité  une  transformation  de  coordonnées  rectilignes  en  coor- 
données polaires,  met  en  évidence  certaines  propriétés  des 
lignes  courbes, 

349.  Passons  maintenant  à  la  détermination  des  équations 
polaires  des  trois  sections  coniques,  dans  le  cas  le  plus  usité , 
celui  où  l'on  prend  pour  jqô/&  l'un  des  foyers  de  la  courbe^ 
et  pour  droite  fixe ,  le  premier  axe. 

Ellipse. -— Séit  F  {fig,  192)  le  foyer  pris  pour  pôle;  ona^, 
dans  ce  cas,  6  =  0,  a  =  c;  et  les  formules  (3j  dii  n**'34ft^ 
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deviennent 

ar=:  c  +  rcosp',    j^  =  r«inp. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe, 

ou  plutôt,       Aîr'  +  (A*  —  c*)  a^  œ  A*  (A'  —  c') 

(aOn  dein'avoir  dans  les  calculs  que  deux  constantes  A  et  c). 

Il  vient  (A* —  c*  cos't')/*+ ^(A*  —  c*)c.cos^. r — (A*  —  c")*=oj 

d*oû 


_— (A*— c')c.co8i^±: {/  (A^-c'')V'cosV+(A*-c''y(A*-c'co8V) 

A*  —  c*  C08*  y 

ou  y  réduisant  la  qutmtité  sous  le  ra4îçal» 

(A« — c*)  ( — ccosuiiiA) 

r=;  ^ --i-i '  ^ 

A*  —  c*  cos*  if 

expression  qui ,  considérée  successivement  avec  le  signe  supé- 
rieur y  puis  avec  le  signe  inférieur ,  donne  ,  toute  rédaction 
faite , 

A*  — €'  A*— c* 

A-^ccofi^  A  — ccosi^ 

Discussion,  -^  De  ces  deux  valeurs ,  la  première  est  essen- 
tiellement jso^zYzV^/  car  A^  *-^  £',  ou  B' ,  est  posidf ,  et  quand 
bien  même  cos  ^  serait  négatif ,  comme  un  cosinus  ne  peut 

surpasser  l'unité  y  et  que  c ,  ou  V^  A*  —  B* ,  est  moindre  quel, 

on  a  nécessairement    A  +  ^  cos  p  ^  o. 

La  seconde  est ,  par  la  même  raison ,  essentiellement  néga^' 
tive  /  et  cela  doit  être ,  puisque ,  pour  une  position  quelc4Miqiie 
du  jraypu  vecteur ,  on  a  toujours  d^ux  points  M  et  m,  N  et  it, 
daus  une  position  inversa  Tuue  de  l'autre ,  par  rapport  au 
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point  F.  fiaàs  en  faisant  abstraction  du  signe  de  la  seconde  va- 
leur, ou  voit  qu'elle  se  déduit  de  la  première  en  changeant 
cos  (^  en  —  cos  p;  d'où  il  re'sulte  que  celle--ci  suffit  à  elle  seule 
pour  donner  tous  les  points  de  la  courbe ,  avec  la  condition 
de  faire  passer  l'angle  i^  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis 
o®  jusqu'à  400®. 

Faisons  diverses  hypothèses  sur  l'angle  «f ,  et  dét^minona 
les  valeurs  cpirrespondantes  de  r. 

Soient    i^  =  o ,  d'où  cos  f/  =  i  ;     on  trouve 

A*  —  c* 
r  ==  -j—, — r  =5  A  —  ç  =  FB  ; 
A  +  c 

A*  —  c*       B"* 

V  =  100®,  d'où  cos  p  sss  o  ;  donc  r  =  r —  =  -•  =a  FN  ,. 

A  A 

demi-paramètre  ; 

V  =  aoo*,  d'où  cos  1'=  —  i  ;     donc    r  =  A  +  c  =  FA  ; 

V  =  3oo?,  d'où  cos  c  =  o  ;    doue 

Dans  l'hypothèse  de  v  =  100®,  la  seconde  valeur  générale 

A»  —  c»  B» 


de  r  devient    r  =  — 


A        ~        A 


Ces  hypothèses  suffisent  pour  Cèdre  voir  que  l'équation 

A'  —  c* 
r=r  T  .  "-^ —  représente  tous  les  points  de  la  courbe  ,  aussi 
A+ccosi'     ^  '^  ' 

bien  que  l'équation    Ay  +  B*  j-*  =  A*B'. 

5IM>.  Hyfebroijb*  -^  L'équation  de  cette  courbe  rapportée 
à  ses  axeS|  étant 

'  Ay*  -  B'a-' = — A»B» ,  ou  Ay  —(c*— A*)  a;*  =;;i  i^  A*  (c^— A*), 

il  £ajut  subs tituet  à  la  place  de^  ^iàcx^  les  valeurs  ^  =  r  sin  u^ 


y 
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et  or  =  c  -f-  r  cos  ^  ou  plutôt,  x  =  c  -«-  rco&u  ;  parce  ^se 
Fig.'g^.  les  sommets  B  et  A  (Jig.  19E)  de  la  courbe,  se  trouvant  placés 
à  gauclie  du  point  F,  on  doit  compter  l'angle  p  dans  le  sens 
FBA  ;  ce  qui  revient  à  remplacer  p  par  200^  — ^  i/  dans  la  for- 
mule a;  =  c -|- r  cos  i^. 

On  trouvera  par  cette  substitation^et  après  les  simplifications 
qui  ont  dcjà  été  exécutées  pour  Tellipse, 

c«-^A*  c»— A* 

rx=z  — 


A  4-  c  cps  ^  '  A  —  c  cos  V 

La  discussion  de  ces  valeurs  mérite  beaucoup  d'attention* 
Tant  que  l'angle  ^  est  moindre  que  100^,  cos  t^  est  positif  et 
diminue  de  plus  en  plus ,  à  mesure  que  ^  augmente  jusqu'à 
cette  limite  ;  donc  la  première  expression  de  r  est  positive  et 
augmente  de  plus  en  plus,  depuis  r = c -!-  A ,  ou  FB ,  qui 
correspond  évidemment  à     v^;;ç..o^     ou     cos  ^  =  i ,     jusqu'à 

^a A*       B' 

r  =  — r-  —  ou  "T"  î^î  correspond  à     ^  =  loo*,  ou  cos  v=,o, 

A  A 

Quand  ^  surpasse  100^,  cos  p  est  négatif  et  augniente  numé* 
riquement  ;  et  il  en  est  de  même  de  c  cos  p  ,  et  pour  que 
A  4*  ^  cosV  reste  positif,  il  faut  que  ^  soit  moindre  que  l'angle 

pour  lequel  on.  a    A  -}-  c  cos  i;'  =  o.  ;     d'où    cos  /ç'  =  —  —,  et 

par  conséquent, 

/^  g 

tang  i'  ==  v/seV  ^^i=zY/p— I  =— j; 

c'est-à-dire  que  si  l'on  mène  par  le  point  F,  la  ligne  FG  pa- 
rallèle à  l'asymptote  OL ,  l'angle  v  ne  doit  pas  être  plus  grand 
que  OFG. 

Soit    ^  =  OFG ,  d*où  cos  i'rr: ;  il  en  résulte 

c 


c^-^A*  ç'  —  A* 

A  +  ç  X  —  - 


r  =2 1  =  - — - —  =  00 

A  o 


\ 


Cela  doit  être,  puisqu'alors  le  rayon  vecteur  est  parallèle  à  OL. 

Lorsque  f  de'passe  Tangle  OFG ,  la  première  expression  de  t 
devient  négative;  mais  observons  que,  comme  cette  expression 
ne  change  pas ,  si  Ton  remplace  p  par  —  t^  (car  on  sait ,  n*»  W , 
que  cos  -^vzzicos  4-  p),  elle  est  susceptible  de  représenter  la 
portion  Bw"m*^.  • .  .tout  aussi  bien  que  la  portion  BM^M*, . . . 
delà  première  branche. 

11  suffit  I  pour  une  valeur  quelconque  donnée  à  p  j  OFM' 
par  exemple,  de  décrire  du  point  F  comme  centre,  et  d'un 
rayon  égal  à  la  valeur  correspondante  de  r,  un  arc  de  cercle 
M'Dm'',  puis  de  prendre  lim"  =  DM". 

Voyons  maintenant  ce  que  devient  la  seconde  expression, 
lorsqu'on  fait  passer  l'angle  p  par  dilFérens  états  de  grandeur. 
On  peut  mettre  cette  seconde  expression  sous  la  forme 


c  cos  p  —  A* 


Gela  posé ,  soit  d'abord    p  =  o  ;     il  vient 

r  =  ^1=:  A'  =^  c  +  A  =  F  A . 

c  —  A 

De  plus  ,  on  voit  qjie  r  restera  positif  tant  que  l'angle  p 
aura  une  valeur  moindre  que  celui  pour  lequel  on  a 

A  9 

c  cos  ^  —  A  sp  o,  d'où  cos  t^  =  -,  et  tang  p  =  -  ; 

c'est-à-dire  tant  que  le  rayon  vecteur  sera  situé  entre  FA  et 
FK'  parallèle  à  la  seconde  asymptote  OH'. 

Soit    s^  =  OFK' ,     d'où    cos  i'  =  -  ;  on  trouve 


c»—  A» 
r  = =2  oo\ 


4^6  1ÉQUATI0K3  POLAiaES 

Dans  la  même  hypothèse ,  la  première  expression  générale 
de  r  devient 

r=: g  ~  A        £_A  ^^       Yl=  i  FN. 

.    ,       ^  ^  A  aA  2A  a 

c 

Pour  unç  valeur  de  p  plus  grande  quj?  0F&^,  U  seconde 
expression  devient  négative  ;  mais ,  d'après  1^  remarque  faite 
çi-de3sus ,  cette  seconde  fs^pression  représente  nop^seulement 
la  portion  AmS ,  mais  encore  la  portion  Am'S'  de  la  seconde 
branche. 

Il  résulte  de  cette  discussion  j  que  la  première  branche  de 
l'hyperbole  est  représentée  fn  raj-pns  positifs  j,'par  la  première 
expression  de  r ,  pour  des  valeurs  de  v  positives  ou  négatives 
et  comprises  entre  zéro  et  OFG ,  ou  entre  zéro  et  OFK  ; 

Que  la  seconde  branche  est  aussi  représentée  en  rayons  posi-^ 
tifs  par  la  seconde  expression  de  r ,  pour  des  valeurs  de  u 
positives  ou  négatives  et  comprises  entre  zéroei  OFK'  y  ou  entre 
zéro  et  QFG'. 

Il  n'en  est  dpnc  pas  de  l'hyperbole  comme  deFellipse.  Dans 
celle-ci ,  la  première  expression  de  r  est  suffisante  pour  repré- 
senter tous  les  points  de  la  courbe  en  rayons  positifs  ,  mais 
dans  l'hjperbple  ,  la  considération  dés  deux  e3(;pre8sions  est 
indispensable. 

Soi.  Parabole.  —  En  fais^i^nt  pour  cette  courbe  ,  relative- 
ment à  la  manière  de  compter  l'angle  v ,  la  même  observa* 
tion  que  pour  Thyperbole  ,  on  sera  conduit  à  substituer  dans 
l'équation 

Fîg- 194-  j^  =  ^px  {fig>  1 94  )  ?  1®^  valeurs j-  =  r  sin  ^ ,  rr  =^  —  r  cos  v. 

On  obtient  par  cette  substitution ,  ^t  observant  que. • . •*• 
sîn*  p  s=  I  —  cosV, 

(  i  —  cos?  v^)  r*  -f*  2/)  cosp.r  —  p*  =  ©k 


DE  tk   PiBÀBOtE.  4^7 

p  £ 

donc        r=:  — -i- ,       et  r    =  —  ,   _   ^o-  f.* 

La  première  expression  est  essentiellement  positiue  ^  et  la  se- 
conde négatiue  ;  cela  tient  à  ce  que  ,  pour  une  position  quel- 
conque MFm  du  rayon  vectem-,  les  deux  points  M ,  m,  sont 
toujours  en  opposition  par  rapport  au  point  F. 

'  Mais  la  première  peut  donner  à  elle  seule  tous  les  points 
de  la  tourbe  ,  si  l'on  fait  varier  l'angle  \^  depuis  o**  jusqu'à 
4oo«. 

SoitP:=:o.    d'où  cosp=  1  ;   on  trouve   r=  ^  =  FA; 

çz=z  loo*,  ou  C08  f^  =o;  il  en  résulte  r  =  /ï  =  FN  ;    •    ' 
i/sa2O0*y  C08  i'  s=s-*-  I  ;     donc        r  =:  ^  sas  00  ; 

•  o 

if:=z  Soo',  C08  u  rsso  ;  donc        r  c=  -^  =  FN. 

a 

SISS.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière ,  nous 
exposerons  le  mojiea  d'obtenir  leo  équations  polaires  des  trois 
courbes,  directement,  c'est-à-dire  en  partant  des  déûnitioiis 
dje  c^  courbes. 

ELLIPSE.  —  On  a  trouvé  (n**  S5IB)  que  le  rayon  vecteur  FM  y 

coc 
ou  r,  a  pour  expression,  A— —  (^g-,  192),  x  représentant  laFîg.igQ. 

distance  du  point  0  au  pied,  de  la  perpendiculaire  MP. 

Cela  posé ,  soit  x'  la  distance  FP  ;  on  a  é videmmen  t  x^=ic+x'i 
mais  le  triangle  rectangle  FPM  dopne  af  :=zr  cos  p  ;  ,  d'où 
x  z=LC  +  r  cos i'. 

cx 
Substituant  cette  valeur  dans  l'expreasion    r  ;=;:  A  1—  «j-  » 
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,   .     ^  A'  —  c  (c  -+- rcos v)      A*  —  c"  —  cr  cos p 

on  obtient    r  z=: ; --i  =z  .    •  ■     "  ■    ■ • 

A  A  '^ 

'  A*  —  c* 

d'où  l'on  déduit  n 


A  +  c  cos  i' 


Pour  le  rayon  Fw ,  on  a  également    r=  A  — 7-  j 

A 

mais  ici 

a?  ou  0^  =  c  -r-  F/)  =  c  —  a?',  et  oc's=r  cos  pFm  =  r  cos  ^  ,^ 

d'où  a?  =  c  —  r  cos  ^. 

,T,  A  —  c(c— rcôs^)      \  A*  — c*  +  cr cos  1/ 

Donc    r  = i—- ^  =^ \ ; 

A  A 

A»  —  c* 
et  par  conséquente    .         r= 


c  cos  ^* 


On  obtient  l'expression  du  second  rayon  indépendammeni 
de  son  signe ,  parce  qu'on  l'a  cherchée  directement.  Mais  eu 
tant  que  les  deux  expressions  sont  liées  entre  elles  par  une 
même  équation ,  elles  doivent  y  entrer  avec  leurs  valeurs  cor^. 
relatives. 

Hyperbole.  —  On  a  trouvé  (n*  255)  FM  ou    ^  =  -r A 

rig.193.  {Jig,  1 93);  mais  la  figure  donne  07  ou  0P  =  c^—a?%a;'=>*€0S^;. 
d'où  ar  =3  c  —  r  cos  p  \ 

c  (c  ^-^  r  cos  p)        .        c'  —  A*  —  cr  cop  p 
donc     r  =  -^ -p—  A  =  — r ,. 

'         et  par  conséquent,  .=  x^F^. 

^  T.        '  A  +  C  cos  V 

ex  ' 
Pour  le  point  m  ,  on  a         Fm  ou  r  =  —  -f^  A  ;^ 
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mais  ir  ou  0/>  =5  F/>  —  FO  =  a?'  —  c,  a?'  =  r  cos  ^,         d'où 

X  =  r  cos  f^  —  c  ;  ' 

c(r  cosi* — c)        .        cr  cos  ^  —  c*  +  A' 
donc    /•=- T 4-A.  = 7 9 

—  (c»  —  A»)  c»  —  A' 

et  par  conséquent.     ^&=-r = r» 

*  ^  A  —  c  cos  ^         c  cos  ^  —  A 

Le  second  rayon  a  une  expression  tout-à-fait  identique  avec 
celle  dun"  SSO^  et  cela  doit  être>  puisque  ce  rayon  est  tantôt 
positif  tantôt  négatif. 

Parabole. — Onaobtenu(n°ÎMfi)FMour=,a?  +  ^(yî^.  194);  Fig.i4)4. 

\ 
mais  07 ou  AP  =  -  —  rr',  a;'  =  r  cos  u ,  d'où  x=z^  —  rcos  ^  ; 

donc    r-=zp  —  rcos^,  etpar  conse'quent,     r  = 


1  +  cos  V 


On  obtiendrait  de  même  le  second  rayon  vecteur ,  mais  abs- 
traction faite  de  son  signe. 

Des  Sections  coniques  semblables. 


Les  propositions  qui  suivent  ne  se  rattachent  à  aucune  des  théories  pré- 
cédentes ;  mais  elles  n^en  sont  pas  moins  inlportantes  à  connaître. 

5fô.  Deux  ellipses  ou  deux  hyperboles  sont  dites  semblables,  lorsqu'elles 
ont  leurs  axes  proportionnels.  Ainsi  y  soient  A  et  B  les  demi-axes  d'une  pre- 
mière ellipse  y  a  eib  ceux  d'une  seconde  ellipse  ;  ces  deux  courbes  seront 
semblables  si  Ton  a  la  proportion 

A  :  B  ::  <i  :  J,   ou  A  :  tf  ::  B  :  ft. 

Cette  dénomination  vient  de  ce  que  les  deux  courbes  jouiss^t  alors  des 
mêmes  propriétés  que  les  figures  semblables  de  la  Géométrie  ;  c'est  ce  que 
nous  nous  proposons  de  démontrer. 

Pour  plus  de  simplicité ,  nous  placerons  les  deux  courbes  l'une  sur  l'autre 
{jig.  195),  de  manière  qu''elles  soient  concentriques,  et  que  leurs  axes  se  Fip.inS. 
confondent. 

Soient  donc  deux  ellipses  pour  lesquelles  OA,  Oa^  désignant  les  demi- 
grands  axes ,  les   moitiés  des  seconds   sont  déterminées  par  les  paraU 
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lèlek  AC,  Ae;  en  sorte  qt»  Ton  a 

OA  :  Oa  ::  oc  :  oc,  ou  a  :  «  ::  b  :  b..,  (o 

Cda  pbsiS,  i<>.  eoiuidérofit  une  ligne  quelconque  OL  menée  par  le  centre, 
et  appelons  D,  J,  le»  demi-diamètrefi  OM,  Om;  "?>  X,  les  coordonnées  do 
point  M ,  et  r ,  or ,  celles  du  point  m. 

Puisque  les  trois  points  O ,  m>  M,  sont  en  ligne  droite ^  on  a 

et  comme  M,  m,  appartiennent  aux  deux  courbes,  on  a  aussi 
A» Y»  =  B«  (  A«  —  X«  ),    ûV'*  =  &*  {**  —  «■)? 

d^oÀ,  dîvisÂnt  Puiie  pai>  Taùtre  ces  deux  éqtiations  6t  ayant  égard  à  Id  rela- 
tion (i)> 

Y»  :  y^  i:  A*  —  X»  :  «•  —  x«5 

maison  a  déjà  .♦..  Y*  :  y*  H  X*  ;  ar»; 

donc^  X«  :  «•  t:  A»  — .  X»  :  a*  —  *»,    ou    tf»X«  «  A»**, 

X     ^.       X        A        Y        D  ,  , 

et  par  çonfeéquént,      —  ts=  —  =  —  =  —....,     (a) 

Ainsi ,  les  lignes  MP  et  mp ,  OP  et  Op,  OM  et  Om,  sont  dans  le  rapport  des 
axes  A  et  a.  x 

a<>.  Soient  deux  autres  points  M',  m',  placés  sur  une  même  ligne  OL',  et 
nommons  D',  <r,  les  demi-diamètres  OM',  Om'  ;  on  obtiendrait  de  même 
T/  :d'llA:allT>:d-^  donc,  si  Ton  tir#  les  cordes  MM%  mm',  on  forme 
ainsi  deux  triangles  semblables  OMM',  0mm' y  qui  donnent 

MM'  :  mm'  ::  ï)  :  d  H  A  ;  a; 

de  plus,  les  cordes  MM',  mm',  sont  parallèles. 

3^.  Concevons  actuellement  qu^on  a't  inscrit  aux  ellipses  deux  polygones 
dont  les  sommets  soient  deux  à  deux  en  ligne  droite  avec  le  centre  ;  il 
résulte  de  la  proposition  précédente ,  que  ces  polygones  ont  leurs  côtés  pa- 
rallèles et  Sjespectivement  proportionnels  ;  donc  ils  sont  semblables.  Ainsi, 
/^  les  eontours  de  ces  polygones  sont  proportionnels  aux  detiii-axes  déà  deux 

ellipses ,  et  leurs  surfaces  sont  entre  elles  comme  les  6arrés  de  ces  demi- 
.  axes. 

Ces  deux  résultats  étant  vrais  quel  [que  soit  le  nombre  des  côtés  des  poly- 
gones ,  le  sont  encore  à  la  limite. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  contours  E,  e,  des  deux^ ellipses ,  sont 
entre  eux  dans  le  rapport   des  demi -axes,  et  leurs  surfaces  S  et  s,  dans  le 
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rapport  des  carrés  de  ces  demi-axes;  c^est^-dire  que  Ton  a 

E  :  c  ::  A  :  a,  «t  S  :  5  ::  A*  :  a«. 

Cette  dernière  relation  se  déduit  encore  de  Texpression  trcavée  n^  27Ty 
pour  la  âurfaoe  de  Pellipse. 

On  a  en  effet  ScsirA.Bf      «ss^ra.ft; 

A^  ^  S  A     B  _  A« 

4  où  -    =   —  .  7-  =  -— .     . 

5  a      b         a* 

Il  en  est  de  même  de  deux  .secteurs  elliptiques  correspondant  aux  mêmes 
diamètres. 

4^-  Soient. F,y,  les  foyers  des  deux  ellipses;  et  désignons  par  C^  r,  les 
excentricités  OF ,  Of;  on  a 

donc,  à  cause  de  la  relation  (t)^ . . ..  G  :  c  ::  A  T  «•  •  •  •  (9) 

5P.  Il  résulte  des  relations  (a)  et  (3)  que,  si  Ton  joint  les  points  M,  m, 
aux  points  F,  J'y  on  forme  ainsi  deux  triangles  semblables  OM F ,  Ornfy 
qui  donnent  FM  IJmHOFlQfllAla;  de  plus,  ces  rayons  vecteurs 
sont  parallèles» 

C^est  ce  qu^on  pourrait  encore  reconnaître  au  moyen  des  équations  polaires 
des  deux  ellipses. 

6o.  Soient  les  tangentes  MR,  rair;  on  a  trouvé  (n<>  2B4)  pour  les  sou- 
tangentes  VKfpry 

DU         A«  —  X*  a«  —  X* 

PR  =  — ^— ,     pr^—^-i 

PR      A»  — X"     *       X»     X       X        A 
d'où  —  =  •  «-v^  —  .=f=t=— rs  —  ; 

pr        a*  — -  X*       X       X*     jL         x         a 

et  pour  les  8<yunorinale8  K^ps, 


— Xr--x  =  I7-x»   P'  =  ^ 


PS  X         A 

d'où  —  =  —  =  — . 

ps  X  a 

iV.  i?.  <*—  L'expression 

A»  —  B»  B» 

A*  A»        ' 


/ 
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ne  dépeudant  que  de  Pabscîsee  du  point  M  et  du  rapport  des  axei,  il  bVb- 
suit  que  y  pour  toutes  les  ellipses  semblables ,  les  normales  menées  aux  points 
M ,  m", . . .  qui  correspondent  à  la  même  abscisse  OP ,  rencontrent  le  grand 
axe  au  méhte^  point  S. 

^0.  La  similitude  des  triangles  MPR,  mpr^  qui  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels,  prouve  que  les  tangentes  MR,  mr,  sont 
parallèles  ;  donc  (  n^  fi9fi  )  les  deux  demi-diamètres  conjugués  des  dia- 
mètres OM ,  Om,  sont  situés  sur  une  même  droite  ;  et  si  Ton  appelle  A%  B', 
les  demi- diamètres  conjugués  de  la  première  ellipse,  a',  b\  le$  demi-ëia- 
'     inètres  conjugués  correspondans  de  la  seconde ,  on  a  la  proportion 

A'  :  a'  ::  b'  :  i'  ::  a  :  a. 

On  pourrait  multiplier  indéfiniment  les  conséquences  qui  résultent  de  la 
comparaison  de  deux  ellipses  semblables;  mais  celles  qui  viennent  d^étie 
développées  suffisent  pour  démontrer  que  deux  ellipses  qui  ont  leurs  axes 
proportionnels,  ont  tous  leurs  éUmens  homologues,  proportîonàels  à  ces 
axes  et  également  inclinés  entre  eux  sHls  sont  linéaires;  ou  daris  le  même 
rapport  que  les  carrés  des  axes ,  si  ce  sont  des  éléme&s  de  superjieie^ 

Les  mêmes  propriétés  s'appliquent  à  Thyperbole ,  et  se  démontreraient 
d'une  manière  tout-à-fait  analogue. 

On  reconnaît  en  outre >  !<>.  que  deux  hyperboles  semblables,  dont  les  axes 

sont  dans  la  même  direction ,  ont  les  mêmes  asymptotes,  puisque  -.  et  •« 

A         a 

expriment  les  tangentes  trigonométrîques  des  angles  que  ces  droites  font 
avec  Taxe  des  x. 

2<*.  Que  deux  hjrperholes  équilatères  sont  toujours  semblables,  puisque  les 

B         5 
rapports  -.    et  -  sont  égaux  l'un  et  l'autre  à  l'unité. 

S54.  Deux  paraboles  quelconques  sont  toujours  des  Jaurès  sembîahles. 
FiR.ToG*      ^^  ®^®*  *  soient  aP ,  vtp  {fg,  1 96),  Hes  paramètres  de  deux  paraboles ,  que 
nous  supposerons  placées  l'une  sur  l'autre  de   manière  que  leurs  axes  coïn- 
cident ;  F  et /"en  sont  les  foyers. 

i<>.  Prenons  deux  abscisses  AP,  A^,  telles,  que  l'on  ait  la  proportion 

AP  :  A^  ::  AF  :  A/,   ou  x  :  x  ::v  :  p-, 

et  désignons  par  Y,  jr,  les  deux  ordonnées  coi^espondantes. 
On  a  les  équations 

* 

Y"  =  aP.X,    y  =  a;?.ar;    d'où    Y»  :  x*  ::  VX  :  px-y 

« 

mais ,  par  hypothèse , 

X:  x  ::¥  :  p-,   d'où....    PX  :  px  ::  p»  •  ^»; 
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éont  ' 

•   Y«^r*  ::  P'  :  jp*,  ou  y  ijr  nv  :  p  y.x:  x..,  (o 

D'où  Ton  peut  conclure  que  les  trois  points  A^  m ,  M,  sont  en  ligne  droite, 
et,  d«  plus,  que  Ton  a 

AM  :  Amiix  :  X  ::  V  :  p. 

!!<>.  Joignant  les  points  F,  /,  aux  points  M,  m  y  on  forme  ainsi  deux 
triangles  4FM,  Afi**9  semblables,  comme  ayant  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  proportionnels  ;  donc  les  rayons  FM ,  fm ,  sont  parallèles;  et  Ton 
a  en  outre ,  la  proportion 

FM  :/m  ::  AF  :  A/::  p  :;». 

30.  Soient  deux  autres  points  M' et  m',  placés  sur  les  deux  oourbes,  ^mme 
le  sont  les  points  M,  m;  on  obtiendrait  de  même  AM'  :  Am'  ;:  F  :  jf, 
et  par  conséquent ,  ^ 

AM'  :  Am'  ::  AM  :  Am. 

Denc,  si  Ton  tire  les  cordes  MM',  nmify  ces  cordes  sont  parallèles  et  dans 
le  rapport  P  :  |». 

Concevons  maintenant  que  Ton  ait  inscrit  aux  arcs  AM,  Am,  deux  por- 
tions de  polygones  dont  les  sommets  M  et  m,  M'  et  n/,...  soient,  deux  à 
deux,  en  ligne  droite  avec  le  point  A;  ces  portions  de  polygones  sont  sembla* 
blés,  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  respectivement  proportionnels  ; 
d'où  il  suit  que  leurs  contours  sont  dans  le  rapport  P  :  /? ,  et  leurs  surfaces 
dans  le  rapport  P*  :  p*. 

Cette  double  proposition  étant  vraie  pour  les  limites  de  Ces  deux  poly- 
gones ^  on  a  également 

arcAM  :  arcAm  ::  P  :  ;?,    et    AMP  :  àmp  ::  P*  :  p*. 

Ce  dernier  résultat  se  déduit  encore  de  l'expression  obtenue  (n^  530) 
pour  Paire  d'un  segment  parabolique. 

On  a  trouvé      ^  AMP  =  5  X.Y,     hmp  =  ,  jc.r  j 
,,    ,  AMP        X.Y 

«t  par  conséquent , 

AMP  _  X     X  ^X»  _P» 

hmp  X  *  qe         je»         p** 

•et  ainsi  de  suite;  d!f>û  l'on  voit  que  les  élémens  homologues  de  deux  para- 
jtyoles  quelconques  font  dans  le  rapport  d«  leurs  paramètres ,  si  ces  élémens 

28 
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86nt  linéaires,  et  dans  le  rapport  des  carrés  de  ces  mènes  paramètres,  À 
Ton  considère  des  élémens  de  superficie. 

38^.  N.  B,  —  Les  courbes  que  Von  obtient  en  coupant' un  cône  par  une  sinte 
de  plans  pârallèlei*  entre  eux,  sont  des  courbes  semblables. 
En  effet ,  si  dans  Téquation  générale  des  sections  Coni<|uetf  (n^  SW)  ? 

aSin«esinC           sIua  sîh  f«  4- ^) 
y2  — :  .or  —  .  i.x», 

C08*  -   C  <Î08*  -     C 

9  a 

■    \ 
on   suppose   d^abord    «e  +  C  <^  ou  ]>  o ,    auquel    cas  la  courbe  est  une 

ellipse  ou  une  hyperbole ,  le  coefficient  de  x*  est  différent  de  o  ;  et  Ton 

sin  A  sin  (*  -f-  C)       _.    B* 

peut  pOMT ■  '    ■  "      "  ^  ^  '   =±:3:   7^. 

eo8«  -  C 
a 

Or,  tant  que  le  t>lan  séetmtTeste  parallèle  à  Iai-4nème,  Tangle  «  ne  change 

pas  ;  d'ailleiirs  C  est  une  quantité  constante  et  donnée  à  pHori,  Donc  -r 

est  un  rapport  constant  pour  toutes  les  ellipses  ou  hyperboles  produites  par 
côtle  série  de  plans  pafallèl«fs  entré  eux. 

Qtiand  les  plans  sécans  supposél  parallèle^  entte  eux,  sont  en  même 
temps  parallèles  k  une  inèmd  génératrice,  les  sections  coniques  qui  en 
Insultent,  sont  des  paraboles.  Or,  où  a  vu  ci-dessus(no  5M)  que  toutes  les 
paraboles  sont  semblables  ;  do&c  toutes  ces  sections  coniques  sont  austi 
semblablers. 


'\ 
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CHAPITRE   VI. 

Discussion  de  T équation  générale  du  second  degré  a 
deux  variables.  Détermination  du  centre  et  des 
axes.  Considérations  générales  sur  les  sections 
coniques.  Applications  de  ces  principes. 


5  i**.  Discussion  de  l'équation  du  second  degré  par  la  sépa- 
ration des  variables. 


5I$6,  Nous  nous  proposons  ,  dans  ce  paragraphe ,  de  faire 
voir  comment ,  par  la  re'solution  même  d'une  équation  du 
second  degré  à  deux  variables ,  c'est-à-dire  par  la  séparation 
des  variables;'  ou  peut  déterminer  la  nature  ,  la  forme ,  et 
même  la  position  ,  par  rapport  à  des  axes  quelconques, 
de  la  eourbç  représentée  par  cette  équation.  Nous  revien-* 
drons  ensuite  sur  la  double  transformation  de  coordonnées 
à  l'aide  de  laquelle  il  est  toujours  possible  (n^  ^^0,  81(2  et 
285)  de  ramener  l'équation  à  l'une  ou  l'aube  des  deux  formes 

Reprenons  l'équation  générale 

jLr*+»^j^  +  0' +  Dr  +  Erc+ F=:o,...   (i) 
qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

j-'H Î^^  +  Â  ^    +  À^  "^  Â  =0...    (2) 

a8.: 


4^  CLASSIFICATION 

On  tire  de  cette  équation  résolue  par  rapport  hy^ 

Fi{j.T97.      Cela  posé,  soient  AX,  AY  (Jig,  197),  les  deux  axes  auxqueb 
^  on  suppose  que  la  courbe  est  rapportée.  £1;!  donnant  à  oc  une 
sttite  de  valeurs,  on  obtiendra  pourj-  des  valeurs  correspon- 
dantes qu'on  pourra  construire ,  lorsque  toutefois  ces  valeurs 
seront  réelles. 

Conlme  la  quantité  sous  le  radical  de  la  valeur  de  j^,  est  un 
trinôme  de  second  degré  en  x  ,  et  que  le  signe  d'une  sembla- 
ble expression  dépend  principalement,  comme  on  le  sait ,  de 
celui  du  premier  terme ,  nous  sommes  conduits  à  faire  sar 
le  coefficient  B*  —  ^kC,  les  trois  hypothèses  suivantes  : 

B»— 4AC<o,     B*— 4ACs=o,     B^  — 4AC>o. 
Première  hypothèse  j     B'  —  4^^  <!  ^  >     o^  négatif. 

Dans  cette  hypothèse  générale,  le  trinôme  du  second  degré, 
égalé  à  o,  peut  donner  lieu  à  trois  résultats  d^érens  :'oules 
deux  racines  de  cette  équation  résolue  sont  réelles  et  inégaies, 
ou  elles  sont  réelles  et  égales  j  ou  bien  elles  sont* imaginaires. 

Considérons  d^abord  le  premier  cas ,  et  désignons  par  a/,  x'y 
les  deux  racines;  ce  trinôme  peut  (Algèbre,  8^  édition, 
n*  98), être  mis  sous  la  forme 

^     (B»  — 4AÇ)  (rr  — arO  (a?  — a?')....  (4) 

Il  résulte  enc9re  des  principes  établis  (Algèbre,  n*  iii) 
sur  lès  trinômes  du  second  degré,  que,  pour  toute  valear  de  x 
coiTiprise  entre  x^  et  x"  (ces  lettres  désignent  des  quantités 
réel  les  quelconques ,  positives  ou  négatives),  les  facteurs  x — xf^ 

X — ce"  sont  de  signes  contraires;  donc  leur  produit 

(x  — a;')  {x  —  x")  est  négatifs  et  comme,  par  hypothèse, 
B*— 4AC  est  lui-même  négatif,  il  s'ensuit  que  l'expression  (4i 
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OU  la  quantité  sous  le  radical  de  la  valeur  dej*,  est  posiiUe^ 
ainsi  cette  dernière  valeur  est  nécessairement  réelle. 

Mais  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  non  comprises  entre  a' 
et  a:",  les  facteurs  a? — x\  a:— a;",  sont  de  même  signe  ;  donçfe 
produit  (4)  est  négatif  j  et  les  valeurs  correspondantes  de  j 
sont  imaginaires. 

Concluons  de  là  ,  que  S|i  AG,  AH;  représentent  les  racines  ■ 
x\  x*'f  et  qu'on  mène  par  les  points  G,  H,  deux  parallèles  GG', 
H  H',  à  l'axe  des  j-,  la  courbe  a  une  infinité  de  points  entre 
ces  parallèles  ;  mais  elle  n'en  a  aucun  ni  en-deçà  ni  au-delà. 
La  courbe  est  donc  limitée  par  ces  droites ,  dans  le  sens  posi- 
tif  et  dans  le  sens  négatif  des  x,  ^ 

Supposons  actuellement  que  les  racines  a;'  et  a;''  soient  réelles 
et  égales.  Dans  ce  cas,  le  trinôme  du  second  degré  en  x  prend 


la  forme 


(B^  — 4AC)(x  —  a:'); 


et  l'on  voit  que,  pour  toute  valeur  de  x  différente  de  x', 
cette  expression  est  essentiellement  riégatii^e,  et  la.  valeur  de  j" 
correspondante  est  imaginaire,  ' 

Mais  si  l'on  suppose  a;  =  of ,  le  radical  disparaît ,  et  la  valeur 

de  j-  devient       j-  =  -«■  -j — - . 


Donc  lorsque  les  racines  x\  x\  sont  réelles  et  égales ,  la 
courbe  se  réduit  à  im  ^td  ^oint  j 


X  =  X 


J'==  — 


(B^'  4-  D) 


Admettons  enfin  que  ces  racines  soient  imaginaires. 

Gomme  on  sait  que,  dansée  cas,  si  l'on  désigne ,  pour  abré- 
ger, le  trinôme  en  x  par  mic'+2na;+/),  on  peut  le  trans- 
former ainsi: 


zn 


m 


\ 
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k^  étant  essentiellement  positifs  il  s'ensuit  que ,  qoélque  va- 
leur qu'on  donne  à  o^^  le  signe  de  la  quantité  sous  le  radical 
de  la  valeur  de  j-  est  négutif^  et  par  conséquent  ^  que  cette 
valeur  de  j^  est  inuzginaire»  Donc  la  courbe  est  eUe^mêiAe 
imaginaire  j  c'est^à-^dire  que  l'equatioii  (i)  ne  peut  Hien  n?* 
présenter, 

îïous  reviendrons  tout  à  Theure  sur  la  folrme  Catactérlstique 
qui  convient  à  l'équatibn  (t)  dans  les  deux  cas  ptéoédens. 

JV".  i?.  —  Quand  les  deux  racines  x'^a^^y  sont  réelles  et  iné- 
gales ^  il  résulte  de  Tiuspection  de  la  valeur  générale  de^,  qui 
ne  renferme  x  qu'au  numérateur,  et  dont  le  dénominateur  A 
«e  peut  être  nul ,  puisque  ce  serait  supposer  B*  —  4^^  positif, 
il  résulte,  dis«-je>  de  cette  inspection  ,  qu'à  des  valeurs  dex 
limitées,  il  doit  correspondre  des  valeurs  dej:  limitées.  Ainsi 
la  courbe  est  limitée  dans  tous  les  sens» 

D'ailleurs,  si  Ton  résout  l'équation  (i)  par  rapport  à  x, 
on  trouve  une  expreéfti^n  en  j^,  dont  la  quantité  sous  le  radi- 
cal est  un  trinôme  du  âecond  degré  enj^,  ayant  pour  eoef- 
licient  de  j*',  B^  — 4^^'  ^^  4^^>  étant  égalé  à  o,  douae  lien 
à  deux  racines,^',  j"",  réelles  et  inégales  lorsque  x\  x'^  sont 
elles-mêmes  réelles  et  inégales  ;  car,  autrement ,  la  courbe 
serait  imaginaire,  ou  se  réduirait  à  un  seul  point,  ce  qui  se- 
rait contre  l'hypothèse.  Ces  valeur)  j-'^  j*",  étant  construites 
et  représentées  par  AK,  AL,  si  l'on  mène  par  les  points  K 
et  L  deux  parallèles  KK',  LL^  è  Taxe  des  es  y  ^n  obtient  Jes 
limites  de  la  courbe  dans  4e  .sens,  des  jr  \%en  sorte  que 'la 
courbe  est  entièrement  renfevmée  dans  le  parallélogramme 

Nias. 


r 


Deuxième  hypothèsiè  >     B'  —  4^^  =  ^' 

« 

4 

Cette  hypothèse  réduit  la  iquantité  sous  le  radical  à  ane 

'  expression  du  premier  degré'  en   x;  et  si  l'on  appelle  x'  la 

i:acine  que  donne  ce>  binôme  égalé  à  o,  on  peut  le  mettre  sous 

la,  forme  a(BD  —  aAE  ){x  —  x'). 
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Or  y  il  peut  ëgalement  se  présenter  trois  circoDstances  :  ou 
le  coefficient  BD-^aÂE  est  positifs  ou  il  est  négatif,  ou  bien 
il  est  égal  à  o. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  ,  pour  tonte  valeur 
de  X  plus  grande  que  x\  le  facteur  (^— 0?')^  et  par  conséquent 
2{BD  —  aAE)  (x — a/),  est  positifs  mais,  pour  toute  valeur 
de  X  |)ltts  petite,  cette  expression  est  négatiue.  Donc ,  si  AG  ^ 
{Jig*  197)  représente  sa  valeur  x'^  qui  peut  d'ailleurs  être  Fig.  197, 
positive  PU  négative,  et  que ,  par  le  ppint  G,  Ton  mène  GG' 
parallèle  à  AY,  la  courbe  s'étendra  indéfiniment  à  la  droite 
de  cette  parallèle,  mais  n'aura  aucun  point  A  sa  gauche, 
puisque,  pour  des  valeurs  de  x  égales  à  AG,  ou  plus  grandes 
que  AG,  les  valeurs  de  j-  correspondantes  sont  réelles ,  tandis 
qu'elles  spnt  ima^oaires  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  AG.  '       '  ^ 

La  eondéquence  serait.  tdttt«à«faU  contraire  si  le  coefficient 
BD'^— 2iA£  é^it'  négatif  j  c'e9t«à->dire  que  la  courbe  s'éten- 
drait alors  indéfiniment  dans  le  sens  des  x  négatifs ,  mais  se- 
rait limliée  dans  le  sens  des  x  positifs,  par  la  parallèle  AG. 

Si  rpn  a  BD— ^AE  as  o  en  même  temps  que  B^—- 4^^^=  ^  ' 
la  valeur  générale  de  j  devient 

^=_2£+2)±Jji/Dnr4ÂF. (5) 

équation  du  premier  degré  en  Xy  qui  exprime  alors  un  sys^ 
tème  de  deux  droites  parallèles  ;  car  le  coefficient  de  x  eàt  le 
même  dans  les  équations  des  deux  droites. 

Soit,  comme  cas  particulier  de  celui  que  nous  examinons, 
D*— 4^F  =  o.  Les  deux  valeurs  de  j*  se  réduisent  k  une  seule 

^  =  -—i, — ^' — -i  et  la  courbe  dégénère  en  une  seule  ligne 

droite. 

Enfin ,  s'il  arrive  que  Ton  ait  D*—  4Aï''<Co  >  ks  deux  droites 
parallèles  sont  imaginaires  /  en  d'autres  termes ,  l'eqoation  (5) 

ne  représente  rieft. 

» 
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Troisième  hypothèse ,     B'  —  4^C  >  o. 


II  peut,  comme  dans  la  première  hypothèse,  se  présenter 
trois  circonstances  principales  :  ou  les  valeurs  x'^x"^  du  tri- 
nome  du  second  degré,  en  x  égalé  à  o,  sont  réelles  et  inégalés, 
ou  elles  sont  réelles  etésalcs ,  ou  elles  sont  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas ,  comme  ce  trinôme  peut  être  luis  sous 

la  forme  (B*  ^  4 AC)  (x  — a/  )  (ar  —  a?") , (6) 

toute  yaleur  de  x  comprise  entre  x*^  et  x",  rend  les  deux  facteurs 
x-^x^j  X — x'*y  de  signes  contraires;  done  leur  produit,  et  par 
conséquent  le  produit  précédent,  est  négatifs  ainsi  la.  va- 
leur de  j-  correspondante  est  imaginaire^  Mais  pouc  une 
valeur  quelconque  de  x  non  comprise  entre  x'  et  a?'»,  les  fac- 
teurs X  —  x\  X — x'^f  sont  de  même  signe;: d^c  leur  produit, 
et  par  conséquent  le  produit  (6) ,  est  positif,  etia  valeur  cor- 
respondante de^  est  réelle. 

D'où  il  suit  que,  GG',  HH'  (Jig.  1 97),  représentant  toujours  les 
parallèles  à  Taxe  des  j-,  menées  aux  distances  AG=a:',  AH[=a:^, 
la  courbe  n^a  aucun  point  entre  ces  deux  parallèles  ;  mais  elle 
s'étend  indéfiniment  à   droite  et  à  gauche   de  ces  parais 

es. 

Si  les  deux  racines  x'^  or",  sont  réelleS'  et  égales  ^  le   tri* 


le! 


nome  eu  x  prend  la  forme    .  (B*  —  /^kC)  Çx  — a;'>% 
et  la^  valeur  générale  de  j*  se  réduit  à 


2A 


2A 


équation  qui  représente  un  sj-stème  dedrux  lignes  droites  qui 
lie  coupent  ;  cm  le  coefficient  de  x  est  pour  Tune, . , .  ....*  •_. . 

~B+l/B-— 4AC        ,    —  B--V/B>->4AC 
Lorsque  les  racines  x\  x",  sont  imaginaires^  le  trinôme 


pour  l'autre. 
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en  Xf  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

(B'-4AC)[(a:+^)'4:**]. 

reste  positif,  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  x;  ainsi  les 
valeurs  de  j-  correspondantes  sont  toujours  réelles;  et  la 
courbe  s'étend  encore  indéfiniment  dans  tous  les  sens* 

Il  résulte  de  la  discussion  précédente,  que  les  courbes  du 
second  degré  peuvent  être  divisées  en  trois  classes  bien  dis- 
tinctes ;  courbes  limitées  dans  tous  les  sens  y  courbes  limitées 
dans  un  seul  sens,  et  courbes  illimitées  ou  indéjinies  dans  tous 
les  sens. 

La  première  classe  renferme  comme  variétés,  un  point j  ou. 
une  courbe  imaginaire  /  la  seconde ,  un  système  de  deux 
droites  parallèles  j  une  seule  droite  j  oïl  deux  droites  imagi^ 
naires  jf  en&n ,  la  troisième,  un  sjrstèrme  de  deux  droites  qui 
se  coupent. 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  (n^  S56). 

SIS7.  Un  seul  cas  semble  échapper  à  la  classification  précé- 
dente :  c'est  celui  où  les  carrés  des  variables  n'entrent  pas 
ilans  l'équation ,-  mais  alors ,  cette  équation  étant  de  la  forme 

Bx^  +  Dj-  4-  Eo;  +  F  =  o, 

il  est  évident  que,  pour  une  valeur  de  x  quelconque  ,  celle 
de  .J-  sera  toujours  réelle  ;  ainsi  la  courbe  est  nécessairement 
illimitée.  En  eflPet^la  quantité  B* — 4^C  se  réduisant  à  B%  est 
essentiellement />o$ifiV&l  donc  la  courbe  est  de  la  troisième 
classe. 

Nous  verrons  plus  loin  dans  quelle  situation  sont  les  axes 
par  rapport  à  la  courbe ,  dans  ce  cas  particulier. 

Si  l'équation  était  privée  du  terme  en  j*',  on  pourrait  la 
résoudre  par  rapport  à  x  comme  on  l'a  résolue  par  rapport 
àj^^  et  la  discussion  serait  la  même.  On  voit  d'ailleurs  que  la 
courbe  est  de  la  troisième  classe  j  puisque  B'  —  /\kC  se  réduit 
encore  à  B». 


/ 


44^  QAtACrÉABS  ANALtTIQOCS 

'3M.  11  peut  être  utile  de  connaître  1&  forme,  qui  «r^lérief  réqvati» 
générale  (i),  lorMjn'^le  doit  appartenir  à  Fiine  des  Yariétés  des  trois  dassesJ 

Gonsid^oQS  d^ab#rd  la  première  classe  et  la  troisième. 

Si  Ton  suppose  lea  deux  racines  af  et  x"  rif^/e^  er  égalât,  on  obtient  poor 
la  valeur  der 

ou ,  en  chtssaBt  le  dénotniMteur  et  traneposMit  la  partie  itttioMiell#  y 

aA;^  4-  Bx  -f.  D  =  :h  (x  -^  «^)  t^B*— 4ACj 
oa  èitn»  éltftnt  mi  eawé  et  transpowint  tons  tes  tfrniei  dans  I4  pnnisr 

(Mr  4-  B*  4-  D)«  —  (B-  —  4AC)  (x  —  x')»  =  o (M) 

En  effectuant  les  calculs  et  remettant  pour  y  sa  Taleur,  on  retroaTenit 
néeessàiiQihent  lalpreposée,  puisqu^on  n'a  fait  autre  chose  ^  par  ces  trans- 
fbMUitlèiis  )  que  de  tecompeeer  cette  équation. 

Celn  p«sé^  si  B«««-4AC  eat  n^Uf,  le  pr#mf «r  memke  de  Véîpi^tUm  (II) 
exprime  alors  la  somme  de  deux  quantités  essentiellement  positives ,  laquelle 
somme  ne  peut  être  égale  à  o,  à  moins  que  Ton  n'ait  séparément > 

4'oà  l\Mi  déduit 

,  B*^+D 

X  ttt  4r  •    y  BS  —  • 

Ainsi  la  courbe  se  réduit  k  us  point  lorsque  le  premier  membre  est  iâ, 
somme  de  deux  quantités  positives  dont  chacune  est  fonction  de  x,  ^  ;  et  ré« 
eilMoquemml» 

Mais  si  B*— 4^m  9aX positif,  on  peut  considérer  le  premier  «neiiibn 
^  Péquation  (M),  comme  la  différence  de  deux  carrés,  décon^osaile  e» 
deu^/aeteurr du  premier  degré  en  x  et  y,  savoir  : 

aAr  4.  B*  +  D  +  (x  —  y)  \/B*  —  4AC, 
m  Ay  4-  Ax  4"  D  «^  {x  •*•  j/)  |/B*  ^  4AG, 

lesquels ,  égalés  séparément  à  o ,  donneront  chacun  pour  lieu  géométrique, 
me  ligne  droite. 

<ki  deux  droitea  ae  eoBpest  ^  «ar  le  ooefficient  de  x  est  »éee««iremeBl 
différoai  dans  las  deux  équations. 

Ainsi  9  la  courbe  d^éi\ère  <en  un  ^stàme  de  deux  droites  ^ui  se  ampent, 
lorsque  le  premier  membre  de  réqiiaiion  proposée  est  la  différence  des  deux 
carrés  dont  chacun  est  fonction  de  o-,  /  j  et  réciproquement. 
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ftokirt  insiBft«iHini  V  et  jt**  imaginalMi ,  B*-«-4AC  étfeftt  n^^ff^ll^  Le 
trinôme  du  Bcoond  defpré  en  ar  de  là  Tftleâr  ||4tténde  dêf^  ëéevenâm,  eomme 
on  ra>ii  plus  hâat , 


(B.-4AC)|;(x  +  i)*+*.], 


il  s^ensuit  que  y  par  des  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  em- 


ployées ci-dessus ,  on  peut  mettre  la  proposée  sous  la  forme 


/ 


•"•* 


O  eômnk»)  par  bjrpothèae,  fi>-*4AG  est  néçatil»  il  s^nratt  Ipie  ^èètte 
expression  «et  U  iomhte  de  trçUfuaraitéi  eHemfMUemmt  fsitiva^  dotit  la 
dernière  est  une  quantité  toute  connue.  Or,  cette  sonune  jie^  peut  jai^ais 
deTenir  nulle,  quelque  Taleur  qy^on  donne  à  x  et  à  j";  ainsi  il  ne  peut  y 
aToir  de  courbe. 

Donc  la  courbe  est  imaginaire  lorsque  le  premliir  membre  est  la  somme 
arithmétique  de  trois  quantités  dont  Tune  est  toute  connue  ;  ^et  récipro- 
quement. ^ 

Passons  à  la  seconde  classe,  pour  laquelle  on  a 

B»  —  4AC  =  o. 

Si  Ton  suppose  en  même  temps  BD  —  3ÂE  =  o ,  la  valeur  de  y  se^ 
réduit  à 


J  xsc 


-  ^^t^  -^  é  ^sr=w.. 


(K>/ 


2Â  aÂ 

d'^oii  Ton  déduit 

■  •  *"  " 

Cela  posé,  il  peut  arriver  qu'ion  ait 

D*  — 4AF>o,    D»— 4AF3BO,    D»  —  4AJF<o* 

Daùs  le  premier  cftà,  le  premier  membre  est  évidemment  la* différence  dSe. 
4eux  carrés ,  et  il  pMt  M  déooitaposer  dans  tés  detii  ftict^iifs  du  ^reiniêt, 
degré 

aAjr  -l-  Bar  +  0  -+-  i/O*  —  4AF, 
aAr  -+■  B*  ^  0  —  VO*  —  4AF, 

qui,  égalés  séparément  à  o,  donneront  chacun  pour  lieu  géométrique  une^ 
ligne  droite»  Ces  droites  sont  parallèles  \  puisque  le  eoeflicient  de  x  est  le. 
naème  dans  les  deux  équations. 
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G^^qoi  établit  une  4iffiMnoe  «ntre  cotte  Ttrié té  de  la  aaQoaâe  clasM  «I 
celle  qui  corre^pctad  à  1a  troisième ^  e'est  que  Tun  des  carréa  dont  se  com- 
pose le  premier  membre  de  Féquation  (N),  est  indépendant  de  x  et  de  r- 
Dans  le  cas  de  D*  ^  4 AF  ss  o  y  Téquation  (N)  se  réduit  à 

(aAr  4-  Bx  -1-  D)«  =  o  i 

> 
C^estrà-dire  que  le  premier  membre  de  la  proposée  est  un  c€aré  parftùt,  et 

n^peut  représenter  quVne  seule  droite. 

Enfin ,  si  D*  —  4^  ^^^  P^^^^  "^MX,  que  o ,  le  premier  membre  de  Inéqua- 
tion (N)  est  la  somme  de  deux  carrés  dont  Tun  est  indépendant  de  x  et  dej, 
somme  qui  ne  peut  Jamais  être  nulle  ;  ainsi  la  courbe  ne  saurait  exister. 

Dana  le  eaa  du  point,  on  a  bien  aussi  une  somtne  de  deux  carres,  mais 
dont  èhaenn  y  étant  fonction  de  x,  r  >  p«at  6tre  égalé  séparément  à  o. 

5Jf9.  La  seconde  classe  de  courbés  présente  aussi,  par  rapport  à  son 
équation,  un  caractère  tout  particulier  qui  mérite  d^étre  remarqué. 

lies  trois  premiers  termes,  Ar*  +  Bj:r'+Cx*,  de  Péquation  générale 
peuvent ,  à  cause  de  la  relation 

B«  —  4ÂC  =  o,    d'où    B  =:  a^A.  v/C, 
être  mis  sous  la  forme  * 

Ar*  +  vv'A.xy^C  +  C«»,    ou    (rv'A  +  x/C)»; 
ç'estoà-dire  que  leur  somme  forme  un  carré  parfait,  La  réciproque  est  vraie. 

360.  Juisqu'ici  nous  .ne,  nous  sommes  occupes  que  de  la 
classification  des  courbes ,  eu  égard  à  leur  'étendue  i  actuel- 
lement, il  s'agit  de  faire  voir  comment,  une  équation  numé- 
rique étant  donnée  y  on  peut  construire  la  courbe  qui  lui  ap- 
partient. "  - 

Or,  il  est  une  construction  que  Ton  doit  répéter  pour 
chaque  exemple  particulier ,  si  l'on  en  excepte  toutefois  ceux 
qui  correspondent  aux  différentes  variétés  >  parce  qu'alors 
cette  construction  devient  tout*à-fait  inutile^ 

Reprenons  la  valeur  générale  de  ^ , 
j-ss—  ^^^±:±.  v/(B^-4AC)x'+2(BD-^aAE)x-jjD'-4AF  ; 
et  observons  qu'elle  se  c(>|tipose  de  deux  parties  distinctes^ 
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l^une  rationnelle^  et  l'antre  radicale.  Désignons  la  première 
par^',^  et  concevons  que  Ton  ait  construit  l'équation 

_        (Bx  +  D) 
^ iÂ~ 

qui  représente  une  ligne  droite,  dont  on  fîxe  ordinairement  la 
position  en  faisant  successivement  ^=o,  x=o,  et  dé- 
terminant les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  j^. 

Soit  BC  (Jig'  ig*])  cette  droite  ;  il  est  évident  que^pour  ob-  Fig.ig?* 
tenir  les  deux  valeurs  de  jr  correspondant  à  Une  valeur  quel- 
conque a;  =  APy  il  faut,  après  avoir  mené  par  le  point  P 
une  parallèle  à  l'axe  des  j*,  ce  qui  donne  PQ  pour  l'ordonnée 
correspondante  de  la  droite  y  il  faut ,  dis-je  ,  porter ,  à  partir 
du  point  Q,  et  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  cette  droite, 
deux  parties  QM ,  QM%  égales  à  la  partie  radicale  ;  les  points 
M,  M',  ainsi  obtenus ,  appartiennent  à  la  courbe. 

On  voit,  d'après  cette  construction ,  que  la  droite  BG  jouit 
de  la  propriété  de  passer  par  les  milieux  de  toutes  les  cordes 
de  la  courbe  ^  parallèles  à  l'axe  des  y.  Donc  (n*  258)  cette 
ligne  est  un  des  diamètres  de  la  courbe. 

Observons  maintenant  que ,  pour  la  première  et  la  troi* 
sième  classe ,  le  radical  pouvant  être  mis  sous  la  forme 

{x\  x"^  sont  supposés  des  racines  réelles),  si  l'on  pose  odss:x\ 
ou  x:=sx*'j  ce  radical  devient  nidj  et  les  deux  valeurs  de^^, 
coirespondant  à  chacune  de  ces  valeurs,  se  réduisent  à  l'or- 
donnée du  diamètre.  Donc  les  points  D,  £,  où  les  parallèles 
GG',  HH%  rencontrent 'ce  diamètre ,  appartiennent  aussi  à  la 
courbe,  qui  d'ailleurs  est  tangente,  en  ces  points,  aux  deux 
parallèles,  puisque  chacune  d'elles  peut  être  considérée  comme 
une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection  se  réunissent 
en  un  seul. 

Lorsque  ;  dans  la  troisième  classe,  les  racines  x',  .x*,  sont 
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imafpoaîrea ,  là  ra^ksitl  ne  peut  s'anéantir  pour  aiKone  valeur 
de  rr,  et  la  courbe  ne  rencontre  pas  le  diamètre  JBC;  maii 
comme  elle  doit  avoir  tous  ses  points  situés  symétriquement 
par  rapport  à  cette  droite,  sur  des  parallèles  k  Taxe  des/,  il 
faut  conclure  qu'elle  se  compose  de  deux  branches  distinctes, 
qui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  du  dia- 
mètre ;  de  même  que,  dans  l'hypothèse  où  x%  x'^  sont  réelles, 
•  la  courbe  se  coinpose  de  deu;^  branches  qui  s'étendent  indéfi- 
niment à  droite  et  à  gauche  des  deux  parallèles  GQ^  HH'. 

Helativement  à  la  seconde  classe ,  pour  laquelle  le  radical  re- 
vient à  ±:-T  t/2(BD— aAE)  (x-^jr'),  puisqu'il  n'existe  que 

I4  Valeur  sn'z^x'  qui  puisse  anéantir  ce  radical,  U  courbe  ne 
rencontre  son  diamètre  qu^au  seul  point  D  d'intersection  de 
e^  diamètre  avec  la  parallèle  GG^  à  laquelle  la  courbe  est 
^  d'ailleurs  tangente  en  Pi  et  alors  c^tte  courbe  ^'étiend  indéfir 
nîmenlAii^dessus  et  avi-dessous  du  diamètre,  soit  à  la  droite, 
soit  k  la  gauchir  de;  GG',  suivant  que  le  coefficient  BP  ^  sAE 
est  positif  ou  négatif. 

Cette  construction  préliminaire  est  com^nuue  à  toutes  les 
cpiurbes  dont  on  a  les  équations  particulières. 

36t.  On  peut  encore  se  proposer  d'obtenir  d'autres  points 
remarquables;  ce  sont  ceux  où  la  courbe  rencontre  les  axes. 
Si ,  dans  l'équation 

Aj-»  -f  ^xy  4-  Ca?'  4.  D^-  +  Eo;  +  F  =  o,, 

•  * 

on  fiût  suGoessÎTisaient  j^  ;=s  o  et  x  s=  o ,    il  ^9  r^ulte 

/      Ca?»  +  Eo?  +,'  F  =  o,     A;-'  +  D;^  +  F  =  o , 

et  y  en  considérant  la  prei^ière  de  ces  deux  équatipns,  suivant 
que  les  deux j  valeurs  de  a?  sont  réelles  e%  inégale^  j  réelie^  et 
égales,  wx  imaginaire9»  la  courbe  rencontre  l'axe  des  a?  eii 
deux  points  j  ou  en  un  seul  point ,  c'est-à-dire  lui  est  tan- 
gente j  ou  bien  n'a  aucun  point  commun  avec  cet  a^e.  Si  l'on 
à    C=:o,     Vune  des  valeurs  de  x  est  Jinie  j  et  l'autre  est 
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infinie  ;  ce  qui  teut  dire  que  la  courbe  râncoutrô  Taie  det  x 
en  detdt  points,  dont  l'uûest  $itttë  à  tin^  distance  finies 
et  Vautre  à  u/t^  lii^aTzc^ifi/înfV.  Lorsque  Von  a^.à  U  fois, 
GsrsOy  E  txs  o,  les  deux  points  d'intersection  sont  situéa  Vun 
et  l'autre  à  Tinfini.  y 

Même  raisonnement  par  rapport  à  Taxe  des  jr. 

Ces  principes  géne'raux  étant  ëtabiîs  y  passons  à  des  appli- 
cations particulières. 

Nous  supposerons ,  pour  plus  de  simplicité ,  dans  toutes  cas 
'applications ,  kt  aj:es  rectangulaii^es  ;  mais  les  constinictions 
seraient  analogues  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

PmtHii&s  G1A68S.  CùurbeB  limiiées  daiu  tous  les  sens^  ou 

ElUpsga. 

3B2.  Soit,  "poïà  premier  exemple,  Téquation 

^*  —  îfcry  -l-  3ar«  +  Oir  —  4*  —  3  =r  o,....   (i) 
ou  dtdMiliaAI  p«(  Mip!^<^  ^Ty 

>^«  —  4(x  —  0  y  =s  —  3«*  +  4*  +  >3  ; 

on  en  déduit  r  ===  «  —  i  ;i:  l/'— aar»  +  ar  +  4<  '  •  •  (^0 

Egalant  à  o  le  trinôme  souf  le  radical  ^  on  obtient 

I  I  ¥   «4-  ^ 

jT»  -.  :r  <»^  9  =  o,     d'où     ar  éss  -  dfc  -  \A)  œ:    ■  —    \    ^ 
I  .  2        a  ^^  « 

■      '     '     •  ■  i 

ce  qui  donne  «  =  i,  «  = —  i  ;  et  la  yalenr  àey  revient  à 

^=c*--.i  ±1  V^— «(«-f- 1)  («—a)....  (3) 

Ia  «ourba  exi4t«  dc«ao{  maûi  ells  e»t  limitée  par  Isa  droites  UJ^  ilM' 
{fig.  igS),  menées  parallèlement  à  IHOi  dea  r  >  à  daa  dlataBoas  AG,  AH*  Fig.198. 
respeetiTement  égales  à  —  i   et  -|-  3. 

Construction  du  diamètre      y  =  «  —  i. 
Pour  j/  =s  09  on  trouve  arts- 1 1  et  pour  x  m;  0  »  ^  sq*—  1 . 
Donc  ee   diamètre  passe  par  les  points  C  et  B,   pour  lesquels  on    a 
ACt±:i,    ABis  — î. 
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Les  points  I  et  V  où  le  diamôtre  rencontre  les  parallèles  U/,  MM', 
appartiennent  aussi  à  la  courbe ,  qui  touche  d^ailleurs  les  parallèles  en  ce» 
points ,  puisque  pour  Tabscisse  de  chacun  de  ces  points  >  les  deux  ordonnées 
de  la  courbe  se  réduisent  à  celle  du  diamètre. 

Soit  Idt  auoeessiyement  «s=o>  r^o,  dans  Féquation  (i);  il  vient... 

Y*^  V^  -^  ^  =:  o;    d'où    r  =  —  I  dfcl/4,   ou  ^  =  î,  r  ==  —  3;    et 
X» — Sx— f=o;    d'où    xc=;dbaV^i3« 

Les  deux  premiers  points  (xzso,  j'=i)(x  =  0y  r=8  — 3),  se  cons- 
truisent fticilement,  en  prenant  sur  l'axe  des  r»  des  distancée  AD=:i, 
Aiy  =  —  3 ,»  et  les  points  D ,  ly,  appartiennent  à  la  courbe. 

y-  2  1 

Quant  aux  deux  antres  points  (r  =  o,  x  =:  ^  4.  ^  v^iS), 

(/so,  x=:^  —  7^i3}>il  f«ut  évaluer  approximatiTement  t/Î3; on 

troure  v^i3r=3,6  à  un  dixième  près;  ce  qni  donne  x=f,8  et  x  = — 0,5. 

Fjrenons  donc  sur  l'axe  des  x ,  deux  parties  AE  :=  I98  9  ^  K'  s=:  —  o^S ,  on 
aura  £,  £',  pour  deux  noureaux  points  de  la  courbe. 

Gomme  elle  doit  passer  par  les  six  points  D ,  D',  E ,  £',  I ,  F,  et  qu'elle 
est  tangente  aux  deux  parallèles  LL',  MM',  on  peut  la  regarder  comme  suf- 
fisamment déterminée  de  forme  et  de  position. 

Cependant,  si  l'on  résout  l'équation  (i)  par  raf^rt  à  x  ;  on  pbtient 

X  =  -^12  rfc  1 1/-  îir-  -  ar  +  i3. 

Soit  FF^  le  nouveau  diamètre  correspondant  à  x'  =  — r —  ;  pour  avoir 
les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens  des  r,  posons 

—  ar»  — Vf-i3  =  o;    d'où   r  =  —  '  ±  -  l/â?  =  -"'— ^>^^ 

( 
c^est-à-dire ,  ^  =  3,1    et   ^5=  — 3,i. 

En  portant  sur  l\ixe  des  r»  deux  parties  AK^a,!  et  AK"=  — 3,t, 
puis  menant  par  les  points  R,  K",  deux  parallèles  KKf  et  K^K**  à  Taxe 
des  Xy  on  obtient  les  limites  demandées  ;  les  {Joints  F,  F%  où  ces  parallèles 
rencontrent  le  second  diamètre  construit,  sont  d'ailleurs  les  deux  points  de 
contact  de  la  oourbe  avec  ces  parallèles; 

Second  exemple r*  -f-  ajçr  -f-  3x«  -r^x  =  0. . .  (i) 

On  déduit  de  dette  équation ,     r  =  —  «  tt  l/—  ax(x  —  a). 

Le  diamètre  passe  par  l'origine  et  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  de  tSo*  j 
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i>n  Tobtient  en  prenant  ARr=:  i  (J^.  T99) ,  et  éleTant  une  p6if>endicalaire 
RO=  —  I ,  puis  joignant  les  points  A  et  O. 

Comme  x=  o  et  xms»^  anéantissent  le  radical  ^  il  s^enanit  que  la  courbe 
rencontre  son  diamètre  au  point  A ,  et  au  point  I  correspondant  à  Pabs- 
cisse  AGr  =  a. 

Faisons  dâlns  Téquation  (  1  ) ,  ^  =  o ,  puis  x  ==  o  j  il  Tient  1°.  3x«  -.  40:  =r  o 

d'où     x=  o,     ar  =  I  j     a®.  ^»  =  o, 

lies  deux  valeur^  de  a:  indiquent  que  la  courbe  passe  par  Forigiiie  et  par 
le  point  £  pour  lequel  on  a  AE  =^. 

Quant  à  l'expression  r*  =  o,  d'oùr  =  o,  r  =  o,  éllo  indique  que  l'axe 
des r  est  tangent  à  la  courbe  au  point  A  ;  ce  qu'on  savait  déjà,  puisque  AY 
est  une  des  limites. 

Résolyons  l'équation  (1)  par  rapport  à  x^  on  en  déduit 

(y —  2)    .    I  ./ I    . 

^  =  -  ^      3      '  =t  3  V/-2(r»  -f.  aj^  -  a). 

Soit  FF'  le  diamètre  correspondant  à  j/  ss  -—■■1     TT — r  j  on  tire  de, . . . 

3 

y^  +  ^y — a  =  o,  r  =  — i±:v^3,    c'est-à-dire,  ^  =  0,7  et  ^  =  — a,7 

à  un  dixième  près.  ^ 

Donc^si  l'on  prend  sur  Al,  AK  =  o,7,  AK*=— 2,7,  et  qu'on  mène 
les  parallèles  KK',  K*K»,à  AX,  les  points  F,  F,  où  ces  parallèles  rencon- 
trent le  second  diamètre,  sont  de  nouveaux  points  de  la  courbe,  qui  se 
ta>ouTe  suffisamment  déterminée  dé  forme  et  de  position,  puisqu'elle  doit 
passer  par  lés  points  A,  F,  E,  I,  F,  et  qu'elle  est  tangente  aux  quatre 
droites  AY,  GI  et  KK.',  K*K». 

S65.  Troisième  exemple,^  • . ,    jr*  —  aa^  -f.  ax*  —  3r  +  2  =  o. 
Cette  équation  donne  « 

r  =  a:  dbV'^-ar*+  3x —T  =  x  =fcl/— (x  —  i)  (a- ^  aj. 

Le  diamètre  est  une  droite  AE  (fg.  aoo)  passant  par  Torigine,  et  faisant  Fig.aoo. 
un  angle  de  5o®  avec  l'ax©  des  x;  les  limites  de  la  courbe  sont  deux  pa- 
rallèles à  l'axe  des  y,  menées  aux  distances  AG  =  i,  AH  =  2;  et  la  courbe 
est  tangente  à  ces  deux  parallèles ,  aux  points  D,  E. 

Les  hypothèses  y=o,  x  =  o,  introduites  successivement  dans  l'équa- 
tion, donnent  adr»--3x  +  a  =  o,  j'»4-a  =  o,  équations  dont  les  racines 
sont  imaginaires  j  ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne*  rencontre  pas  les  axes. 

Nous  pourrions  9  comme  dans  les  deux  exemples  précédens ,  déterminer 
les  deux  limites  dans  le  sens  des  j^;  mais  nous  allons  avoir  recours  à  une 
autre  construction ,  qui  peut  s'appliquer  à  toutes  les  coarbes  de  la  première 
«lasse. 
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Troisième  hypothèse ,     B'  —  4^0  >  o. 


Il  peut,  comme  dans  la  première  hypothèse,  se  présenter 
trois  circonstances  principales  :  ou  les  valeurs  x^.x',  du  tri- 
nôme du  second  degré,  en  x  égalé  à  o,  sont  réelles  et  inégalés, 
ou  elles  sont  réelles  et  ésalcs ,  ou  elles  sont  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas ,  comme  ce  trinôme  peut  être  ^ûs  sous 

la  forme  (B*  —  4  AC)  {x  — j/  )  (a;  —  rc"; , (6) 

toute  valeur  de  x  comprise  entre  x*^  et  x"^  rend  les  deux  £acteurs 
X'^x'j  X — 0?",  de  signes  contraires;  donc  leur  produit,  et  par 
conséquent  le  produit  précédent,  est  négatifs  aîasi  la  va- 
leur de  j-  correspondante  est  imaginaire^  Mais  pouc  une 
valeur  quelconque  de  x  non  comprise  entre  x'  et  or'y.lesfacr 
teurs  X  —  x'y  x — x"^  sont  de  même  signe;  dupe  leur  produit, 
et  par  conséquent  le  produit  (6) ,  est  positif ,  et.ia  valeur  cor- 
respondante de  j^  est  réelle. 

D'où ilsuit que, GG',,HH'  (^îg*.  197),  représentant  toujoiirsles 
parallèles  à  Taxe  des^,  menées  aux  distances  AG=3^\  AH=/, 
la  courbe  n'a  aucun  point  entre  ces  deux  parallèles  ;  mais  elle 
s'étend  indéfiniment  à  droite  et  à  gauche  de  ces  paral- 
lèles. 

Si  les  deux  racines  x\  or",  sont  réelleS'  et  égales  ^  le  tri- 

> 

nome  eu  x  prend  la  forme      (B*  —  ^kQ)  Çx  — a:'>% 

■ 

et  lat  valeur  générale  de  j*  se  réduit  à 


aA 


2A 


équation  qui  représente  un  sj-stème  dedrux  lignes  droites  qui 
»e  coupent;  car  le  coefficient  de  x  est  pour  Tune,.  .••.««•.. 

■^B+y/B-w^AC        ^    — B-j/B»-.4AC  „    , 
=^         "*                          -2: —  pour  lautre. 


et 


2A  '    "  aA 

Lorsque  les  racines  x\  x"^  sont  imaginaires,,  le  trinôme 
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en  Xj  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

(B'-4AC)[^(x  +  ^y+AQ, 

reste  positif,  quelque  valeur  que  ron  donne  à  x;  ainsi  les 
valeurs  de  j*  correspondantes  sont  toujours  réelles;  et  la 
courbe  s'étend  encore  indéfiniment  dans  tous  les  sens* 

Il  résulte  de  la  discussion  précédente,  que  les  courbes  du 
second  degré  peuvent  être  divisées  en  trois  classes  bieu  dis- 
tinctes ;  courbes  limitées  dans  tous  les  sens  j  courbes  limitées 
dans  un  seid  sensj  et  courbes  illimitées  ou  indéfinies  dans  tous 
les  sens, 

La  première  classe  renferme  comme  vslriétés,  un  point j  ou, 
une  courbe  imaginaire  /  la  seconde ,  un  système  de  deux 
droites  parallèles  ^  une  seule  droite  j  oU  deux  droites  imagi" 
naifes}  enfin,  la  troisième >  un  sjrstèrme  de  deux  droites  qui 
se  coupent. 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  (n*'  986). 

587.  Un  seul  cas  semble  échapper  à  la  classification  précé- 
dente :  c'est  celui  où  les  carrés  des  variables  n'entrent  pas 
dans  l'équation  /  mais  alors ,  cette  équation  étant  de  la  forme 

^xj  +  Dr.+  Ex  +  F  =  o, 

il  est  évident  que,  pour  une  valeur  de  x  quelconque  ,  celle 
de  .jr  sera  toujours  réelle  ;  ainsi  la  courbe  est  nécessairement 
illimitée.  En  effets  la  quantité  B*— 4AC  se  réduisant  à  B%  est 
essentiellement  j90$i/iV&j  donc  la  courbe  est  de  la  troisième 
classe. 

Nous  verrons  plus  loin  dans  quelle  situation  sont  les  axes 
pa.r  rapport  à  la  courbe ,  dans  ce  cas  particulier. 

Si  l'équation  était  privée  du  terme  en  jr^y  on  pourrait  la 
résoudre  par  rapport  à  x  camme  on  l'a  résolue  par  rapport 
èkj'^  et  la  discussion  serait  la  même.  On  voit  d'ailleurs  que  la 
courbe  est  de  la  troisième  classe  j  puisque  B*  —  4^^^  se  réduit 
encore  k  B», 
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358.  11  pevt  être  utile  d«  eonoattre  la  forme,  qui  Mrwiwisf  r<éq«ait«i 
générale  (1)9  lorsqn^^le  doit  appartenir  à  Tune  des  ▼ariétés  des  trois  clasMgi 

Considérons  d^ab^rd  la  première  classe  et  la  troisième. 

Si  Ton  suppose  les  deux  racines  sf  et  x"  réelles  et  égales,  on  obtient  pour 
la  Taleur  der 


(8. -^ D) ^ s^^  »/irrrr4Acl 


ou ,  en  clitSBftiit  le  déttomîMitevr  et  iraiMpoiMii  la  partie  mtioMielit  > 

a4r  +  B*  -f  D  =  ±  (x  —  j/)  l/B«--4ACî 

o»  ftiiii»  ékhftiil  Ml  caivé  e*  iraiiH^oaiuit  tow  ks  tfrnMs  4aiia  1«  ptmm 
KMinbve, 

(aAr  4-  B*  4-  D)*  —  {B«  —  4àG)  (x  —  y)«  =  o <M) 

En  effectuant  les  calculs  et  remettant  pour  x'  sa  valeur^  on  retrouTerait 
nécess&ii^ihent  la^oposée,  puisqu^on  n^a  fait  autre  diose,  par  ces  trans- 
Ibnuitièbs  )  q«d  à%  neoiiip«Mr  cette  équation. 

Celapoaé^si  B»^iàC  «et  ju^fif,  la  prfmi«r  mem^  de  l'éqniitioii  (M) 
exprime  alors  la  somme  de  deux  quantités  essentiellement  positives ,  laquelle 
somme  ne  peut  être  égale  à  09  à  moins  que  Ton  n^ait  séparément^ 

aAr  ^-Bx  +  Dsso,    x^x^sio; 

4'oà  l\w  déduit 

. ,  Bx^+D 

«  ws  X*    X  œ  —  •»*■  «■  lin . 

aA 

Ainsi  la  courbe  se  réduit  k  us  point  lorsque  le  premier  membre  est  U 
somme  de  deux  ifuantités  positives  dont  chacune  est  fonction  de  x ,  x  ;  et  ré* 
flî|>roquemeBlk 

Mais  si  h*  —  4AC  est  positif,  on  peut  considérer  le  premier  «nembr» 
4e  Péquation  (M) ,  comme  la  différence  de  deux  carrés,  décofnposa^le  en 
deu^/açteurrdu  premier  degré  en  Tet  jy  saToir  : 

^Ar  -f-  Bx  4.  D  +  (x  —  y)  V/B»  —  4AC, 
m  ^r  «f*  ftx  4«  D  *^  <x  M*  y )  |/B>,^  4AG9 

lesquels ,  égalés  séparément  à  o ,  donneront  diacun  pour  lieu  géométrique, 
ime  ligne  droite. 

-Qm  deux  droîtii  aeBoapeaif  Mr  le  ooefficientdex  estuéeettaivenent 
dlfféreot  dans  las  deux  équatjims. 

Ainsi  9  la  courbe  d^éi^ère  -en  un  système  de  deux  droites  ^ui  se  coupent, 
lorsque  le  premier  membre  de  réquation  proposée  est  la  différence  des  deux 
carrés  dont  chacun  est  fonction  de  jt  ,  /  j  et  réciproquement. 
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SoMBt  maiBlAimiii  a^  dt  «*"  imagioalMs,  B*-^4A€  ét*iit  nê^Mff.  Le 
trinôme  da  Beoood  defpré  en  x  de  1*  Tftleer  iféBénle  d«r  >  d«feiitnt,  eotnme 
onra>iipluihâat, 


(B.-4AC)[(.  +  ±)'+*.]. 


il  s^eoBuit  que ,  par  des  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  em- 
ployées ci-dessus ,  on  peut  mettre  la  proposée  sous  la  forme  i 

(:»Ajr  +  B*  +  D  )•  —  (B«  — 4AC)  ^ic+  ^Y—  (B«  — 4AC).*»  «=♦, 

Ofe^odBBiè)  par  l](ypo4liàse,  B»--4AG  est  négatif»  Il  t^manît  IpM^èMCa 
expression  «at  U>  èomtm  de  ttois^  ^mantitét  enentUUemmi  ^sHév€$9  doM  b 
dernière  est  une  quantité  toute  connue.  Qr,  cette  somme  pe  peut  janjuiis 
devenir  nulle,  quelque  valeur  qVon  donne  à  x  et  k  jr\  ainsi  il  ne  peut  y 
avoir  de  courbe. 

Done  la  courhe  est  imagiftaire  lorsque  le  preminir  membre  est  la  somme 
arithmétique  de  trois  quantités  dont  Tune  est  toute  connue  y  .et  récipro- 
quement. ^ 

Passons  à  la  seconde  classe,  pour  laquelle  on  a 

B»  ^  4AC  =  o. 

Si  Ton  suppose  en  même  temps  BD  — 3AE  =  o,  la  valeur  de  j"  se, 
réduit  à 

d'où  Ton  déduit 

(sAr  4^  ftr  «^  D)>  «^  (€>p  ^  4AF)  =â  O.,  * .  (N>' 

•    ■ 

Cela  posé,  il  peut  arriver  qu^on  ait 

D*  — 4AF>o,    D>— 4AF»o,    D>^4Af<o* 

Daùs  lô  préifiiet*  caà ,  le  premier  membre  est  évidemment  ïa'  différence  de. 
4eux  carrés ,  et  il  pMt  Ml  déooibposêr  dans  létf  d6tit  fkctè^dfs  du  |>remtet, 
degré 

aAjr  +  B«  -f  D  +  V'D»  —  4AF, 
aAr  -f-  B«  ^  D  —  1/D*  —  4AF, 

qui ,  égalés  séparément  à  o ,  donneront  chacun  pour  lieu  géométrique  une. 
ligne  droite»  Ces  droites  sont  parallèles',  puisque  le  eoefllicient  de  x  est  le. 
mêxne  dans  les  deux  équations. 


44^  tùîfvnwtton 

imagiiiairefl ,  le  radicftl  ne  peut  s'anéantir' pQur  aneane  valeur 
de  rr,  et  la  cemrbe  m  rencontre  pas  le  diamètre  BC;  ma» 
comme  elle  doit  avoir  tous  ses  points  situés  symétriquement 
par  rapport  à  cette  droite,  sur  des  parallèles  à  Taxe  des  j,  il 
faut  conclure  qu'elle  se  compose  de  deux  branches  distinctes, 
qui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et  au-4essous  du  dia- 
mètre ;  de  même  c(ue,  dans  l'hypothèse  où  x%  x"^  sont  réelles, 
«  la  courbe  se  coinpose  de  deu;^  branches  qui  s'étendent  indéfi* 
niment  à  droite  et  à  gauche  des  deux  parallèles  GG',  HH'. 
Relativement  à  la  seconde  classe ,  pour  laquelle  le  radical  re 

vient  à  db— V^2(BÎ)— aAE)  (a:— ar^,  puisqu'il  n'existe  que 

h^  Valeur  gez;=:af  qui  puisse  anéantir  ce  radical ,  la  courbe  oe 
rencontre  son  diamètre  qu'au  seul  point  D  d'intersection  de 
c^  diamètre  avec  la  parallèle  GG^  à  laquelle  la  courbe  est 
d'ailleurs  tangente  en  D^  et  alors  c^tte  courbe  détend  iniéfir 
mmenlaii-'dessus  et  au-dessous  du  diamètre,  soit  à  1^  droite, 
soit  à  la  gauche  de;  GG',  suivant  que  le  coefficient  BD  —  ^AE 
est  pofâtif  ou  négatif • 

Cette  construction  préliminaire  est  commune  à  toutes  les 
courbes  dont  on  a  les  équations  particulières. 

361.  On  peut  encore  se  proposer  d'obtenir  d'autres  poiots 
remarquables  ;  ce  sont  ceux  où  la  courbe  rencontre  les  axes. 
Si,  dans  l'équation 

Ajr^  +  Bocx  +  Cx»  +  D^  +  Ex  +  F  =  o,  ; 

on  fiût  8ttGoesiâT«iiient  j-  ::7  o  et  or  s:  o ,    il  en  r^ulte 

;      Cx^  +  Eo?  +'  F  =  o,     Aj-'  +  Dr  +  F  =  o , 

et  y  en  considérant  la  première  de  ces  deu?c  équations,  siiivaut 
que  les  deuxj  valeurs  de  x  sont  réelles  e%inégaleç  j  réelies  et 
é^aUe,  ou  imaginaires^  la  courbe  rèucontre  l'axe  des  x  eii 
deux  points  ,  ou  en  un  seul  point  ^  c'est^-à-dire  lui  est  tan-' 
gente  j  ou  bien  n'a  aucun  point  commun  avec  cet  axe.  Si  l'on 
à    G=o,     Vune  des  valeurs  de  x  est  Jinie  j  et  l'autre  est 
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infinie  y  te  qui  teut  dire  quo  la  courbe  rdncontre  Taie  des  x 
en  detdt  points,  dont  l'un  est  ^itttë  à  un^  distance  Jitde, 
et  l'autre  à  i«n^  distance  infinie.  Lorsque  Ton  a , .  à  la  fois, 
G  sa  o ,  E  txs  o ,  les  deux  points  d'intersectioA  sont  situés  l'un 
et  l'autre  à  l'infinL  v 

-Même  raisonnement  par  rapport  à  Taxe  des  y. 

Ces  fMÎncipes  généraux  étant  établis,  passons  à  des  appli-- 
cations  particulières. 

Nous  supposerons ,  pour  plus  de  simplicuté ,  dans  toutes  ces 
'applications,  les  axes,  rectangulaiires ;  mais  les  consUxictions 
seraient  analogues  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

Pa]Sxti&&  GtASSX.  CourbBB  iimétées  dam  tous  les  sens,  ou 

ElUpses* 

SBS.  Soit,  pour  premier  exemple,  Vé<fatiilon 

jr*  —  nxy  +  3**  4-  ^  —  4*  —  3  =  o ,. . . .  (i) 
ou  oMlMUiABl  pA(  rapp<MPt  kXf 

r'  —  a(*  —  0  >•  =^  —  3«*  -f.  4«  +  3  ; 

on  eu  déduit  r  ==  «  —  i  ;±  V/'— 3wr*  4-  a*  -)-  4*  •  •  •  W 

Egalant  à  o  le  trinoihe  sow  le  radical ,  on  obtisnt 

j,  t  ï  ^  >     .  I  d:  3  , 

X»  —  »  «*«  4  s  O,    d'où    «  tts  -  afc  -  \^â  «=  —  J 

ce  qui  donne  «=),  x  sn^ —  i;  et  la  yalettr  de^  revient  à 

y  =c#—  I  ±1  V^^a(x4- 1)  (**-a)....  (3) 

Ia  Murbe  e]rï4t«  doao^  maia  elle  e»t  linitéê  p«r  les  droHea  U/y  MÊf 
ifig'  19^)9  menées  piurallèlement  à  IVsi  dssr»  à  des  distaaoes  AO,  AH,  Fig.198. 
reepeetiTement  é^les  à  —  1   et  -|-  3. 

Conitruedon  du  diamètre      y  =  ^r  — -  i. 
Pour  y  =  09  oa  trouYO  vt=r  i ;  et  pour  xvmo^  y  33*—  i. 
Donc  ce   diamètre  passe  par  les  points  G  et  B,   pour  lesquels  on    a 
ACi±=t,    àBss-^t. 
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k*  étant  essentiellement  positif  j  il  «'ensuit  que ,  quelque  va- 
leur qu'on  donne  à  a;,  le  signe  de  la  quantité  sous  le  radical 
de  la  valeur  de  jy  est  négatif  j  et  par  conséquent  ^  qa€  cette 
Yaleur  de  j^  est  imaginaire»  Donc  la  courbe  €st  elle^iaèiae 
imaginaire  j  c'est*à-^dire  que  l'équation  (i)  ne  peut  Hten  rt^ 
présenter, 

îfous  reviendrons  tout  à  Theare  sur  la  foirine  Cal^cterlsti({ue 
qui  convient  à  Téquatibn  (t)  dans  les  deux  cas  préoédens. 

N»  j&.—oQuançl  les  deux  racines  x^  a?*',  sont  réelles  et  iné- 
gales,  il  résulte  de  Tinspection  de  la  valeur  générale  de^,  qui 
ne  renferme  x  qu'au  numérateur,  et  dont  le  dénominateur  A 
ue  peut  être  nul ,  puisque  ce  serait  supposer  B*  —  4^^  positif, 
il  résulte  >  dis-je>  de  cette  inspection  ,  qu'à  des  valeurs  dex 
limitées,  il  doit  correspondre  des  valeurs  de^  limitées.  Ainsi 
la  courbe  est  limitée  dans  tous  les  sens. 

D'ailleurs,  si  Ton  résout  l'équation  (i)  par  rapport  à  x, 
on  trouve  une  expression  en^,  dont  la  quantité  sous  le  radi- 
cal est  un  trinôme  du  âecond  degré  en^,  ayant  pour  coef- 
ficient de  j**,  B^  — 4AG,  et  qui,  étant  égalé  à  o,  donoe  Hea 
à  deux  racines, ^^jr",  réelles  et  inégales  lorsque  où\  od"^  sont 
elles-mêmes  réelles  et  inégales  ;  car,  autrement ,  la  courbe 
serait  imaginaire,  ou  se  réduirait  à  un  seul  point,  ce  qui  se- 
rait contre  l'hypothèse.  Ces  valeurs  y ^  j*",  étan,t  construites 
et  représentées  par  AK,  AL,  si  l'on  mène  par  les  poiats  K 
et  L  deux  parallèles  KK',  LL^  è  l'sxe  des.  x^  ^^  obtient,  les 
limites  de  la  courbe  dans  4e  .sens,  des  ^  ;«en  sorte  que'U 
courbe  est  entièrement  renfevmée  dans  le  parallélogramme 
NIRS;  • 

Deuxième  hypothèst  ^     B"  —  4^^^  =  ®' 

Cette  hypothèse  réduit  k  quantité  sous  le  ludîcal  à  une 
expression  du  premier  degré  en  x;  et  si  l'on  appelle  x'  la 
]:acine  que  donne  ce' binôme  égalé  à  o,  on  peut  le  mettre  sous 

fe  forme  a(  BD  —  2AE  ){x  —  x'). 


DES  COURBtS   OD  SfiOCMlD   DEGHÉ.  4^ 

Or  y  il  peut  également  se  présenter  trois  circonstances  :  ou 
le  coefficient  BD-— lAE  est  positif ,  ou  il  est  négatif,  ou  bien 
il  est  égal  à  o. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  ,  pour  tonte  valeur 
de  X  plus  grande  que  a:\  le  facteur  {ac-^x'),  et  par  conséquent 
2(BD  —  aAE)  (rc — a/),  est  positifs  mais,  pour  toute  valeur 
de  X  plus  petite,  cette  expression  est  négative.  Donc ,  si  AG  ^ 
{Jig*  199)  représente  sa  valeur  x'j  qui  peut  d'ailleurs  être  pig.  197, 
positive  piA  négative  y  et  que,  par  le  point  G,  Ton  mène  GG' 
parallèle  à  AY,  la  courbe  s'étendra  indéfiniment  à  la  droite 
de  oette  parallèle ,  mais  n'aura  auean  point  i  sa  gauche , 
puisque,  pour  des  valeurs  de  x  égales  à  AG,  ou  plus  grandes 
que  AG,  les  valeurs  de  j*  correspondantes  sont  réelles ,  tandis 
qu'elles  sçnt  imaginaires  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  AG.  •       ^  \ 

tu  eotiséquence  s^aittout^à^faU  contraire  si  le  coefficient 
BD'*— fiAE  était'  négatif  j  c'est-à-»dire  que  la  courbe  s'éten- 
drait alors  indéfiniment  dans  le  sens  des  x  négatifs ,  mais  se- 
rait limitée  dans  le  sens  des  x  positifs,  par  la  parallèle  AG. 

Si  Ton  a  BD— aAEsro  en  même  temps  que  B^--- 4AG=zo, 
la  valeur  générale  de  j  devient 

N 
\ 

^  =  _2^S)±JL^5^-4ÏF, (5, 

équation  du  premier  degré  en  2t,  qui  exprime  alors  un  sys" 
terne  de  deux  droites  parallèles  /  car  le  coefficient  de  x  ekt  le 
même  dans  les  équations  des  deux  droites. 

Soit,  comme  cas  particulier  de  celai  que  nous  examinons, 
D^-— 4AF  =  o.  Les  deux  valeurs  à&j-  se  réduisent  à  une  seule 

^  =  —  -- — ~ — -  ;  et  la  courbe  dégénère  en  une  seule  ligne 

droite. 

Enfin ,  s'il  arrive  que  l'on  ait  D*—  4AF<o ,  les  deux  droites 
parallèles  sont  imaginaires  /  en  d'autres  termes ,  l'équation  (5) 
ne  représente  rien. 


dou      ..,^1.,  =  -— ,  et    ^-^  -4v(.,^^,)- 

Mais ,  d'après  l'inspiection  des  valeurs  de  u  et  de  i^ , ,  il  est 
évident  que  ces  quantités  at^menteiKt  en  nèiBe  temfs  à  me<^ 
sure  que  x  augmente  ,  et  qu'elles  deviennent  infinies  quand 
X  est  infini  ;  donc  il  en  est  de  mêni4  de  leur  somme  u  -f-  u^, 
'  Par  conséquent,  U  différence  (u  •— u,)  diminue  àxaesure 
que  ai  augmenlte,  et  devient  nuUe  quand  a;  est  infini.  G.  Q,  F.  D. 

Les  deux  droites  représentées  pour  l'équation  (3)  jouissent 
donc  de  lafnrapri^  caTaetéitstifue  des  asymptote  C). 

N.  -5,—  On  peut  observer ,  pour  la  pratique,  que  l'équa- 
tion (3)  se|dédi»t  fiinmédiateknent  A^  l'éfu^tion  (i)  par  l'ex- 
traction lié  lar  meine  «avrée  du  trinôme 


mx^ 


4-2»ir  +  p,  ou  m  (  j:*-4h— a:  +    •    i 
^  \,  m        '    m/ 


«njie  tçuant  compte  que  des.  deu«  premie:^s  termes  de  la 
racine, 

(%  On  99^t  déwoiUMr  jpar  no  jiio;isn  jinalagfba ,  que  toutes  leà  ^^fucBbo}it& 
quji  ont  même  panimètre  et  même  axe  principal,  mais  dont  les  sommets 
pn^  des  positions  différentes  sur  cet  axe ,  sont  asymptotes  Tes  unes  aux  autres. 

Considérons  en  effet  les  dettx  pa»fi)olea 

jrx  =  2px,    et    jrj  =z'2p{x  —  a); 

«i  déifignaat  l^sfcisse  du  sommetdei«  saconde  parabole,  «otinpjl|àe  à  partir 
du  somtriet  de  la  première. 
On  déduit  de  ces  équations  . 

/•  —  jrî  =  a/»*,    et  par  suite ,    jr  —  ^i  =  — 2u- —  ; 

OTyf  tiyi  augmentant  en  m6me  temps  à  mesure  que  x  augmente,  et  deve- 
nant infiii  quand  x  est  infini .  11  en  est  de  même  de  leur  somme  {y  -f*r t  )  ; 
ainsi,  la  différence  (y — y.)  des  ordonnées  des  deux  courbes,  correspondant 
à  la  même  abscisse,  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  x  augmenta  et 
derient  nulle  quand  x  est  iniini.  Donc  la  seconâe  courbe  est  ç^mptote  à  la 
première. 
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en  Xf  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

(B'-4AC)[(xH-^y+**], 

reste  positif,  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  x;  ainsi  les 
valeurs  de  ^  correspondantes  sont  toujours  réelles;  et  la 
courbe  s*éiend  encore  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 

Il  résulte  de  la  discussion  précédente,  que  les  courbes  du 
second  degré  peuvent  être  divisées  en  trois  classes  bien  dis- 
tinctes i  courbes  limitées  dans  tous  les  sens  j  courbes  limitées 
dans  un  seul  sensj  et  courbes  illimitées  ou  indéjînies  dans  tous 
les  sens, 

La  première  classe  renferme  comme  variétés  y  un  point j  ou 
une  courbe  imaginaire  /  la  seconde ,  un  système  de  deux 
droites  parallèles  j  une  seule  droite  j  oii  deux  droites  imagi^ 
naires  f'en&n ,  la  troisième  >  un  sjrstèrme  de  deux  droites  qui 
se  coupent. 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  (n^  956). 

357.  Un  seul  cas  semble  échapper  à  la  classification  précé- 
dente :  c'est  celui  où  les  carrés  des  variables  n'entrent  pas 
dans  l'équation  ;  mais  alors ,  cette  équation  étant  de  la  forme 

Bxj^  +  D^-  +  Ea;  +  F  =  o, 

il  est  évident  que,  pour  une  valeur  de  x  quelconque  y  celle 
de  -J-  sera  toujours  réelle  ;  ainsi  la  courbe  est  nécessairement 
illimitée.  En  effet  ^  la  quantité  B*— «4AC  se  réduisant  à  B%  est 
essentiellement />o$<fiV&/  donc  la  courbe  est  de  la  troisième 
classe. 

Nous  verrons  plus  loin  dans  quelle  situation  sont  les  axes 
par  rapport  à  la  courbe ,  dans  ce  cas  particulier. 

Si  l'équation  était  privée  du  terme  en  jr^j  on  pourrait  la 
résoudre  par  rapport  à  x  comme  on  l'a  résolue  par  rapport 
à  j^^  et  la  discussion  serait  la  même.  On  voit  d'ailleurs  que  la 
courbe  est  de  la  troisième  classe  j  puisque  B'  —  4^^  ^®  re'duit 
encore  à  B*. 


44^  CAHAeTiABS  ANALtriQUCB 

^^88.  11  peut  être  utile  de  eonoattre  la  totm^,  q«i  C9riial4nsf  r4qvuitimi 
générale  (i),  lorsqu'elle  doit  appartenir  à  Tune  des  Tariétés  des  trois  classes^ 

Considérons  d'ab#rd  la  première  classe  et  la  troisième. 

Si  Ton  suppose  les  deux  racines  x'  et  x"  réelles  et  égales.,  on  obtient  poor 
la  valeur  der 


<»'-^^>-*^^.l/iP^4ACl 


ou ,  en  chosfMkit  le  déAMftiMteur  «t  tpaiMpimaii  la  partie  ratioittell*  y 


aAr4-Bx-f-D  =  d:(x  —  a/)  VB»— 4ACj 
ma  bitn»  ékviiit  «u  caivé  et  iraQ«Ikow^lt  tous  léa  HraiM 4ftM  1«  pnsiwr 

(aAr  4-  Ba?  +  D)«  —  (B«  —  4AG}  {x  —  y)«  =  o <1D 

En  effectuant  les  calculs  et  remettant  pour  xf  sa  yaleur,  on  retrôurerait 
déCésBâireihent  la  ^nroposée,  puisqu^on  n^a  fait  autre  diose^  par  ces  trans- 
fbnwÉtlèiis  ^  qM  dt  «sMnnpMMr  oeCto  équation .     / 

Cekpiésé^si  B«^4AC  eot  ii^f i/;  le  premf «  »«mbre  de  réqiiiiti<»ii  (M) 
exprime  alors  la  wmme  de  deux  quantités  essentiellement  positives ,  laquelle 
somme  ne  peut  être  égale  à  o  >  à  moins  que  Ton  n^ait  séparément^ 

aAr  +  Bx  4- D  =  0,    *^a/  =  o; 

4'où  Wm  déduit 

,  Bx^+D 

X  tm  x%   y  tas  —  »»%■  M  ..Kl. 

aA 

Ainsi  la  courbe  se  réduit  i  ne  p^iM  lorsque  le  premier  membre  est  U 
somme  de  deux  quantités  positives  dont  chacune  est  fonction  de  x,  xi  et  ré- 
eiinoqueneet» 

ltfai«si  B*  — 4AC  est  positif,  on  peut  considérer  le  premier  piembn 
4e  réquation  (M)  ^  comme  la  différence  de  deux  carrés ,  décontposable  ea 
(deu^façteurr  du  premier  degré  en  x  f<  y,  savoir: 

aAr  4-  Bar  +  D  -h  (*  —  *')  V'B»  —  4AC, 

m  Mljr  "f*  &t  ^  D  «M.  i(j:  «é«.  ^)  |/B*.^  4AG, 

lesquels,  égalés  séparément  à  o ,  donneront  chacun  pour  lieu  géométrique, 
iMe  ligne  droite. 

-Cm  deux  dr<»tn  ee  eoapeni  ^  «ar  le  ooefficieot  de  x  cet  aéeetniiraiMet 
dtfereat  dans  las  deux  équations. 

Ainsi  >  la  courbe  d^éi^ère  -en  un  système  de  deux  droites  qw,  se  coupent, 
lorsque  le  premier  membre  de  réqualion  proposée  est  la  différence  des  deux 
carm dont  chacun  est  fonction  de  a-,  /  j  et  réciproquement. 
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liiaiBtAlUini  a^  6t  jr"  iiliagiMlMi,  B**^4AC  étMit  nègat^.  Le 
trinôme  dn  stoond  defié  en  v  de  là  Tftleiir  ipéfténle  dé^)  d«yêllâ«it,  eoinme 
çn  ra>tt  plut  hâat , 


(B.-4AC)[(x  +  ±)'+4 


il  s'^ensuit  que  y  par  des  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  em- 
ployées ci-dessus ,  on  peut  mettrd  la  proposée  sous  la  forme  ' 


( 


:4Ajf  +  B*  +  D)»  —  (B«  — 44C)  (*+  ^Y~  (B«  -.4AC),A«  «=♦, 


Or  odHimè>  |Mur  bjrpothàae,  B*^4AG  est  négatif)  il  t^ntoit  I^M^èètte 
expressioB  m^  U  èomêite  de  ttoU,  ^mantitét  eàseini*ihmém  p^àtèva*  dolit  la 
dernière  est  une  quantité  toute  connue.  Or,  cette  somme  |ie  peut  JaniHiis 
deyenir  nulle,  quelque  valeur  qy^on  donne  à  x  et  à  ^r;  ainsi  il  ne  peut  y 
avoir  de  courbe. 

DcMio  la  courhe  est  imùgùuUre  lorsque  le  preatâfiT  membre  est  la  somme 
arithmétique  de  trois  quantités  dont  Tune  est  toute  connue  y  .et  récipro- 
quement. ^ 

Passons  à  la  seconde  classe,  pour  laquelle  on  a 

B>  ^  4AC  =  o. 

Si  Ton  suppose  en  même  temps  BD— 3AE=:o,  la  valeur  de  x  se. 
réduit  à 


-  ^^t-^  -  é  VSr:=W.. 


aA  lA 

d'où  Ton  déduit 

(jAjr -i^to  4-BJ*  —  («>?  —  4AF)  =i  ©..,.  (N>/    ' 

Gela  posé,  il  peut  arriver  qu^on  ait 

D*  — 4A£'>o,    D>— 4AFs:o,    D>  —  4Af <04 

Daùs  le  premîet  eaà,  le  premier  membre  est  évidemment  W différence  de. 
4ewue  carrés,  et  il  pMt  M  déooitiposèr  dans  lés  dèùt  ftrtjtèfiirs  du  f>rdtttet, 
degré 

aAjr  -f.  B*  +  D  -H  V/D*  —  4AF, 
aAr  -i-  B«  -h  D  —  V/D*  —  4AF, 

qui,  égalés  séparément  à  o,  donneront  chacun  pour  lieu  géométrique  une^ 
ligne  droite»  Ces  droites  sont  parallèles ,  puisque  le  coefficient  de  x  est  le. 
xnêine  dans  les  deux  équations. 
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G^^^at  éUàXiVw»  «UA^ieDoe  «ntre  cette  variété  de  la  seeoiHledafim el 
celle  qui  «^rrei^nd  à  la  troiû^mey  c'est  que  Ton  des  carrés  dont  se  com- 
pose le  premier  membre  de  Féquation  (N),  est  indépendant  de  x  et  de  y- 
Dans  le  cas  de  D«— 4AF  =  o ,  Téquation  (N)  se  réduit  à 

<aAr  +  Bj:  -f.  D)«  =  o  ; 

■  >  " 

fTestrà-dire  que  le  premier  membre  de  la  proposée  est  un  carré  parfait,  et 

n^  peut  représenter  quVn^  seule  droite. 

Enfin,  si  D»  — 4AF  est  plus  petit  que  o,  le  premier  membre  de  PéqM- 
tion  (N)  est  la  somme  de  deux  carrés  dont  l'un  est  indépendant  de  x  et  de/, 
«omme  qui  ne  peut  jamais  être  mdle  ;  ainsi  la  courbe  ne  saurait  exister. 

Dans  le  cas  du  point,  on  a  bien  aussi  une  somme  de  deux  carrés,  mais 
dont  ohacmiy  étant  fonction  de  Xy  y,  peut  être  égalé  séparément  à  o. 

3tf9.  La  seconde  classe  de  courbés  présente  aussi,  par  rapport  à  son 
équation,  un  caractère  tout  particulier  qui  mérite  d'être  remarqué. 

Les  trois  premiers  termes,  Ar*  +  Bxr+0«,  de  l'équation  générale 
peuvent ,  à  cause  de  la  relation 

B»  —  4ÂC  =  o,    d'où    B  =  aVA.VC, 
être  mis  sous  la  forme  '' 

Àr*  -f- Vv^A.xv'C  +  O»,    ou    (j'v^A  +  ary^C)»; 
ç'est*à-dire  que  leur  somme  forme  un  carré  parfait.  La  réciproque  est  vraie. 

360.  Juisqu^ci  nous  vnê,  nous  sommes  occupés  que  de  la 
classification  des  courbes ,  eu  égard  à  leur  étendue  ^  actuel- 
lement,  il  s'agit  de  faire  voir  comment,  une  équation  numé- 
rique étant  donnée ,  on  peut  construire  la  courbe  qui  lui  ap- 
partient. 

Or,  il  est  une  construction  que  l'on  doit  répéter  pour 
chaque  exemple  particulier,  si  l'on  en  excepte  toutefois  ceux 
qui  correspondent  aux  différentes  variétés,  parce  qu'alors 
cette  construction  devient  tout-à-fait  inutile. 

Reprenons  la  valeur  générale  de^, 

J'ss—  ^~—dr~  v/(B'-4AC)a?'4.2(BD-^2AE)x-|^D'-4AF  ; 
et  observons  qu'elle  se  compose  de  deux  parties  distinctes. 
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l^une  rationnelle^  et  l'antre  radicale.  Désignons  la  première 
par  j-'y  et  concevons  que  l'on  ait  construit  l'équation 

_        {Bx_+  D) 
^ iÂ~ 

qui  représente  une  ligne  droite,  dont  on  fixe  ordinairement  la 
position  en  faisant  successivement  ^=o,  x-=Oy  et  dé- 
terminant les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  j;. 

Soit  BC  (Jig*  iQ'])  cette  droite  ;  il  est  évident  que,  pour  ob-  Fig.igy,* 
tenir  les  deux  valeurs  de  ^  correspondant  à  une  valeur  quel- 
conque a7  =  ÂP^  il  faut,  après  avoir  mené  par  le  point  P 
une  parallèle  à  Taxe  des  j-,  ce  qui  donne  PQ  pour  l'ordonnée 
correspondante  de  la  droite  >  il  faut ,  dis-je  ,  porter ,  à  partir 
du  point  Q,  et  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  cette  droite, 
deux  parties  QM ,  QM%  égales  à  la  partie  radicale  ;  les  points 
M,  M',  ainsi  obtenus ,  appartiennent  à  la  courbe. 

On  voit,  d'après  cette  construction ,  que  la  droite  BG  jouit 
de  la  propriété  de  passer  par  les  milieux  de  toutes  les  cordes 
de  la  courbe  j  parallèles  à  l'axe  des  y.  Donc  (n*  258)  cette 
ligne  est  un  des  diamètres  de  la  courbe. 

Observons  maintenant  que ,  pour  la  première  et  la  troi- 
sième classe ,  le  radical  pouvant  être  mis  sous  la  forme 

,  ^-^  V/(B*  — 4AC)(a?  — a:')  {x-^x") 

{x\  x"^  sont  supposés  des  racines  réelles),  si  Ton  pose  xssix\ 
oxLx^zzx*'^  ce  radical  devient  md,  et  les  deux  valeurs  de^, 
coirespondant  à  chacune  de  ces  valeurs ,  se  réduisent  à  l'or- 
donnée du  diamètre.  Donc  les  points  D ,  E ,  où  les  parallèles 
GG',  HH%  rencontrent 'ce  diamètre,  appartiennent  aussi  à  la 
courbe,  qui  d'ailleurs  est  tangente,  en  ces  points,  aux  deujf: 
parallèles,  puisque  chacune  d'elles  peut  être  considérée  comme 
une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection  se  réunissent 
en  un  seul. 

Lorsque,  dans  la  troisième  classe,  les  racines  x\  .t",  sont 


44^  covmWBtton 

îmagmairea ,  le  va^âftl  ne  peut  s'anéantir'  pour  anciine  valeni 
de  jr,  et  la  courbe  m  r^cantre  pas  le  diamètre  BC;  maii 
comme  elle  doit  avoir  tous  ses  points  situés  symétriquement 
par  rapport  à  cette  droite,  sur  des  parallèles  à  Faxe  des/,  il 
faut  conclure  qu'elle  se  compose  dû  deux  branches  distmctes, 
qui  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  du  dia- 
mètre ;  de  même  que,  dans  l'hypothèse  où  x%  x\  sont  réelles, 
•  la  courbe  se  co^ipose  de  deu;i  branches  qui  s'étendent  indéfi- 
niment à  droite  çt  à  gauche  des  deux  parallèles  GG',  HH'. 

Helatiyement  à  la  seconde  classe ,  pour  laquelle  le  radical  re- 
vient â  ±:-T  i/2(BD— aAE)  {x-^x'),  puisqu'il  n'existe  que 

h^  Valeur  suz^a!  qui  puisse  anéantir  ce  radical,  la  courbe  ne 
rencontre  son  diamètre  qu'au  seul  point  D  d'intersection  de 
c^  diamètre  avec  la  parallèle  GG",  à  laquelle  la  courbe  est 
d'ailleurs  tangente  en  D^  et  alors  cette  courbe  ç'étend  indéfir 
nimenlaii-^dessus  et  au-dessous  du  diamètre,  soit  à  U  droite, 
soit  à  lagauchje  de;  GG',  suivant  que  le  coefficient  BD  — ^AE 
est  positif  ou  négatif. 

Cette  construction  prélinùnaire  est  commune  à  toutes  les 
courbes  dont  on  a  les  équations  particulières. 

561.  On  peut  encore  se  proposer  d'obtenir  d'autres  points 
remarquables;  ce  sont  ceux  où  la  courbe  rencontre  les  axes. 
Si ,  dans  l'équation 

Xj-"  +  B^  4-  Ca:'  +  D^  +.  Ex  +  F  =  o, . 

on  fiût  suooes^TisaieQt  j-  ^s  o  et  x  s;  o ,    il  en  r^ulte 

'     Co?»  +  Eo?  +,'  F  =  o,     Aj-'  +  Dr  +  F  =  o , 

et  f  en  considérant  la  première  de  ces  deu^c  équations,  suivant 
que  les  deuxj  valeurs  de  o^  son^  réef les  exin^gal^P  j  réelles  et 
é^al(8$,  ou  imaginaires j  la  courbe  rencontre  l'axe  ilea  x  eu 
deux  points  j  ou  en  un  seul  point ,  c'est-à-dire  lui  est  tan- 
gente j  ou  bien  n'a  aucun  point  commun  avec  cet  aXis.  Si  l'ou 
à    G=:o,     l'une  des  valeurs  de  x  e^i  finie ,  et  l'autre  est 
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infiniéf  /  te  qui  teut  dire  que  la  courbe  rencontre  r»xe  Aeê  x 
en  dettic  pointa,  dont  l'un  est  $itttë  à  une  distance  finies 
et  Pautre  à  une  di^ance infinie. /Lorsque  Von  a^.à  U  fois, 
C^saOf  £  ezs  o,  les  deux  points  d'intersection  sont  situés  Vun 
et  l'autre  à  l'infinL  v 

Même  raisonnement  par  rapport  à  Taxe  des  jr. 

Ces  i^incipes  généraux  étant  établis,  passons  à  des  âppli--- 
cations  particulières. 

I^otts  supposerons ,  pour  plus  de  simplicité ,  dans  toutes  ces 
'applications,  les  aies  rectangulaijres ;  mais  les  oonsUoictioiis 
seraient  analogues  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

PajSMiiaB  GfiASSE.  CûurheB  iimitées  datis  tous  les  sensj  ou 

ElUpses* 

3&2.  Soit,  pout  premier  exernple,  rë<juation 

r*  —  ajcy  -f-  3ar«  4-  V-^  4*  —  ^  =  ^  >••••  (0 

ou  orètomiftAt  pa»  taippaei  à  y, 

j''  —  a(ar  —  0  >•  =  —  3««  -f.  4«  H- .3  ; 

on  en  déduit  jr  ==  «  —  i  ;±  ï/'— a«»  -f-  a»  +  4-  •  •  •  (^0 

Egalant  à  o  le  trinoiiie  ioiM  le  radical ,  on  <ditient 

I        I  I  :dr  3 

4P»  —  »  r-  «  =  o,     d'où     «  as  -  afc  -  \A)  as    ■  —    ; 
I  .  a       a  ^^  a 

ce  qui  donne  «  m,  *  = —  i  ;  et  la  Talettr  de^  revient  à 

y  rc*-.  I  ±:  y'^9(«4.  i)  (*  — a)....  (3) 

Ia  oourbs  eiiate  dotto;  maia  elle  eat  limitée  par  ha  droHea  IX',  MM' 
ifg*  19^)9  menéea  parallèlement  à  l^àM  daar>  àdaa  diataacei  AO,  AH,  Fig.198. 
respeetiTement  ^(alea  à  —  1   et  4-  a. 

Construction  du  diamètre      y  =  »  -^  i. 
Pour  y  s:  Oy  on  trouTO  yt=  i  ;  et  pour  x  os  0  >  j^  33—  f. 
Donc  ce   diamètre  passe  par  les  points  C  et  B,   pour  lesquels  on    a 
AC=£:t,    AB:=t-:.i. 


/ 
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k*  étant  essentiellement  positif ,  il  é'ensuit  que ,  quelque  n- 
leur  qu'on  donne  k  x,  \e  signe  de  la  quantité  sous  le  radial 
de  la  valeur  de  j-  est  négntif,  et  par  conséquent  ^  que  cette 
râleur  de  ^  est  imaginaire.  Donc  la  courbe  est  elle^mêne 
imaginaire  j  cVst-à-^dire  que  r^quation  {i)  ne  peut  Hm  n^ 
présenter. 

Nous  reviendrons  tout  à  l'heute  sur  la  fotdie  Catactéiistitlue 
qui  convient  à  Téquatibn  (t)  dans  les  deux  cas  préoédens, 

N.  B.  —  Quand  les  deux  racines  x\  a:" y  sont  réelles  et  iné- 
gales ^  il  résulte  de  Tiuspection  de  la  valeur  générale  de  j-,  qui 
ne  renferme  oc  qu'au  numérateur^  et  dont  le  dénominateur i 
ue  peut  être  nul ,  puisque  ce  serait  supposer  B*  —  4^^  positif, 
il  résulte  y  dis-je>  de  cette  inspection  ,  qu'à  des  valeurs  de  x 
limitées,  il  doit  correspondre  des  valeurs  dej:  limitées.  Ainsi 
la  courbe  est  limitée  dans  tous  les  sens. 

D'ailleurs,  si  Ton  résout  l'équation  (i)  par  rapport  à  jt, 
on  trouve  une  expresMon  en  jr?  dont  la  quantité  sous  k  radi- 
cal est  un  trinôme  du  àècond  degré  en  j^,  aydUt  pour  coef- 
iicient  de  j-',  B*  — 4^^?  ^^  î***»  étant  égalé  à  o,  donne  lieQ 
à  deux  racines, ^'jj**,  réelles  et  inégales  lorsque  ct\  jî',  sont 
elles-mêmes  réelles  et  inégales  ;  car,  autrement ,  la  courbe 
serait  imaginaire,  ou  se  réduirait  à  un  seul  point,  ce  qui  se- 
rait contre  l'hypothèse.  Ces  valeurs  y  ^j"^  étan,t  construis 
et  représentées  par  AK»  AL,  si  l'on  mène  par  les  points  K 
et  L  deux  parallèles  KIL',  \AI»  è  Taxe  d<s  x^  ovl  obtienties 
limites  de  la  courbe  dans  4e  .sens,  des  j*  ;«en  sorte  que' li 
courbe  est  entièrement  renfevmée  dans  le  parallélogramme 
NIRS. 

Deuxième  hj-pothèst  i     B*  —  4^^  =  ^* 

■^>  ■ 

Cette  hypothèse  réduit  la  quantité  sous  le  radical  à  une 
expression  du  premier  degré  en  x;  et  si  l'on  appelle  x  ^ 
racine  que  donne  ce  binôme  égalé  à  o,  on  peut  le  mettre  sous 

1^,  forme  a(BD  —  2AE  ){x  —  x'). 


\ 
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Or ,  il  peut  également  se  présenter  trois  circonstances  :  ou 
le  coefficient  BD  -^  lAE  est  positif  j  ou  il  est  négatif,  ou  bien 
il  est  égal  à  o. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  ,  pour  toute  valeur 
de  X  plus  grande  que  af^  le  facteur  (^— a;');  et  par  conséquent 
2(BD  —  aAE)  {x — or'),  est  positifs  mais,  pour  toute  valeur 
de  X  plut  .petite,  cette  expression  est  négatiue.  Donc  ,  si  AG 
{fis*  197)  représente  sa  valeur  x',  qui  peut  d'ailleurs  être  Pig.  iç^^, 
positive  99  négative  y  et  que,  par  le  ppint  G,  Ton  mène  GG' 
parallèle  à  AY,  la  courbe  s'étendra  indéfiniment  à  la  droite 
de  cette  parallèle ,  mais  n'aura  aueun  point  A  sa  gauche, 
puisque,  pour  des  valeurs  de  x  «^ales  à  AG,  ou  plus  grandes 
que  AG,  les  valeurs  de  j*  correspondantes  sont  réelles ,  tandis 
qu'elles  sçnt  imaginaires  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  AG.  •       .  \ 

ta  «otiséquence  serak.tout'à^faU  contraire  si  le  coefficient 
BD  '*—  2iA£  était'  négatifs  c'est-à-dire  que  la  courbe  s'éten- 
drait alors  indéfiniment  dans  le  sens  des  x  négatifs ,  mais  se- 
rait limitée  dans  le  sens  des  x  positifs,  par  la  parallèle  AG. 

Si  l'on  a  BD-*-^A£  ss  o  en  même  temps  que  6'-<*4^^=^' 
la  valeur  générale  de  j  devient 

^=_Ë£+^=fc-Lj/Dnr4ÂF. (5) 

équation  du  premier  degré  en  rt,  qui  exprime  alors  un  sys- 
tème de  deux  droites  parallèles  /  car  le  coefficient  de  x  ekt  le 
même  dans  les  équations  des  deux  droites. 

Soit,  comme  cas  particulier  de  celai  que  nous  examinons, 
D^ — 4^^  =  ^*  ^^  deux  valeurs  dej-  se  réduisent  à  une  seule 

r-  =  —  i. — ~ — ij  et  la  courbe  dégénère  en  iine  seule  ligne 

5îA 

droite. 

Enfin ,  s'il  arrive  que  l'on  ait  D*—  4AF<o ,  les  deux  droites 
parallèles  sont  imaginaires  ;  en  d'autres  termes  ,  Teq^tion  (5) 
ne  représente  rieft. 
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Troisième  hypothèse ,     B'  —  4AC  ^  o. 

II  peut,  comme  dàas  la  première  hypothèse ,  se  présenter 
trois  circonstances  principales  :  ou  les  valeurs  x' jx"^  du  tri- 
nôme du  second  degré',  en  x  égalé  à  o,  sont  réelles  et  inégales, 
ou  elles  sont  réelles  et  ég:alcs ,  ou  elles  sont  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas^  conune  ce  trinôme  peut  être  mis  sous 

la  forme  (B»  ^  4  AC)  (vr  — a/  )  (a;  —  rc"; , (6) 

toute  valeur  de  x  comprise  entre  x'^  et  x'^  rend  les  deux  £acteurs 
X'-^x'^  X — x'^j  de  signes  contraires;  donc  leur  produit,  et  par 
conséquent  le  produit  précédent,  est  négatifs  ainsi  la  va- 
leur de  j'  correspondante  est  imaginaire*  Mais  pouc  une 
valeur  quelconque  de  x  non  comprise  entre  x'  et  or*,.  les  £u« 
teurs  X  —  x\  x — x"^  sont  de  même  signe  ;:  doipc  leur  produit, 
et  par  conséquent  le  produit  (6) ,  est  positif ,  et: la  valeur  cor- 
respondante de^  est  réelle. 

D'où  il  suit  que,  GG',  HH'  {fig.  1 97),  représentant  toujours  les 
parallèles  à  l'axe  des  j^,  menées  aux  distances  AG=x%  AH=ic', 
la  courbe  n'a  aucun  point  entre  jces  deux  parallèles  ;  mais  eU^ 
s'étend  indéfiniment  à  droite  et  à  gauche  de  ces  parai- 
le! es. 

Si  les  deux  racines  x\  x^ y  sont  réelles^  et  égales^  le  tri- 

\ 

nome  eu  x  prend  la  forme      (B*  —  l^kZ)  {x  — x')'» 
et  la  valeur  générale  de  j*  se  réduit  à 

(Ba:+  D)  ^  x  — x' 


,  I 

équation  qui  représente  un  sjstème  dedrux  lignes  droites  qui 
ne  coupent;  cat  le  coefficient  de  x  est  pour  l'une,  •  .....*•.. 

^B+t/B^^AC        ^    —  B-.i/B*-.4AC  „     , 
-T j    et 2: —  pour  lautre. 

Lorsque  les  racines  x',  x",  sont  imaginaires,,  le  trinôme 
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en  Xy  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

(B'-4AC)[(a;H-^y+**], 

reste  positif,  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  x;  ainsi  les 
valeurs  de  j"  correspondantes  sont  toujours  réelles;  et  la 
courbe  s'étend  encore  indéfiniment  dans  tous  les  sens* 

Il  résulte  de  la  discussion  précédente,  que  les  courbes  du 
second  degré  peuvent  être  divisées  en  trois  classes  bieu  dis- 
tinctes :  courbes  limitées  dans  tous  les  sens  >  courbes  limitées 
dans  un  seul  sensj  et  courbes  illimitées  ou  indéfinies  dans  tous 
les  sens, 

La  première  classe  renferme  comme  variétés ,  un  point j  ou. 
une  courbe  imaginaire  /  la  seconde ,  un  système  de  deux 
droites  parallèles  j  une  seule  droite  j  oii  deux  droites  imagi'^ 
nâi/V5/ enfin,  la  troisième,  un  sjrstème  de  deux  droites  qui 
se  coupent. 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  (n°  986). 

557.  Un  seul  cas  semble  échapper  à  la  classification  précé- 
dente :  c'est  celui  où  les  carrés  des  variables  n'entrent  pas 
dans  l'équation  /  mais  alors ,  cette  équation  étant  de  la  forme 

Ba^  -f  T)r  +  Ea;  +  F  =  o, 

il  est  évident  que,  pour  une  valeur  de  x  quelconque  ,  celle 
«le  J-  sera  toujours  réelle  ;  ainsi  la  courbe  est  nécessairement 
illimitée.  En  effets  la  quantité  B* — 4^C  se  réduisant  à  B%  est 
essentiellement  jDO^/fiV^j  donc  la  courbe  est  de  la  troisième 
classe. 

Nous  verrons  plus  loin  dans  quelle  situation  sont  les  axes 
par  rapport  à  la  courbe ,  dans  ce  cas  particulier. 

Si  l'équation  était  privée  du  terme  en  j-^j  on  pourrait  la 
résoudre  par  rapport  à  x  comme  on  l'a  résolue  par  rapport 
àj-^  et  la  discussion  serait  la  même.  On  voit  d'ailleurs  que  la 
courbe  est  de  la  troisième  classe  j  puisque  B'  —  4^-^  se  réduit 
encore  à  B*. 
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'tU$8.  U  peot  être  utile  de  coniMltre  la  forme,  qui  Mr%aléiPie#  Tiqiuitiai 
générale  (i),  lorsqu'elle  doit  appartenir  à  Tune  des  Yariétés  des  trois  dasseii 
Considérons  d'ab#rd  la  première  classe  et  la  troisième. 
Si  Ton  suppose  les  deux  racines  ^  et  x*  réelles  et  égales,  on  obtient  pour 
la  valeur  der 

-  -  -  ^-^^^  *  ^- i^*^4ACl       • 

ou  y  en  clMSBakit  le  déAMàlMteur  «t  fraiitpoiMit  la  partie  ratlonaell» , 


qAt  4-  B«  -f-  D  r=  d:  (x  —  y }  V'B»  — 4AC  j 
ott  Min»  éllTftiit  Ml  carré  et  transposant  tous  les  tfrme»  dUns  I4  prosiar 

(aAr  H-  B»  4-  D)«  —  (B«  —  4àC)  {x  —  y)«  ==  o (M) 

En  effectuant  les  calculs  et  remettant  pour  a^  sa  Taleur,  on  retrouyenit 
décessaireihent  la  proposée,  puisqu'on  n'a  fait  autre  chose ,  par  ces  trans- 
ibMMtlèns  )  qme  de  reeompeaer  cette  équation. 

Cekpeséjsi  B*««-4AC  cet  jU^fiA  le  prwiitr  mumbre  de  l'équation  (M) 
exprime  alors  la  somme  de  deux  quantités  essentiellement  positives ,  laquelle 
somme  ne  peut  être  égale  à  o,  à  moins  que  l'on  n'ait  séparément  ? 

aAr  -f-Br  +  D  =  o,    «•^ar'rso; 

d'oà  1\»B  déduit 

,  Ba<4-D 

X  tes  Xi  y  «3:  —  *«*■  M.>M*«. 

Ainsi  la  courbe  se  réduit  k  mm  point  lorsque  le  premier  membre  est  U 
somme  de  deux  quantités  positives  dont  chacune  est  fonction  de  x ,  /*  ;  et  ré- 
eî|HFoquew^tk 

Mais  si  J^*— 4AC  99% positif,  on  peut  coœidérer  le  premier  «nembra 
4e  l'équation  (M)|  comme  la  différence  de  deux  aarrés,  décomposable  e» 
àeut  faeteurr du  premier  degré  en  xet  y,  saToir  : 

îiAr  +  B«  4-  D  4-  (x  ^  y)  i/B>  ^  4AC, 
m  ÈAy  -♦•  «*  4-  D  —  (â?  •*•  Jt')  \^B*.i*^  4AGy 

lesquels ,  égalés  séparément  à  o ,  donneront  diacun  pour  lieu  géométrique, 
me  Hgne  droite. 

<2ai  deux  droitBB  ae  eoBpent ,  sar  le  ooefficieot  éex  mt  wéccsBaipomCTi 
dtfTérent  dans  les  deux  équations. 

Ainsi  9  la  courbe  dégéi^ère  en  un  ^stème  de  deux  boites  ^ui  se  coupent. 
lorsque  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  est  la  différence  des  deus 
carrés  dont  chacun  est  fonction  de  x ,  jr  -y  et  réciproquement. 
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tnadammat  ^  «i  »"  iwagiiMiMi ,  B«-»4AC  étàtii  néjgut^.  Le 
trinôme  du  sceond  d^fté  en  ar  de  1*  taleiir  féttémle  dei*,  d^reOiBt,  eofnme 
on  ra>il  plat  liâat  > 


(B.-4AC)[(.  +  A)V4 


il  sVnsuit  qae ,  par  des  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  em- 


ployées ci-dessus ,  on  peut  mettrô  la  proposée  sous  la  l'orme 


/ 


«• 


Or  oonmè^  par  bfpoihèse,  h^^^AC  est  négatif ,  il  ^mtnit  (q[««ièètte 
expressioB  «ai  U  èoiM^e  de  êtQis^  ^mantitéi  eUemi^Uemont  ^àtèva^  dotH  h 
dernière  est  une  quantité  toute  connue.  Or,  cette  somme  pe  peut  jaii^is 
dcTenir  nulle,  quelque  Taleur  qy^on  donne  à  x  et  ^  ûr\  ainsi  il  ne  peut  y 
avoir  de  courbe. 

D<H)e  la  courte  est  imaginaire  lorsque  le  prem^nr  membre  est  la  somme 
arithmétique  de  trois  quantités  dont  Tune  est  toute  connue  \  ,et  récipro- 
quement. ^  .  . 

Passons  à  la  seconde  classe,  pour  laquelle  on  a 

B«  -.  4AC  =  o. 

Si  Ton  suppose  en  même  temps  BD— 3AE  =  o,  la  valeur  de  y  bù, 
réduità 


-  '-^t-^'  *  é  V^srrisP,. 


aÂ  ^A 

■  '  . 
d'où  Ton  déduit 

■•  <  > 

Cela  posé,  il  peut  airirer  qu^on  ait 

» 

D*  — 4Af>o,    D»— 4AF3CO,    D>— 4AJF<o* 

Daùs  le  préifiiiet  cfiaà,  le  premier  membre  est  évidemment  là* différence  âe. 
4eux  carrés ,  et  il  p«ftt  M  fléDOiliposér  dattâ  \M  dètit  tk<nèiirs  dtt  ^rémiet. 
çlegré 

aAjr  +  Bx  +  B  -f-  1/D<  —  4AF, 
aAr  4-  B«  ^  D  -  i/D*  -  4AF, 

qui,  égalés  séparément  à  o,  donneront  chacun  pour  lieu  géométrique  une, 
ligne  droite»  Ces  droites  sont  parallHes/,  puisque  le  eoedicient  de  x  est  le^ 
même  dans  les  deux  équations. 
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G^.qai  étiiUit  une  dlffâ^noe  «iHre  cùUa  frUtède  la  fleeoBNk  clame  el 
celle  qui  correi|po]id  à  la  troi^mey  c'est  que  Tun  des  carrés  dont  ae  coW 
pose  le  premier  membre  de  Téquation  (N),  est  indépendant  de  x  et  der 
Dana  le  cas  (*e  D»  —  4AF  =  o ,  Téquatlon  (N)  se  réduit  à 

(aAr  +  Bx  -f-  D)*  =  o  j 

C^estrÀ-dire  que  le  premier  membre  de  la  proposée  est  un  carré  payait,  et 
n^  peut  représenter  qu^ttne  «eu2e  d^'oife. 

Enfin,  si  D»  — 4AF  est  plus  petit  que  o,  le  premier  membre  de  Téquâ- 
tion  (N)  est  la  somme  de  deux  carrés  dont  Tun  est  indépendant  de  x  et  de/, 
somme  qui  ne  peut  Jamais  être  mtlle  ;  ainsi  la  courbe  ne  saurait  eiister. 

Dans  le  cas  d»  point,  on  a  bien  aussi  une  somme  de  deux  carrés,  nuis 
dont  chacun  y  étant  fonction  de  x,  r,  peut  être  égalé  séparément  à  0. 

oo9.  La  seconde  classe  de  courbes  présente  aussi ,  par  rapport  à  son 
équation,  un  caractère  tout  particulier  qui  mérite  d'être  remarqué. 

Les  trois  premiers  termes,  Ar»  +  Ba^+Cx«,  de  Téquation  générale 
peuvent,  à  cause  de  la  relation 

B»  —  4ÂC  =  o,    d'où    B  =:  av^A.  y'C, 
être  mis  sous  la  forme  * 

Àr»  -f- W^A.«v^C  +  Cx»,    ou    (j'V'A  +  xv/C)«; 
ç'est^à-dire  que  leur  somme/orme  un  carré  parfait,  La  réciproque  est  mie. 

360.  Juisqu'ici  nous  ^né,. nous  sommes  occupés  que  de  la 
classification  des  courbes ,  eu  e'gard  à  leuriétendue ;  actuel- 
lement, il  s'agit  de  faire  voir  comment,  une  équation  numé- 
rique étant  donnée,  on  peut  construire  la  courbe  qui  lui  ap- 
partient. 

Or,  il  est  une  construction  que  l'on  doit  répéter  pour 
chaque  exemple  particulier ,  si  l'ou  en  excepte  toutefois  ceux 
qui  correspondent  aux  différentes  variétés^  parce  qu'alors 
cette  construction  devient  tout*à-fait  inutile. 

Reprenons  la  valeur  générale  de  j' , 

(Bx-f-D)  :   I     y ^-: — 

•r=—  —^——^  y  (B'-4AC)  a?>4.2(BD^2 AE)x^.D'-4 AF  ; 

et  observons  qu'elle  se  cojiVpose  de  deux  parties  distinctes^ 
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l^une  ratioDiieUe^  «t  l'antre  radicale.  Désignons  la  première 
par^'y  et  concevons  que  l'on  ait  construit  l'équation 

_        (Bx+  D) 
^ iÂ~" 

qui  représente  une  ligne  droite,  dont  on  fixe  ordinairement  la 
position  en  faisant  successivement  j^=o,  :r=o,  et  dé- 
terminant les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de^.. 

Soit  BC  (^^"'^97)  ^^"^  droite  ;  il  est  évident  que,  pour  ob-  Fig.ig?** 
tenir  les  deux  valeurs  de  j*  correspondant  à  une  valeur  quel- 
conque ar  =  AP,  il  faut,  après  avoir  mené  par  le  point  P 
une  parallèle  à  l'axe  des  j*,  ce  qui  donne  PQ  pour  l'ordonnée 
correspondante  de  la  droite  ,  il  faut ,  dis-je  ,  porter ,  à  partir 
du  point  Q,  et  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  cette  droite, 
deux  parties  QM ,  QM%  égales  à  la  partie  radicale  ;  les  points 
M,  M',  ainsi  obtenus ,  appartiennent  à  la  courbe. 

On  voit,  d'après  cette  construction ,  que  la  droite  BG  jouit 
de  la  propriété  de  passer  par  les  milieux  de  toutes  les  cordes 
de  la  courbe  ,  parallèles  à  l'axe  des  y.  Donc  (n*  a58)  cette 
ligne  est  un  des  diamètres  de  la  courbe. 

Observons  maintenant  que ,  pour  la  première  et  la  troi- 
sième classe ,  le  radical  pouvant  être  mis  sous  la  forme 

{x\  x",  sont  supposés  des  racines  réelles),  si  Ton  pose  xss:x\ 
ou  x:six'*^  ce  radical  devient  mdj  et  les  deux  valeurs  de^^-, 
correspondant  à  chacune  de  ces  valeurs ,  se  réduisent  à  l'or- 
donnée du  diamètre.  Donc  les  points  D,  £,  où  les  parallèles 
GG',  HH',  rencontrent 'ce  diamètre,  appartiennent  aussi  à  la 
courbe,  qui  d'ailleurs  est  tangente,  en  ces  points,  aux  deux 
parallèles,  puisque  chacune  d'elles  peut  être  considérée  comme 
une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection  se  réunissent 
en  un  seul. 

Lorsque;  dans  la  troisième  classe,  les  racines  x%  «t",  sont 
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« 

imagbairei  y  le  i*ft4téftl  ne  peut  s'anéantir  pour  anenne  valeur 
de  rr  9  et  la  c<Mirbe  oa  rencontre  pas  le  diamètre  fiC;  ma» 
comme  elle  doit  avoir  tous  ses  poiuts  situés  symétriqaemeDt 
par  rapport  à  cette  droite,  sur  des  parallèles  à  Taxe  des/,  il 
faut  conclure  qu'elle  se  compose  de  deux  branches  distinctes, 
qui  s'étendent  indéfiniment  au->des9us  et  au-dessous  du  dia- 
mètre 5  de  même  <Jue,  dans  l'hypothèse  où  x%  or*,  sont  réelles, 
•  la  courbe  se  compose  de  deu;^  branches  qui  s'étendent  indéfi* 
aiment  à  droite  et  à  gauche  des  deux  parallèles  G0%  HB'. 
Helativement  à  la  seconde  classe ,  pour  laquelle  le  radical  re- 

vient  â  db— V^a(BD — aAE)  (x-^jr^),  puisqu'il  n'existe  que 

l4  Valeur  xz^af  ifui  puisse  anéantir  ce  radical}  la  courbe  ne 
rencontre  son  diamètre  qu'au  seul  point  D  d'intersection  de 
ce  diamètre  avec  la  parallèle  GG^  à  laquelle  la  courbe  est 
d'ailleurs  tangente  en  D{  et  alors  cette  conrbe  «'étend  inééfir 
nÀmentai|*dessus  et  au-dessous  du  diamètre,  soit  à  ta  droite, 
scii  k  la  gauche  de  GG',  suivant  que  le  coefficient  BD  —  ^AE 
est  positif  ou  négatif. 

Cette  construction  préliminaire  est  commune  à  tontes  les 
courbes  dont  on  a  les  équations  particulières. 

561.  On  peut  encore  se  proposer  d'obtenir  d'autres  poiots 
remarquables  ;  ce  sont  ceux  où  la  courbe  rencontre  les  axes. 
Si ,  dans  Téquation 

Aj^  +  Bxj-  4-  Cx'  +  Dr  +  Ex  +  F  =  o,  ; 

■  * 

on  fiut  suooessitejDent   j^  ;=::  o  et  ar  zs  o,    il  en  résulte 

,      Cr*  +  Eo?  +[  F  =  o,     A;^*  +  D^  +  F  =  o , 

et ,  en  considérant  la  première  de  ces  deu^  équations,  suivant 
que  les  deuxj  valeurs  de  ijo  sont  réelles  e%  inégales  j  réelles  et 
égalée j  ou  imaginaire9,  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  ei 
deuœ  points  ,  ou  en  un  seul  point ,  c'est^-dire  lui  est  tan- 
gente j  ou  bien  n'a  aucun  point  commun  avec  cet  ase.  Si  l'oa 
à    0=0,     Vune  des  valeurs  de  x  e^i  finie  j  et  l'autre  est 
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infinie  /  te  qui  Teut  dire  que  la  courbe  râucontre  l'axe  àeê  x 
en  dent  points,  dont  Tunest  situe  à  une  distance  finie  y 
et  Tautre  à  une  cUsfance  infinie.  Lorsque  Von  a , ,  à  U  fois, 
GsBsOy  Eczzo,  les  deux  points  d'intersection  sont  situés  Viuk 
et  l'autre  i  l'infinL  s 

Même  raisonnement  par  rapport  à  Taxe  des  jr* 
Ces  principes  généraux  étant  établis,  passons  à  des  appli- 
cations particulières. 

If  ous  supposerons ,  pour  plus  de  siiniplicité ,  dans  toutes  cas 
'applications,  lea  axes  rectangulaires;  mais  les  constructions 
seraient  analogues  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

PiuSMtias  oiéASSK.  CùurbêB  (imitées  dans  tous  les  sens,  ou 

ElUpses, 

3M.  Soit,  pour  premier  exen^le,  Tëipiation 

ou  oM^iiuiBi  pa»  rapport  ky, 

jr»  —  a(ar  —  i)  ^  =â  —  3x*  -f-  4«  H-  '3  ; 

on  en  déduit  >•==«—  i  ;fc  t/'— ^**  +  a»  4-  4«  '  •  •  W 

Égalant  à  o  le  trinôme  aouf  le  radieal ,  on  obtiant 

j,  .  ï  ^  ï    .         I  dr  3 

X»  —  «  -.-  a  =  O,     d'oA     X  ÉSS:  -  2fc  -  \^0  «5    ■  —    ) 
I  '  a       2  ^^  a     ' 

ce  qui  donne  x  =:  a,  x  = —  i  ;  et  la  Talettr  de^  revient  à 

r  =cJ»—  »  î*=  V'—a^x-f.  i)  (#  — a)....  (3) 

La  tourbe  eiiate  doac^  maia  elle  est  limités  par  laa  dreitsa  LL^  MM' 
(fg'  19^)9  meaéea  parallèlement  à  l^WS  dei  r»  à  des  dlalaaeei  AO,  AH,  Fig.198. 
reapeetiTement .^(alea  à  —  I   et4-a. 

Ctmstructicn  du  diamètre      y  =  »  —  i. 
Pour  y  =  0,  on  trouve  rbr  1  ;  et  pour  xvmo,  y  as—  1. 
Done  ce   diamètre  passe  par  les  points  G  et  B,   pour  lesquels  on    a 
ACst:t,    ABsï  — 1. 
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Les  joints  X  et  V  où  le  diamètre  rencontre  les  parallèles  LL',  MM', 
appartiennent  aussi  à  la  courbe ,  qui  touche  d^ailleurs  les  parallèles  en  ce» 
pointa ,  puisque  pour  Tabscisse  de  chacun  de  ces  points ,  les  deux  ordonnées 
de  la  oourbe  se  réduisent  à  celle  du  diamètre. 

Soit  &it  auooessiyement  xs=o,  j^^o,  dans  Téquation  (i);  il  Tient... 

«••  4.  9^  ...  3  =5  o;    d'où    r  =  —  î  =^1/4»  ^^  jr  =  î,  r  =  —  3;  et 
X»  — |*-f=o;    d'où    xs=|it:j  V'TS. 

Les  deux  premiers  pointa  (xz=:Of  /'=i)(xs5  0,  r  =  —  3},  se  cons- 
truisent facileÉaent,  en  prenant  sur  l'axa  desjr,  des  distances  ÂD=i, 
Aiy  s=  —  3  >  et  les  points  D  9 IX,  appartiennent  à  la  courbe. 

Quant  aux  deux  autre^  points  (r  =  0,  x  =  ^  4.  ^  v^i3), 


(^  =  0,  XSS-  —  ~^i3)yil  faut  évaluer  approximatiTement  V^ï3;on 

troure  ^i3  =  3y6  à  un  dixième  près;  ee  qui  donne  jr=  j,8  et  x=— 0^. 

Prenons  donc  sur  l'axe  des  x ,.denx  parties  A£  ^  iy8 ,  ^  K'  s=  —  o,5,  on 
aura  £,  £',  pour  deux  nouTeaux  points  de  la  courbe. 

Comme  elle  doit  passer  par  les  six  points  D ,  IK,  E,  £'^  I ,  V,  et  qu'elle 
est  tangente  aux  deux  parallèles  LL',  MM',  on  peut  la  regarder  comme  suf- 
fisamment déterminée  de  forme  et  de  position. 

Cependant,  ai  l'on  résout  l'équation  (i)  par  rapport  à  «  ;  on  pbtient 

x=-^=^±i|/-ar'-ar+i3. 

Soit  FP  le  nouveau  diamètre  correspondant  à  x'  =  — r —  ;  pour  avoir 
les  limites  de  la  oourbe  dans  le  sens  des  r ,  posons 

—  ar»  — aj'-f-i3  =  oi    d'où  r  =  —  -±:- 1/95  =  ^:il=^^ 

I 

c'est-à-dire,  j^  =  a,ï    et   r  =  —  3,i. 

En  portant  sur  Paxe  des  r>  deux  parties  AR  =  9,i  et  AK"  =  ~3,i, 
puis  menant  par  les  points  K,  K",  deux  parallèles  KK'  et  K"K*  à  Tse 
des  X,  on  obtient  les  limites  demandées  ;  les  {Joints  F,  F',  où  ces  parallèles 
rencontrent  le  aeeond  diamètre  construit,  sont  d'ailleurs  les  deux  points  de 
contact  de  la  oourbe  ayee  ces  parallèler. 

Second  exemple J^*  +  aj^  -f-  3x«  — ^x  =  0. . .   fi) 

On  déduit  de  eette  équation ,     r  =  —  x  dr  |/— a*  (  or  —  a) . 

Le  diamiètre  passe  par  l'origine  et  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  de  i5o*; 
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an  ro]»tient  en  prenant  ÂR=:  i  (j%.  199) ,  et  élevant  une  peil^endiculaire 
ËO=  —  I,  puis  joignant  les  points  A  et  O. 

Connne  ar:=  o  et  jr«a  2  anéantissent  le  radieal^  il  s^ensuit  que  la  courbe 
rencontre  son  diamètre  au  point  A ,  et  au  point  I  correspondant  à  Pabs- 
cisse  Au  =  3. 

Faisons  dains  Téquation  ( i ) ,  j'  =  o ,  puis  a*  ==:  o  j  il  rient  i®.  3ar* — 4x  =r  o 

d'où    «=0,    x=ij    a®,  y*  =  o. 

Les  deux  valeur^  de  x  indiquent  que  la  courbe  passe  par  ForigUie  et  par 
le^point  E  pour  lequel  on  a  AE  =5. 

Quantàrexpressfonr«  =  o,  d'où  j-rzio,  j'  =  o,  éHo  indique  que  Taxe 
des  r  est  tangent  à  la  courbe  au  point  A  ;  ce  qu'on  saTBÎt  déjà ,  puisque  AY 
est  une  des  limites. 

Résolvons  Péquation  (1)  par  rapport  à  xj  on  en  déduit 

'  =  -  ^      3      ^  =t  3  V/~2(r'  4-  2j^  -  a)- 

Soit  FF'  le  diamètre  correspondant  à  x^  ss  — ■m'^TT  ^^  j  on  tire  de, . . . 

J^'  +  ar  — a  =  o,  r=— irtv'S,  c'est-à-dire^  ^=0,7  et^rs  — 3,7 
à  un  dixième  près. 

Donc^si  Ton  prend  sur  AÏ,  AK=ro,7,  AK*=r — 2,7,  et  qu'on  mène 
les  parallèles  KK',  K^K'^k  AX",  les  points  F,  F,  où  ces  parallèles  rencon- 
trent le  second  diamètre ,  sont  de  nouveaux  points  de  la  courbe ,  qui  se 
teouve  ftuflisamment  déterminée  dé  forme  et  de  position ,  puisqu'elle  doit 
passer  pauf  les  pomts  A,  F,  E,  I,  F,  et  qu'elle  est  tangente  aux  quatre 
droites  AY,  GI  et  KK',  K^K*. 

365.  Troisième  exemple ^»  —  %xy^  «j,  2;c«  _  3jp  _|.  2  — .  ^ 

Cette  équation  donne  « 


r  =  «  dbK—  ««  4-  3ar  —  a  =  x  di\/-^{x  —  i)  (a- ^  aj. 

Le  diamètre  est  une  droite  AE  (fg.  aoo  )  passant  par  forigine,  et  faisant  Fig.sK)o. 
un  angle  de  So®  avec  l'ax©  des  x;  les  limites  de  la  courbe  sont  deux  pa- 
rallèles à  l'axe  des  r,  menées  aux  distances  AG  =  i,  AH  =  aj  et  la  courbe 
est  tangente  à  ces  deux  parallèles ,  aux  points  D,  E. 

Les  hypothèses  r=o,  x  =  o,  introduites  successivement  dans  l'équa- 
tion, donnent  aor»— 3a:  +  2  =  o,  r»  +  ar=o,  équations  dont  les  racines 
sont  imaginaires  5  ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne*  rencontre  pas  les  axes. 

Nous  pourrions,  comme  dans  les  deux  exemples  précéden s ,  déterminer 
les  deux  limites  dans  le  sens  des  j';  mais  nous  allons  avoir  recours  à  wne 
autre  construction ,  qui  peut  s'appliquer  à  toutes  les  courbes  de  la  première 
classe. 

*9 


^50  CONSTRUCTION 

Cette  consituctioti  est  fondée  sur  la  propriété  (n®  lÉOS)  qui  consiste  «t 
ce  que ,  si  Ton  forme  un  parallélogramme  sur  un  système  de  diamètid 
conjugués ,  la  courbe  est  tangente  aux  quatre  côtés  de  ce  parallélogramme. 

D'après  cela ,  puisque  DE  représente  un  diamètre  en  grandeur  et  en  di- 
rection, le  point  O;  milieu  de  DE  ,  est  le  centre  de  la  courbe.  Ce  pointa 

pour  abscisse ,  AI  ou      -  .|  c'est-a-dire,  ■     ,  jr  et  x  désignant 

les  deux  racines  de  l'équation    x^  —  3x  -f-  a  =  o,     ou  du  trinôme  sous  le 

radical  égalé  à  o  ^  et ^  en  vertu  d^ne  propriété  des  éijaatloitB  du  second 

degré ,  on  a    j/  +  ^''  =  3 ,    coefficient  du  second  terine  pris  en  signe  oen- 

x'-^x"  3 

traire  ;  donc  ou  AI  =:  ■<-  {   ce  qui  est  d'ailleurft  éviâent  ^  puisqie 

l'on  A  déjà  pris  AG  =  i  et  AHî=  a. 

D'un  autre  côté ,  comme  DE  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
parallèles  à  AT,  il  s'ensuit  que  iO  représente  en  direction  le  diamètre  cod- 

jugué  de  DE.;  donc,  si  l'on  fait    x  =:  -^dans  l'expression  |/^ — ^x'-f-Sx-s, 

le  résultat  sera  la  valeur  du  demi-diamètre  conjugué. 
Cette  hypothèse  donne 


v/-M-»-v/-==*=r 


4  "^  V  4 

Ainsi,  en  prenant,  à  partir  du  point  O*,  deux  parties     ON  =  -   et 

ON'  s= ,    on  obtient    NN'  =  i ,    pour  le  diamètre  conjugué  de  DE; 

et  le  parallélogramme  LL'M-'M  construit  sur  ces  deux  lignes  est  tel ,  qw 
la  courbe  doit  être  tangente  à  ses  côtés ,  et  en  leurs  milieux  D ,  £,  N»  K'. 

Cette  construction  est  propre  à  donner  une  idée  trèi  nette  de  Ift  forme  et 
de  l'étendue  delà  courbe. 

Dans  les  figures  relatives  aux  deux  premiers  exemples ,  nous  avons  tracé 
ce  même  parallélogramme. 

Le  premier  exemple,  dont  le  radical  est  (n<>  56S) 

y  —  a  (x»  —  a:  —  a) , 

vf  -l"  x"       t 
Fiff.ioS.  ^^^^''^  PO^"^  l'abscisse  du  centre, =-  ==;  AR  {^fig.  198),  et  pow 

la  valeur  correspondante  de  ON , 
ON 


=  \/^  a  X  - 1  =  ^  v^a,    d'où    NN'  =  3  y'a. 

hi.i    ,,. ,  'il  ? 

Le  second  exemple,  dont  le  radical  est     y  —  a(x«  —  aa:),    donne poui 

l'absqisse  du  centre, 

a/  -h  x'' 


=  I, 
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«ft  twur  la  valém^  de  ON  (fg.  199) ,  Fig.  199. 

ON  =  |/-a.— ,  =  V/â  j    d'où    NN'  =  aj/â. 

On  fiiit  usage  de  cette  oonstructioB  pour  éviter  U  détermination  des  deux 
limites  dans  le  sens  des  jr,  et  principalement  dans  le  cas  où  la  courbe  ne 
rencontve  pas  les  axes. 

Au  reste  y  pour  obtenir  d'autres  points  de  la  courbe,  il  suffirait  de  donner 
à  X  des  valeurs  particulières ,  et  de  construire  les  Taleurs  de  y  correspon- 
dantes.* 

304.  Nous  proposerons  pour  exercices ,  les  exemples  suirans  : 

La  cotsrbe  est  une  ellipse  tangente  à  Taxe  des  x  qui  forme  alors  Tune 
des  limites; 

qO.  ^a   _  Qjy  4.  jpi   —   8^   -f.   4j.  -f.   4  =  O  > 

La  courbe  est  une  ellipse  tangente  aux  deux  axes  coordonnés  ; 

30.  4r»  +  qj:»  +  4.>'  —  4^  —  5  =  0. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires ,  la  courbe  est  une  ellipse ,  dont  les  axes 
principaux  sont  parallèles  aux  axes  donnés  y  puisqu'il  n^y  a  pas  de  terme 
en  xy\ 

40.  r"  +  jc*  —  3r  4-  a*  4-  T  =  o. 

Dans  le  cas  d'axes  rectangulaires,  cette  équation  appartient  à  un  cercle. 
Mais  la  méthode  précédente  de  discussion  ne  suffit  pas  pour  le  faire  recon- 
naître; il  faut  avoir  recours  à  ce  quia  été  dit  n^  177; 

5®.  y*  —  4^  4"  &c»  —  ar  4-  5  s=  o; 

La  courbe  se  réduit  à  uni  point,  car  on  peut  (n^  358)  mettre  l'équation 

sous  la  forme  {y  —  aje  —  i)*  -4-  (x  —  a)«  =  o  ; 

e^.  r»  —  aay  4-  a**  —  ax  +  4  =  0  ; 

La  courbe  est  imaginaire,  car  l'équation  revient  à 

(y  —  x)«  -f-  (a:  —  i)>  4*  3  =  o. 

Seconde  classe.   Courbes  illimitées  dans  un  seul  sens, 

ou  Paraboles. 

36^*  Premier  exempU  : 

r»  —  4'*^  -f"  4'^  4-  ar  —  7«  —  î  =5  o.,,.,  (1) 

29.. 
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[  Les  trois  premiers  termes  y*  —  t^  +  4'*  forment  (b<>  589)  un  curé 

parfeit,  (r  — *»)■.] 
Cette  équation  revient  à 

r»  —  a  (aar  —  i)  r  =î:  —  4**  -4-  7*  +  *  » 

et  donne,  par  sa  résolution, 

j'  =  or  —  I  rt  l/3a:  +  a 

Posant    y  =  ax  —  i ,     on    trouve    pour    r  =  o ,     jr  =  -,     et  pour 

je  =s  o ,    y  =  —  I  ;    donc   le   diamètre  est    représenté  par  la  ligne  BC 
Fi<r.  aoi  (^v^oi)?  ni^i^é^   P^i*  ^^^  points B,  G,  pour  lesquels  on  a 

AB  =  —  I,    AC  ±=  -. 

a 

a 
^omrne'  Thypothèse    3x  +  a  =  o ,    d^où    «  ==  —  ^y    anéantit  le  radi- 
cal et  réduit  ainsi  les  deux  ordonnées  de  la  courbe  à  celle  du  diamètre,  il 
s^énsuit  que  la  droite  GG%  menée  à  la  distance    AG  =â  —  -,  parallèlement 

à  Taxe  des  y ,  est  la  limite  de  la  courbe  ;  et  le  point  D  où  cette  parallèle 
l'enicontre  le  diamètre,  est  celui  où  elle  est  tangente  à  la  courbe,  qui  doit, 
à  partir  de  ce  point,  s^étendre  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  de  son 
diamètre ,  dans  le  sens  des  x  positifs. 
Faisons  successivement  dans  Inéquation  (i), 

r  =  o ,    et    X  =  o  ; 

il  en  résulte      4*^  —  7^  —  i  =  o,    et   j'»  -f-  a^  —  i  ^  o. 

La  seconde.,  qui  est  la  plus  simple ,  donne 

or,  comme  on  a  déjà,  sur  la  iSgure,    AB^  -—  t,    il  suffit  évidrumnent <ie 
porter  sur  AT,  et  à  partir  du  point  B ,  deux  distances  BK,  BK',  égaies  s 

^a  ou  BH  (en  supposant  AH=caAC=:i);  et  les  points  K,  K',  app<^ 
tiennent  &  la  courbe. 
Quant  à  la  première ,  on  trouve 

*  =  i- — g =  ^  et  —  s,  à  très  peu  près. 

Prenant  donc         AI  =r  i  -f-  g    et    AI'  =  —  -, 

o  o 

on  obtient  I>  F,  ponr  deux^ nouveaux  points  de  la  courbe,  qui  se  tronrc 
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suffisamment  déterminée  de  forme  et  de  position ,  puisqu'elle  passe  par 
les  cinq  points  K,  F,  D ,  K%  1,  et  qu'elle  doit  être  tongente  à  GG'. 

Mais  rien  n'empêche  d'obtenir  de  nouveaux  points ,  en  donnant  à  x  des 
valeurs  particulières ,  et  construisant  les  Taleurs  correspondantes  de  X' 

On  peut  également  construire  la  limite  dans  le  sens  de  l'axe  des  y,  en 
résolvant  l'équation  par  rapport  à  x. 

Second  exemple  : 

Cette  équation  donne 

^  =  X  +  a  d:  V'Sx.    »    . 

Le  diamètre  passe  par  les  points  B^  Ç  (Jig.  aoa ) ,  povr  lesquels  on  a. . .  ^g.aoa. 
AB  =  3,    AG  =: —  a ,    et  lait  avec  l'axe  des  x,  un  angle  de  So^. 

De  plus,  comme  l'hypothèse  x=  o  anéantit  le  radical ,  il  s'ensuit  que 
Taxe  des  j"  est  la  limite  de  la  courbe  et  lui  est  tangente  au  point  B.  C'est 
d'ailleurs  ce  qu'on  reconnaît  en  faisant    xs=o    dans  l'équation';  on  trouva 

en  efRet  r»  —  4^  +  4  =  <>?    ^^    (r  —  a)*  =  o, 

d'où  .r  =5:  a,   j'  =s  a. 

Soit  fait    r  =  o ,  dans  la  même  équation  ;  il  vient 

X*  •4-x*f-4^=o. 

dont  les  racines  sont  évidemment  imamnaîres  ^  ce  qui  prouve  que  la  courbe 
ne  rencontre  pas  l'axe  des  x. 

Pour  obtenir  de  nouveaux,  points  >  faisons  x=AP=ri;  il  en  résulte 
y  =  3  ifc  \/3  ;  donc  si ,  après  avoir  élevé  en  P  une  perpendiculaire  à  AX 
(ce  qui  donne  PQ  =  S),  oti  porte  sâccessivetnent  deux'dîstances  QM, 
Qm,  égales  à  v^3  ou.  1,7  ).les  deux  points  M,  m,  appartiendront  à  la  courbe. 

Soient  encore  xm  3,  il  vient  j^  =  5  db  V/9= 5  '±^  3.  Ainsi ,  en  pre- 
nant AP'=:3,  et  portant  sur  lyQ'znS,  à  partir  du  point  Q',  deux  dis- 
tances (yWy  Q'"*')  égales  à  3^  09  aura-  deux  nouveaux  points  M',  m'.  Jj^ 
courbe  est  ainsi  suffisamment  déterminée, 

566.  On  observera  toutefois  que  comme,  d'après,  la  discussion,  les  deux 
lignes  B£,  Wï  y  îovmeDl  xxn^st^me  d'tixes  conjuffiês ,  si  l'on  connaissait  le 
paramètre  à  ce  système ,  la  courbe  pourrait  être  construite  par  lo  procédé 
du  no  540. 

Or,  en  désignant  par  ip'  ce  paramètre,  on  a    *ip*  =  -,t^,     MQ  et  BQ 

étant  les  coordonnées  du  point  M  rapportées  à  ce  système;  mais  on  vient 
de  trouver  pour  AP  =  i ,  MQ  =  v^3  ;  d'ailleurs,  le  triangle  rectangle  BHQ 

donne  BH  ou  AP  7=;  BQ.cosQftll, 
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OU  r comme    tang  QBH  =  i,    (Toù    cos  QBH  =  — -zr  f 

AP  =  BQ.-î-:.. 
Ainsi,  BQ  =  AP.  V^î  =  \/^i      donc  enfin, 

La  mâmd  obserTation  est  applicable  à  toutes  les  courbes  de  Ut  seconde 
classe, 

567.  Nous  f»ropo8eron8  les  exercises  suivans  ; 

jo.  jr»  -f.  %Qr  -f-  X»   —  ^  4-  9  ;=  o^ 

La  coiorbe  est  une  parabole  qui  a  pour  Uâiife  Taxe  des  r>  et  ^tfî  s^étenA 
indéfiniment  dans  le  sens  des  x  négatifs  ; 

a«>.  r '  ^  3r  +  5x  —  a  =s  o  ; 

La  courbe  est  une  parabole  ropportëe  à  des  axes  parallèles  à  ses  desx 
axes  principaux;  et  elle  s^étend  indéfiniment  dans  le  sens  des  x  n^tifi»; 

3®./  y^  +  ^^  -f-  9**  —  V  —  6*  —  i5  =  o; 

La  courbe  se  réduit  à  un  système  de  deux  droites  parallèles  ;  ear  réqaa- 
tion  peut  (  i^^.  5iS8)  être  transformée  ainsi  : 

(r  -f-  3*  +  3}  (r  -h  3*  —  5)  =r  o; 

40.  V*  —  4^  +  4*t.  4-  V  —  4*  +  4  =  0; 

On  a  un  système  de  deux  droites  imaginaires;  car  Péquation  révient  à 

(j<  —  2x  4-  i)*  -f-  3  =  o; 
5<>.  r»  —  vry  -f-  X»  -f.  ^  —  6ar  +  9; 

Le  lieu  géométrique  est  une  seule  ligne  droite;  car  Péquation  se  change  en 

(r  —  X  -h  3)»  =  o. 

TROisiàME   CLASSE.    Courbes   illimitées  dans  tous    les    sens  j 

ou  hyperboles. 

Premier  exemple. 
^»68.  Soit  Péquation     ;r«4,ajrr— a*«  — 4r  —  *+ 10=0.. .   (1), 
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on  en  âéduii  y  s^  -^  Jt  th  %  dt  {/bx*  —  3*  -*•  (^, 

ou ,  décomposant  le  trinôme  sous  le  radical , 

ConatfivifiOiis  4'abovd  le  diamèlr^'  BC  (  fig.  aeB)  oorrespondant  à  PéquatioB  Fi{j.io3. 

y  =  —  X  -f-  a; 

les  parallèles  GC»  GG%  à  l'aje  des  jr,  misfiée^  aux  distauee^  AC:^^, 
AG  =  —  I,  aont  tangentes   h  la  courbe,  aux  points  C,  £j  de  plus,  la 
courbe  n^a  aucuii  point  situé  entre  ces  droites  ;  mais  elle  s^étend  indéfini- 
nMtit  à  Apoite  et  4  cgauclie. 
•  £d  faisant  gaoceBsW^aient  r=o   xss.o,    dans  réquaticoi  (i) ,  on  trouve 

5 

ix*  4-  *  —   fp  =  O,     d'où     X  =r  a,     X  =  —  -, 

puis    >"*  «—  4-^  ~t-  10  s=  o,     équation  dont  lea' racines  sont  imaj^inaf res  ^ 

ce  qui  prouve  que  la  courbe' ne  rencontre  pas  Paxe  àoBy,mtiis  qu'elle  passe 

par  deux  points  C»  J)>  àe  Vm  des  x,  pour  leaquûls  on  a    AG  ^  a, 

5  • 

AD=— -. 
a 

^Na  obtiendrait  de  nouveaux  points  en  substituant  à  la  place  de  x  les  va- 
leurs particulièrea  x  =  3, 4»  •  •  •  et  x  s=  —  3,  *-«-  4  9  •  •  *  9  ™*^^  ^^  Và  précède 
suffit  pour  donner  une  idée  assez  exacte  de  la  position  de  la  courbe  par 
rapport  aux  axes. 

Secend  exemple. 

Soit  l'équation      x*  —  axy  —  3*'  —  ly-^'^x  —  i  af  o  j . . .  (i) 

on  en  tire  j^  ==  x  -t-  i  ±:  y/^x»  — '5x  -f^a. 

Lateûuane  BOUS  1«  radiaal,  égalé  à  o,  donne  lien  à  des  valeurs  imagi- 
naires ;  ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne  rencontre  pas  le  diamètre  qui  a  pour 
équation...  ^  =  x^i,.»,  et  est  d^ailleurs  représenté  par  la  droite  GB 

^•^•^'**^-  Fig.aoî- 

Lés  hypothèses  successives  ^  rs  o  et  x  ea  o  donnent 

î3  I 

3x»  —  ^x  «4-  I  =  o,     d'où    X  =  — .    et    x  = -,     à  peu  près; 

puis  ^"  —  Tjr  —  1=0,     d'où    /  =  i  dr  v^a. 

Fr«aAnt  donc  sur  Taxe  des  x,  AD'  e=  a  r.,  AD  =  ^ ,  et  sur  Taxe  des^. 

_  0  o  . 
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BE=  v^a,  BF  =  -r  ^a,  d'où  AE=i  -f-  V^y  AF  =  i  —  v^a,  (m  obtient 
quatre  points  D'y  D  ^  £ ,  F ,  par  lesquels  la  courbe  doit  passer. 

On  aurait  de  nouTeaux  points  en  attribuant  à  x  de  nouTelIes  valeurs, 
tant  dans  le  sens  positif  que  dans  le  sens  négatif,  puia  construisant  les 
valeurs  correspondantes  de  y.  Mais  l'analyse  suivante  fournira  des  élémens 
propres  à  fixer  d'une  manière  plus  complète  la  forme  et  la  position  de  U 
courbe ,  dans  les  exemples  qui  viennent  d'être  traités. 

569.  Méthodif  générale  pour  déterminer  les  asymptotes. 

Lorscjtre.,  par  la  séparation  des  variables  ,  dans  une  équa- 
tion, Ton  a  reconnu  que' la  courbe  a  des  branches  infinies ^  une 
des  questions  les  plus  importantes  à  résoudre  ,  consiste  à  cher- 
cher l€s  asymptotes  rectilignes  ou  curvilignes  (n^  264)  que  ces 
branches  peuvent  ayoir. 

Reprenons  Téquation  générale  du  second  degré  ^  résolue  par 
rapport  à  la  yariable^  ^  savoir  ; 

(Bx  +  i))  _^    I     L ^ -— — 

>r  =  —       ^^        ±.'^Vmx^  +  2nx+p,..   (i) 

[m,  n,  /> 9  désignant  les  quantités    B^  -«  4ÀC,     BD  — -  3Â£, 
D^  —  4AF  ;  voj-ez  n^  586], 

Le  trinôme  mx*  -|-  nnx  «{-  p  peut  être  «transformé  ainsi  : 

m(x^+^x  +  ^)    ou         ^Ca;^-^^+^ ^|. 

Dans  l'hyperbole ,  m  ou  B*  —  4^^  ^^t  essentiellement  po- 
sitifj  mais  la  quantité  -^  — — ^  peut  être  indifiEeremment  po- 
sitive ou  négative.   [  Elle  ne  saurait  être:  nulle  ;  car  si  ron 

lit"*-  —  —  = 
n        m* 

la  courbe  se  réduirait  (n°  568)  à  un  système  de  deux*  droites]. 
Faisons  donc    £-- s=  it  /c*; 


avait  ^ ;  =  0»  rnx^-^-  nnx-^-p  serait  un  carré  parfait  ;  et 


m      m 


le  trinôme    /nx* -|- 2/ij:  -f-  p    revient  encore  à 
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m 


^-H-<Fïï) 


et  l'équation  (i)  se  change  en  celleHii  s 


m  »      ».     *iv 


>r = —  ^-^rr—  =*= rr-—  »  %  /  »  ±  7 — rr.-'W 


Gela  pos^ ,  je  dis  qae  les  droites  leprtfsetttéijs  par 


.    _       (Bx  +  D) 


(-+S)t^ 


sont  asymptotes  à  la  conrbe.  ' 

En  effet ,  remarquons  d'abord  que  les  valeurs  àejr  et  de  j*i 

ont  une  partie  commune,    -7-^ r — ^;     amsi ,  pour  dé- 

montrer  que  les  branches  de  la  courbe  se  rapprochent  sans 
cesse  et  autant  que  Ton  veut  de  ces  droites ,  il  suffit  de 
faire  voir  que  la  différence  des  deux  parties  non  communes 
tend  de  plus  en  plus  vers  zéro  quand  x  augmente  ',  et  que 
cette  différence  devient  nulle  quand  x  est  infini. . 
Pour  le  démontrer ,  posons 

«= ^ *%      /   I  ^ %  Wi  = ,      ; 

et  élevons  ces  deux  égalités  au  carré  ;  il  vient 


m 
u^  =  — 


("+0r" -./A'    n   .  K"+«y 


ifk 


4A' 


-,   ,  ^       de  rnk*    '  ±1  mk* 

4A*  4A*  (tt  +  uj 

1 

Mais ,  d'après  l'inspection  des  valeurs  de  u  et  de  u , ,  il  est 
évident  que  ces  quatftités^  angmenteml  em  nèiwe  teiBf»  à  msr 
sure  que  x  augtnente  ,  et  qu'elles  deviennent  infimes  quand 
X  est  hifif|î  i  dtmc  îl  en  est  dé  ihêm4  de  leur  somme  u  -f-  «i- 
'  Par  eonséqueàt,  H  différence  (u  •— u,)  diminue  àxaewe 
que  ai  augèténltey  et  de^nt  nulle  quand  a?  est  infi^ii.  C.  Q*  F.  D. 

Les  deux  droites  représentées  pour  l'équation  (3)  jouissent 
donc  de  lafirtfpiriélé  cârattéiistifiie  des  asymptotet  (^)« 

iV.  B. —  On  peut  observer ,  pour  la  pratique,  que  l'équa' 
tion  (3)  8e|dédi»t  âhmiédiatetnent  4e  l'â^u^tion  (i)  par  l'ex- 
traction lié  la- raeifie  earrée  du  tritttwe 

moc^+tinx  +  p,  oum(jc*-4H — a?  4-    •    T 
*  ^'  \.         m       ^    m/ 

^jie  ti^anl;  compte  que  des.  deu«  premiejs  termes  de  la 
racine. 


if^  On  tmat  .dduoiOMr  jpar  wf,  Jtoos^n  aiwlo^ ,  que  toAtes  les  ft^Lràbé» 
.||i^  ont  même  paramètre  et  même  axe  principal,  mais  dont  les  sommeu 
ont  des  positions  différentes  sur  cet  axe ,  sont  asymptotes  Tes  unes  aux  autres. 
Considérons  en  e£fbt  les  deti}(  panBft>aiear 

y*  =  apa:,     et    jr\  ^'2p(x  —  «e)j 

■a  d^efig^nant  l^stisse  du  sommet4fi4a  Sfioonde  parabole ,,  fompjlée  à  jpartir 
du  somnjet  de  la  première. 
On  dédiuit  de  ces  équations  . 

r»  --  jrî  =  a/»*>     ®*  P^  *"it®  X  jr  —  y,  =z      J^—  ; 

or,  j^  et^t  augmentant  en  même  temps  à  mesure  que  x  augmente,  et  deT(v 
Jiant  infini  quand  x  est  infini .  11  en  est  de  même  de  leur  somme  (r  +^^1); 
ainsi ,  la  diflfiirence  (y  — y  i)  des  ordonnées  des  deux  courbes ,  eo^rcspondant 
à  la  même  abscisse ,  diminue  de  plus  en  ^us  à  mesure  que  x  augmente  et 
devient  nulle  quand  x  est  infini.  Donc  ia  seconde  courbe  est  ç^mptote  à  la 
^  première^ 
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syo  Construction  des-  atymptoée».  Il  nous  règle  encore  à 
fixer  la  position  de  ces  droites  par  rapport  aux  axes. 

Pour  cela,  reprenons  l'équation  (3) ,  en  y  remplaçant  m 
^t  n  par  leurs  valcui^s^  il  y^ent 


2ÀE  -BD\ 


(Bx+I>)^VB^  —  4AC/         2AE— BD\ 
^V—  ^r~  •  ïï      "V         B»  — 4AC/ 

Or  ,  si  Von  compare  cette  équation  avec  celle  du  diamètre,^ 


,  _        (Bar  +  D) 


on  reccwtAil  que  les  as^oiptotes  «e  cMpétft  sut  le  dimifetire  , 
en  un  point  pour  lequel  on  a 


k'    f 


aÀE  — BD  ,,  ,  aAE  —  BD 

t 

*  '  0 

Portant  cette  valeur  dans  l'e'quation  du  diamètre,  on  trouve, 

,      pCD  —  BE 


^,m^m*-tm*m***r»^^tm 


toute  re'duction  faite  •  r-  _  =r- .^r-^, 

,.    ,  B* -r- 4^(4.  .•  ..   >. 

•  ^  ■  t  •  •  "        • 

Nous  verrons  bientôt  que  ces  valeurs  ne  sont  autre  chos^ 

que  les  coordomiéet  du  centre  de  la  eo^arbe  j  pat  ieqii^l 

on  sait  déjà  (n®  264)  que  les   asymptotes  de  l'hyperbole 

d<>ivent  passer. 

Le  point  commun  aux  deux  asymptotes  étant  déterminé ,  il 

suffit  de  mener  par  ce  point  deux  droites  faisant  avec  l'axe 

des  or  des  angles  qui  (dans  le  cas  d'axes  rectangulaires)  aient 

pour  tangentes, 

~B+i/B*  — 4AC        ,       —  B—  |/B»  — 4AC 
2A  ?     ^  —  aA 

et  cette  construction  peut  se  faire  aisément  dans  chaque  cas 
particulier. 


46o         /  C<Câf8T&1l€TlOir 

Soit  repris  le  premier  exeuple  du  n^  868 , 

y  ='—  X  H-  a  ±  V^3*«  —  3x  —  6. 

La  racine  carrée  de3(jf'  —  x  —  a)  étant  ix  -^  -  j  V^3 ,  on  obtient  pour 
réquation  des  deic^  asymptotes  y 


ri  =  —  X  -♦-  a  d: 


(x-l)»rS. 


Si  Ton  pose    x =  o,    il  en  résulte  x  =  -, 

a         '  «a 

3 
d^oùy  en  substituant  dans   y*  s'-r  x  4-  a,  y  s:  — 

Fig.ao3.  £^  naleiiis  sons  les  coordonnées  do  point  O  (fi^,  ao3)  par  leijuel  les  asymp- 
'    tates  doifenC  passer. 

Après  avoir  mené  par  ce  point  une  parallèle  à  AX  et  pris  sur  cette  paral- 
lèle ,  0R.=  I ,  on  élère  du  point  R  une  perpendiculaire  à  AX  y  sur  laqnjle 
on  porte,  à  partir  du  point  I  (pour  le({nel  BI  =  OR  =:  i) >  denx  distances 

IS,  IS%  égales  à  (/S)  ^^  ^^  deux  points  S ,  S',  appartiennent  aux  asymp- 
totes, ear  on  a 

RS  ■=  -  I  +  1/3,    RS'  =  —  I  -1/3. 

Donc    OS,OS%  sont  les  asymptotes  èhercbées. 

La  construction  serait  la  même  si  les  axes  étaient  obliques  ;  seulement^ 
les  valeurs  de  a  et  de  </  n'exprimeraient  plus  des  tangentes ,  mais  des  rap- 
ports de  sinus. 

<  On  a  représenté  également  dans  la  figure  ao49  les  deux  asymptotes  de  h 
courbe  relative  au  second  exemple. 

Le  trinôme  4**  —  5x  +  a    ou    4  T**  ""  7  ^"^  "  j  donnant  a  Tx  — -  tJ 

pour  les  deux  premiers  termes  de  la  racine  carrée,  Téquation  des  asymp- 

totes  est    r,  =  X  4-  1.  d:  a  f  X  -^  g  j }    ce  qui  donne 

5  i3  ^        / 

1».    »  =  g,    ^»  —  -gî    ^**-    û  =  3,     a  =—1, 

quantités  faciles  à  construire. 

iV.  B.  —  On  s^est  dispensé  de  reproduire  ici  les  raisonnemens  qui  ser« 
vent  à  prouver  que  les  droites  ainsi  obtenues  sont  asymptotes  \  mais  Ie> 
<jlèves  feront  bien  de  les  répéter  pour  chaque  exemple. 
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S7I.  La  théorie  des  asymptotes  comprend  deux  cas  assez  re« 
niarqoables. 

Le  premier  est  celui  où.  l'un  des  carrés  des  variables  manque 
dans  l'équation. 

Soit  l'équation    kj^  +  ^xj  +  D^  +  Ex  +  F  =  o, 
privée  du  terme  en  x^.  On  en  déduit 

j._-.f£f.±^  ±,  JL /B*aT*  +  2(BD — a AE)  a; + D* — 4 AF^ 

% 

d'où  y  extrayant  la  racine  carrée  et  ne  tenant  compte  que  des 
deux  premiers  termes  de  la  racine  > 

-,      ,  BD— 2AE 
_      (Ba:+D)^^^  + B 


aA  aA         ,    ' 

ou ,  séparant  les  deux  yalenrs  et  réduisant ,  ' 

—       ?  _      B       ,  AE  — BD 

jr,  — — g,    j-.  — ^xH         jg      . 

Le  premier  de  ces  deux  résultats  indique  que  l'une  des  asymp- 
totes est  partdlèle  à  l'axe  des  x. 

Pour  Téquation      Bxj-  +  Ca?*  +  Dr  +  Ea?  -f  F  =  o , 
on  trouverait ,  en  la  résolvant  par  rapport  k  x^ 

^  =  -  ^^-^^  -  à  *^*î^*  +a(fe-.  tiCD)jr  +  E«— 4CF; 

d'où,  extrayant  la  racine  carrée  et  ne  tenant  compte  que  des 
deux  premiers  termes  de  la  raciâe, 

BE  —  aCD 

(Br  +  E),^^^"^        B 

"^^  aC       -  aC   ' 

.  j            .,                 D      ,                 B          CD  —  BE 
ce  qui  donnerait    x  =  —  -     et    a:=  —  -^  -( 

"  C  BC 

pour  les  équations  des  deux  asymptotes. 


^a  COWSTROCTrOW 

Ainsi ,  l'une  d'elles  est  parallèle  à  l'axe  des  y. 
Les  raisonnemens  du  n®  569  sont  d'ailleurs  appKcables  à  ces 
deux  circonstance^. 

578.  Le  second  cas  est  celui  où  V équation  est  privée  des 
deux  carrés. 

Dans  ce  cas ,  on  a  recours  à  une  autre  méthode  pour  déter- 
miner les  asymptotes. 

.    Soit  l'équation     Bxj-  +  D^-  +  Ex  +  F  =  o,:  si  on  la  ré- 
sout d'abord  par  .rapport  à  ^  ,  on  trouve 

Ex  +  F 
-^  Bx  ^B' 

* 
ou,  effectuant  la  division  de    Ex  -f-  F    par  Bo:  -f-D» 

_       E        DEL—  BF 
^  ~       B  "*"  B  (Bx  +  D)' 

E 
Posons  j-^  =   —    g 

je  dis  que  cette  dernière  équation ,  dont  le  lieu  géométrique 
est  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  x,  représente  une  asymp- 
tote à  la  courbe.  r 

En  effet,  prenons  la  différence  entre  l'ordonnée  j-  de  la 
courbe  et  l'ordonnée^ ,  de  cette  droite  ;  il  vient 

_       _    DE— J^F 
^     ^'  ""BCBx  +  D)' 

Or  ,  il  est  évident  que  plus  x  augmente  (à  partir  de  a^ss  — ^i 

qui  donne  Bx  *f-  I)  =  o)  ^  plus  cette  différence  diminue. 
Elle  peut  même  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut ,  et  se  ré- 
duit à  o  quand  on  suppose  ^  =  oo ,  c'est-à-dire  que  l'or- 
donnée de  la  courbe  et  l'ordonnée  de  la  droite  deviennent 

E 
alors  égales.  Donc  la  droite   j-,=  — rr      est  telle   que   la 


i 
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courbe  s'^ii  rapproche  sans  cesse  et  autant  que  Von  veut ,  sans 
pouvoir  cependant  jamais  l'atteindre  autre  part  qu'à  l'infini. 
Donc  elle  est  asymptote. 

£n  résolvant  l'e'quation  par  rapport  k  x,  on  obtient 

(Dr  +  F;  D    ,      DE  — BF 

^"-         Br  +  te  B^B(Bj-+E)' 

et  SI  1  on  pose  .-r ,  =  —  :^, 

on  prouvera ,  comme  pre'ce'demmieiit ,  qiie  cette  dernière  équa- 
tion, dont  le  lieu  est  une  parallèleà  l'axe  desj^^  représente  une 

,                             I     T/v»,                       ,        DE  —    BF 
seconde  asymptote  ;  car  la  difterence  or  —  or,  étant  -^-^ =., 

E 
diminue  à  mesure  que  j*  augmente  ,  à  partir  de  j"  =  —  p, 

et  peut  même  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée. 

Amsi   j-,=s:-r.^,      ar,=  —  -ç      soni  ie$  equaUùns  de 

deux  asymptotes  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

Brcjr  +  Dr  +  Err  +  F  =  o. 

Ces  droites  étant  d'abord  fixées  de  position ,  il  faut ,  pour 
tracer  la  courbe ,  donner  à  x  des  valeurs  particulières  et  cons* 
truire  les  valeurs  correspondantes  de  j" ,  tirées  de  l'équation 
de  la  courbé.  Il  suffit  même  d'un  seul  point^  puisque  (n^ 527), 
connaissant  un  point  de  la  courbe  et  les  asj-mptotes  j  elle 
peut  être  facilement  construite. 

Soit,  potlp  exemple  Féquation,    xy  —  îir  -f-  a:  —  i  à=  d. 
[Nous  supposerons  la  courbe  rapportée  à  des  axes  quelconques    AX,  AT 
{Jig.  ao5  )  ;  iBUtr«inent ,  l'hyperbole  serait  équîlatère  ] .      -  Fig.aoS. 

Cette  équation  donné  y  =  — -—  =  —  i j 


et  résolue  par  rapport  à  a-,      a:  = 


X  —  a  X  —  a 


sy  +  t                         1 
: —  =  a « 
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Donc   y  s  — >  T,    âr  S3  2,     sont  les  éfiiatîonft  des  deux  asymptotes  qui; 
sur  la  figure  9  sont  représentées  par  les  droites  HH%  LL^ 

Soit  fait  dans  r équation  proposée   r=o;    il  en  résulte    X2=i;    c'est- 
à-dire   que  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x  au  point  D  pour  lequel  on  a 

AO=  I.  On  a  de  môme,  pour  x=  o,  y  = .    Ainsi  la  courbe  passe 

parlepoiBtGy  tel «{u'on  a  AG ss -» i,  et  peut ôtre  tracée  d>près la mé- 

tbode  du  no  5S7. 

r 

575.  Autre  moyen  de  détermiaer  les  asymptotes  dans  les 
cas  particuliers  qui  précèdent. 

Il  est  remarquable  que  l'équation 

E    .     DE  — BF 


B  ^  B(BaT  +  D)* 

qui  donne  la  première  asymptote ,  peut  également  faire  con- 
naître la  seconde  :  il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  o  le  dénoinida* 
teur  de  la  seconde  partie  de  j*.  CSar  en  posant  Y^x  -f-  D  =  o, 

D 
on  trouve   aî=:  —  ■^. 

15 

Cette  valeur  de  x  portée  dans  l'équation  de  la  courbe, 

donne /"SCO;  te  qui  prouve  que  la  droite  x=— g-  rencontre 

la  courbe  à  l'infini.  C'est  en  effet  l'une  des  propriétés  dont 
jouissent  les  asymptotes.  Mais  cela  ne  suffit  pas  pour  les  carac- 
tériser ;  il  faut  eûcore ,  pour  qu'une  ligne  soit  reconnue  asymp- 
tote ,  que  la  courbe  puisse  s'en  approcher  sans  cesse  et  autant 
que  l'on  veut. 

Afin  de  faire  ressortir  ce  second  caractère,  nous  désigneroDS» 
pour  plus  de  simplicité , 

E            ,          D            ,         DE  —  BF 
—  g  par  j-  ,  —  -  par  a;  ,  et g;j par  m; 


D£S   A^1#T0T£S.  4^5 

l'équation  de  la  courbe  prend  alors  la  forioe  ^ 

r  =i  r   H 7....  (i) 

Gela  posé,  je  dis  que  la  droite  x^six'-  est  telle  que  la 
courbe  s'en  rapproche  sans  cesse  et  autant  que  Ton  veut. 

Car  si  l'on  pose  x  =r  x'  ±:  ^,  ^  étant  une  quantité  trè^  petite, 
Téquation  (i)  devient 

,    .    m 

Comme j-'  et  m  sont  des  quantités  finies  et  déterminées,  on 
voit  que  plus  /"sera  petit ,  plus  y  sera  grand ,  plus  par  consé- 
quent les  ordonnées  des  poWts  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
les  droites  {^x:=-x±i')  qui  avoisinent  la  droite  xzrzx'y 
seront  grandes. 

Celle-ci  qui,  xomme  nous  l'avons  déjà  vu,  rencontre  la 
courbe  à  l'miini,  est  donc  telle  en  pên\e  temps,  que  toutes 
les  droites  qui  lui  sont  parallèles  rencontrent  la  courbe  en 
des  points  d'autant  plus  éloignés  de  l'axe  des  x  que  ces  droites 
sont  plus  voisines  de  la  droite  xz=:x\  Donc  la  courbe  se  rap^ 
proche  sans  eeése  de  cette  droite,  et  autant  que  l'on  veut  j 
sans  poupoir  cependant  la  rencontrer» 

Ce  moyeif  est  applicable  même  au  cas  on  l'équation  du  se- 
cond degré  est  de  la  forme 

Ar«  +  Bxr+  Dr  +  Ex  +  F  =  0,1 

on   Brr  -H  Cx"  +  Dj-  -f  Et  +  F  =  o.P     •'   '"  '^''^  " 

Considérons  en  efFet  la  première  et  résolvons-la  par  rapport 
à  or  ;  il  vient 

(Ar--i-pr-f-F) 
""-  Br  +  E       ' 

ou,  si  l'on  effectue  la  difision  en  partie, 

3o 


•*» 


n 
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_       A  AE  — BD       BDE  -^  AE^  ^  B'F 

.    "" ^^B^"^       B»       "*"       B-CBj^^+E)      • 

Par  UD  raisonnement,  analogue  à  celai  du  n?  572 ,  on  piou- 
verait  facilement  que  l'équation 

_        ^       ^  AE->BD 

représente  une  première  asymptote. 

,.»    ^  .*  B       .   AE  — BD 

Elle  donne  en  effet     j'  =  —  T  ^   '    — Tfi —  ' 

éqttation  qui  n'est  autre  chose  qUe  Tune  de  celles  auxquelles 
on  est  parvenu  n*^  571. 

Je  dis  en  outre  que ,  si  Ton  pose  B^-f-  E  =  0 ,  ce  qui  donne 

E 

on  a  ainsi  la  seconde  asymptote. 
Car  soient ,  pour  plus  de  simplicité , 

A  AE-^BD  E         ,    BDE-AE*— B*]f 

-B^^'-t^^^^'-B^^^' r-— =^^'; 

réquation  de  la  courbe  pirend  la  forme 

X  z:=:  pjr  +  q  +  ——. 

Cela  posé,  soit  d'abord  j^=j^  ;  il  en  résulte  a:  =00;  ce  qui 

E 
B 


prouve  que  la  droite  j-=:^',  ou  j^=t—  ^,  Rencontre  la  courbe 


à  l'infini. 

D'ailleurs,  si  l'on  pose  j-rs^-'  ±:/(/  étant  une  quantité  très 


petite  ) ,  la  valeur  de  x  devient  x = jojr'  +  ^  —  ^  —  — • 


DES   ASTMnOTES.  ^67 

Ck>mii(ie  les  qualités  /),  y,  in^jr\  sont  des  quantités  finies  et 


détermine'es ,  on  voit  que  plus  ^  sera  petit,  plus  la  valeur  de  — 

sera  grande,  plus  par  conséquent  les  abscisses  des  points  de 
rencontré  de  la  courbe  avec  le»  parallèle»  à  l'axe  de»  ce. , , , 
(jr  =y  ih  ^)  seront  grandes. 

Ainsi  la  droite  jr  zzzjr'  est  telle,  que  toutes  les  parallèles 
menées  au-dessus  ou  au-dessous  d^elle  rencontrent  la  courbe   - 
en  des  points  d'autant  plus  éloignés  de  Taxe  des  j-  qu'elles  sont 
'plus  voisines  de  cette  droite. 

Donc  la  courbe  se  rapproche  sans  cesse  et  autant  que  l'oii 
veut  de  la  drcrite  j-  =j*'. 

Voici  de  nouveaux  exemples  relatifs  à  la  troisième  classe  de 
courbes. 

jo.  r*  —  4^  +  2x>  -4-  ^  —  gjc  -+-  a  =  oj 

équation  d'une  hyperbole  qui  ne  rencontre  pas  Bon  diamètre. 

2®.  r»  —  4^  -f-  4x  -f.  3  =  o; 

«quation  d'une  hyperbole  dont  l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  l'axe 
des  X.  (  Vcsyeû  a®»  571  et  573.) 

l'hyperbole  est  rapportée  à  son  centre  comme  origine,  et  l'une  des 
asymptotes  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 

4*.  y«  •*-  X*  4-  Jc  =  o  ; 

kAi   l^és  axes  sont  rectangulaires ,  l'hyperbole  est  équilatère  et  rapportée  à 
^Ks  axes  pArallèleâ  aux  axes  prinoipcux. 

S*'.  aatr  -—  a:  -+.  i  =  oj 

la  courbe  est  rapportée  à  des  axes  parallèles  aux  asymptotes.  (Voreg 
nos  572  et  575.) 


(.«. 


^»  —  aa^  4.  Tir  +  4^  —  8  =  o  ; 


la  courbe  se  réduit  à  un  système  de  deux  droites  qui  se  coupent  (n»  5^8). 
Ce  demfer  exemple  présente^ une  circonstance  remarquable >  lorsqu'on 
résont  réquation  par  rapport  à  x. 

Ontrouve  ^^r*-4-Qr--8 

^r~4     ' 

3o. . 
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OU ,  effectuant  l.«  division  eonfbrmément  à  la  méthode  indiquée  ci-dessus 
pour  déterminer  les  asymptotes  y  ' 

y 
.a 

dVrà  il  semble  résulter  que  la  courbe  se  réduit  à  une  seule  ligne  ênHe. 
Mais  observons  que,  si  la  dÎTiaioa  s^Bst  faite  exactement,  c^est  que  le  na- 
•  mérateur  de  la  valeur  de  x  peut  se  mettre  sous  la  forme  (- ,+  a  )  (v  —  fl- 


Ainsi  la  valeur  de  x  revient  à 


(;  +  »)(v-4) 


d^où,  chassant  le  dénominateur «t  transposant, 


(v-4)('-;-«)=«o. 


équation  qui  peut  être  satisfiiite ,  • 

soit  lorsqu'on  pose      piy  —  4  ^=  ®»     ^'^ù    j^  =  a, 

soit  lorsqu'on  pose      .  *  — a  z=  o,     d'où    r  =  a*  —  4* 

Ainsi  la  courbe  se  réduit  à  un  syatème  de  deux  droites ,  et  non  pas  à  une 
seule  droite  comme  t>n  Pavait  cru  d'a]>ord. 

Application  de  la  méthode  de  discussion  précédente  à  d*autres  courbes. 

574.  La  méthode  exposée  précédemment  pour  la  disousaion  des  éqiu- 
tions  du  second  degré  peut  également  s'appliquer  à  des  équatiotas  d'^n 
degré  supérieur,  pourvu  que  Ton  puisse  opérer  la  séparation  des  variables.  L^ 

Mous  nous  bornerons  à  une  seule  application  qui  suffira  pour  montrer 
comment  il  faudrait  opérer  dans  tous  les  cas  semblables. 

Sbit  l'équation    jr*  —  x«r  -f-  aa^r  —  x»  +  g^r  -f-  ar  =  o, . .  ;    (i) 
qui  est  du  troisième  degré ,  mais  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  à  r- 


x"  —  ar  —  a    ,    I 


On  en  déduit   y  =  dr  -  !/jc4  -f-  4 M 

a  a  T  N  / 

Fi^.ao0.  Désignons  la  première  partie  de  éette  valeur  de  y  par  y  {fg.  ao6)yet 

construisons  d'abord  le  lieu  géométrique 

« 

X»  —  ax  —  3 
y  =s  , — ^— . 


d'autres  courbes.  *    4% 

Cette  équation  revient  à    x»  —  3x  —  v'  —  a  s=  o,     et  donne... 

X  =  I  Ht  l/ V'  -f"  3  ;  d'où  l'on  voit  que  le  lieu  géométrique  est  une  pa- 
rabole qui  a  pour  diamètre,  ou  plutôt  pour  axe  principal,  la  ligne  £E'  me- 
née parallèlement  à  l'axe  des  y ,  à  «ne  distance  AP  =  i  ;  la .  limite  de  cette 
parabole  est  d'ailleurs  DE  menée  pArallèlement  à  AX  par  le  point  D, 

pour  lequel  on  a 

3 

3ir'  -4-  5  =  o,    ou   j^  =  —      =  AD. 

En  faisant    y  =s  o    dans  son  équation,  Ton  trouve 

*  =  I  ^  V/S",     ou    X  =  AQ,     et    X  x=  AQ'.. 
Soit  ensuite    x  =  o  ;    la  valeur  de  y  se  réduit  à 

y  =  --  =  -  i; 

ainsi  la  parabole  passe  encore  par  le  point  B ,  pour  lequel  AB  =  —  i . 

jQi  _0  (2x  *"  SI 

La  courbe  correspondante  à   y  =. '    est  suffisamment  dé- 

terminée, et  peut  être  représentée  par  REQ'R'. 

Je  dis  maintenant  que^  cette  parabole  doit  être  considérée  comme  un 
diamètre  de  la  courbe  oherchée. 

En  effet,  pour  une  valeur  de  x  quelconque,  AP,  il  faut,  après  avoir 
construit  l'ordonnée  PB'  correspondante  de  la  parabole,  porter,  à  partir 
du  point  B',  au-dessus  et  au-dessous  de  cette  courbe,  une  partie  égale  à  la 

valeur  du  radical  -  i/x4  -#-  4.  On  voit  donc  que  la  Ugne  RQEQH'  passe 

par  les  milieux  de  toutes^les  cordes  de  la  courbe  cherchée,  tjui  sont- parallèle* 
à  l'axe  des  y;  donc  (n»  ^SS)  cette  ligne  est  un  diamètre. 

Actuellement,  si  nous   observons  que  le  radieal  \/x4  •4- 4    revient  à 


V'+i. 


J7'  .  \/  I  4-  -hf     on  peut  mettre  l'expressjion  (a)  sous  la  forme- 


x*' 

X»  —  ax  —  a 


^;*'V'-^éî 


•  a  a        ▼  x4 

et  si  l'on  applique  à  cette  équation  les  raisonnemens  qui  ont  été  faits 
n°  568 ,  on  prouvera  facilement  que  la  courbe  cherchée  a  pour  asymptotes 
le  système  des  lignes  représentées  par  l'équation 

X»  —  ax  —  a  ^  x« 
a  a 

Cette  équation ,,  considérée  successivement,  avec  le  signe  «upérieut  et 
avec  le  ligne  inférieur,  devient 

/•"ssx*— X— -I,    et^*  =  —  X—  I. 


4{)6  DÉTERMIIffATION   d'oNE  SECTION  CONIQUE 

à'' abaisser  AFX  perpèndieuhire  sur  KY.  Le  quadruple  4e  AF  reprfseott 
d'^ailleurs  le  paramètre;  ainsi  la  courbe  peut  être  c/onttruite  facilement. 

iV.  J8>  ^  Loraqu^on  sait  d^avanoe  que  la  courbe  cherchée  doit  6tre  uoe 
parabole ,  il  suffit  de  connaître  deux  tangentes  et  lefojer,  puisque  le  second 
axe  est  déterminé  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  tojer  sur 
ces  tangentes  ;  et,  en  efiet ,  nous  soiTons  déjà  cfue  quatre  coodition»  suffisent 
pour  la  parabole  ;  or  la  connaissance  du  foyer  eompée  (  ti9  388)  peur  deux 
conditions. 

Seconds  ^^UBStlOir.  —  On  demande  de  construire  une  ellipse  ,  connaissant  le 
centre,  la  longueur  de  son  grand  axe,  une  tangente  et  son  jpoint  de  contact. 
Fig.319.     Soient  O  {fig,  a  19)  le  centrer  donné ,  A  ledemi-axé  de  la  courbe,  T(  la 
tangente  et  M  son  point  de  contact.  . 

Du  point  O  comme  centre,  et  avec  A  pour  rajron ,  décrivez  une  circonfé- 
rence de  cerlsle  qui  coupe  généralement  Tt  en  deux  points  R ,  R'7  pvis  élevés 
aux  points  B.,  W,  les  perpendiculaires  RS,  R'S',  à  cette  tangente;  elles  pas- 
sent nécessairement  (  n^  297  )  par  les  foyers  de  la  courbe. 
^  Tires  ensuite  la  ligne  OR  ,  et  par  le  point  de  contact  M«  traces  MN  paral- 

lèle à  OR;  il  résulte  de  la  propriété  démontrée  (no299) ,  que  MN  passe 
aussi  par  le  second  ^r^r^Donc  le  point  F\  où  R^'  et  MN  se  renoontrent, 
n'*est  autre  chose  que  le  second  foyer/ 

Menés  enfin  la  ligne  F'O  qui  rencontre  RS  en  un  point  F,  et  vous  obtenez 
ainsi  le  premier  foyer.  ^ 

Les  points  Â,  B  qù  F'F  rencontre  la  circonféreac«  déjà  décrite,  tont 
d -ailleurs  les  commets  de  la  courbe,  qui  Mt  alors  oomplétei^eiU  déler- 
minée. 

N»  jB.  —  Si  le  point  de.  cdntact  était  placé  sur  la  tangente  T/,  en  no 
point  M'  tel,  que  la  droite  MN'  parallèle  à  OR,  rencdntrftt  R'S^  au 
point  y^  situé  hors  de  la  circonférence  décrite  sur  A ,  la  courbe,  au  lieu 
d^étre  une  ellipse,  serait  une  hyperbole  dont  le  premier  axe  aurait  pour 
direction/'O,  et  pour  sommets  a,  b.  Les  foyers  seraient  les  points^,  J\ 
où  la  ligne  y  O  rencontre  R'S'  et  RS  prolongés. 

On  Yoit  donc  qiie ,  bien  qu^on  ait  demandé  une  ellipse ,  il  peut  arrÎTer 
que  la  courbe  soit  une  hyperbole. 

Troibubmb   QCESTioH.  —  Construire    une   hjrperhole  ^    connaissant    l'un    des 
fojers,  une  asiXmptote  et  la   longueur  du  premier  axe,   ou  le  rapport   des 
axes. 
Fie.2ao.      Soient  F  {Jig,  aaoj  le  fbyer  donné,  LL'  Tune  des  asymptotes,  et  A  la 
longueur  du  premier  axe ,  oif  m  le  rapport  B  :  A. 

Ahaisses  du  point  F  une  perpendiculaire  sur  LL'  ^  le  pied  R  de  cette  per- 
pendiculaire est  à  une  distance  du  centre  de  la  courbe ,  égale  à  A  (n*'  S97;  , 
puisque  LL'  peut  être  considérée  comme  une  tangente. 

Ainsi ,  en  supposant  que  A  soit  ednnu ,  prenes  à  partir  du  point  R  sui 
l^V,  une  distance  BO égale  à  A;  et  le  point  O  est  le  centre  de  îa  courbe. j 


d'autres  COURBES.  4.JI 

CoB  deux  valeurs  construites  donnent  encore  les  points  -K  et  K'  pour 
deux  points  de  Ifi  courbe.  \ 

Le  lieu  géométrique  cherché  déTant  passer  par  les  points  K,  G,  £'',  A, 
puis  K'',  E*',  E ,  G',  et  ayant  pour  asymptotes  la  parabole  SIS'  et  la 
droite  LL',  est  nécessairement  représentée  par  les  deux  lignes  indéfinies 
KGE'AT',  G'HN'E'K... 

N.  fi. —Si  Ton  eombîiie  Péquatlon  de  la  courbe  aTCC'  l'équation.... 
X=^  —  X — 'iy  qui  est  celle  d'une  droite  parallèle  à  l'asymptote  LL'  et 
menée  à  la  distance  AH  ss  —  a ,  on  trouve  pour  résultat  de  cette  combi- 
naison, «^s=oetj'=?-^a,  ce  qui  prouve  que  la  droite  HH'  est  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  H.  Cela  justifie  la  forme  donnée  en  ce  point  à  la 
branche  GIIK'. 

On  trouverait  encore  que  Téquation 


•' 


une  courbe  oop^poj»/&e  de  det^  branches  DAD',  EGE'  (Jtg.  207),  p. 
}  passe  par  Forigine,  et  est  taifgente  en  ce  point  à  Taxe  des  x  j 


représente 

dont  Tune 

elles  on)  d'^MJ^Mrs  pour  asymptotes ,  les  droites  x  =  —  i  61^^=1. 

Ceux  qui  désireraient  étendre  leurs  connaissances  sur  la  discussion  des 
courbes  de  degré  supérieur  au  seeond,  peuvent  consulter  Touvrage  de 
Cramer  ,  ayant  pour  titre:  Introduction  à  l'Analyse  des  lignes  courbes. 


§  II.  Détermination  du  centre  et  des  aooes,  par  la 
ttnns/ormation  des  coordonnées. 


571$.  Nous  avons  vu  (n^ftlfOet  suivans)  qu'on  peut  toujours, 
une  e'qiialion  du  second  d^é  à  49UX  va^î^bles  étapt  donnée, 
la  ramener  à  Tune  des  formes  My^  +  'Nj:*=  P,  ^'  =  Qa:, 
par  de^x  transforma tl»tis  dp  coordonnées;^  savoir,  par  un 
changement  de  direction  d'axes ,  ensuite ,  par  une  translation 
d'origine.  Nous  allons  reprendre  cette  question  avec  de  nou- 
veaux de'Uiils,  &ï  renverslint  toutefoifi  l'<MPdre  d^s  deuxtransr* 
formations,  parce  que  la  méthode  du  n®  fitfO  a  l'inconvénient 
d'introduire  des  quantités  irraiiouneUes  «dans  les  coefSciens 
de  X  et  dejr. 

L'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  étant 


^  I 


^ 


47a  DÈTEKHLlSfATlon  DU   CEUTRE   £T  DES  AXEST    , 

*  remplaçons  x  et j'  par  les iofinulefi  0:=  x+  a,  j;.=i^  +  ^• 
et  proposonB-nous  de  déterniiuer  ayb^  de  manière  à  &ire  dis- 
paraître les  termes  du  premier  degré  en  x  el  eu  j-.  Il  vient, 
par  cette  ^bstitution» 

V*  -r  ^J  +  ûr'  +  (2A6  +  Bq  +  I>)  j-  4-  (^Ca,  +  Bè  +  E)  j- 
4.  A**.+  B£i6  +  Ca^   +D^4-E/z.    +F  =  o...   (2) 

Or,  puisqu'on  veut  que  cette  équation  ne  renfenne  plus  les 
termes  linéaires  en  x  et  en  j-,  il  faut  que  l'on  ait 

ikb  -f-  Ba  +  D  =  o,     aÇa  +  B&,+  E  =  o;. .  .*.   (3) 

et  alors  l'équation  se  réduit  à  celle-ci  : 

•% 

Ar*  +  B^rjr  +.Ca?*  +  F  ax  o, .  : .   (4) 

Les  trois  premiers  coefficiens  A,  B^  €,  sdnt  les  mêmes  que 
dans  la  proposée. 

Quant  à  F',  on  a     F'  =  A6»  +  Bûè  +  Ca*+D^ -fEa  +  F; 

f 

\ 

mais  on  peut  simplifier  cette  expression.  £n  effet,  si  Ton  ajoute 
entre  elles  les  équations  (3) ,  après  avoir  multiplié  la  premièie 
par  b  ,  la  seconde  par  a ,  on  trouve 

rAb^  +  ikldab  -I-  2Ca»  +  D6  +  E«  =  o, 
d'où  Ton  déduit     kb^  +  -Rab  +  Ca«  =  _  (P^  +  ^) 

Dà  -4-  Ëa 

et  par  conséquent, F  =  F  +        ^       ; .  (5) 

2 

c'est  sous  cette  forme  que  nous  rappellerons  plus. tard  la  va- 
leur de  F'. 

Les  équations  (3)  donnent  d'ailleurs  pour  à^  b^ 

—  ^AE  —  BD         _  2CD  —  BE 

""         B'  -  4AC  '  B»  — 4ÂC 


^  =  Tfr — 777-»«*-*  (Q 


valeurs  qu'on  pourrait  reporter  dans  F'  y  mais  cela  est  inutile. 


•  <".- 


'     DANS  L'ELLfPrtTJkjpr  i/hyperbolf,  47^ 

Observions  actuellement  qtie,'Féqtiatk>i»(4)*restaDtia  même 
lorsqu'on  y  change  x  et  j-  en  >—  x  et  "^j'f  eU  telle»  qiie  si 
^\y^  représentent  les  coordénnëes  d'uu]ioiQt€{iielcODC}ueM 
(Jig-  208)  de  la  cpurbe  rapportée  au  nouveau  r$yMènieOX%  Fig.^oS. 
Oy,  cette  e'quation  est  satisfaite  par  —  x',  — y  y  en.  même 
temps^que  par  -f-  i^\  +^'-  Or,  il*  est'évWent'que  les  deuxT 
points  (x',  jr')>  {— ^'j— *J^')  sont  en  ligne  droite  avec  la 
nouvelle  ori^^e  O,  et  situées  à  égale  distance  de  ce  point. 

D'où  rpB  3i[oit  que  le  point  0  jouit  delà  propriété  de  ditHser 
en  deux  pafties  égales  toutes  les  cordes  de  la  courbe  qui 
passent  par  ce  point  /  donc  (  n®  250)  la  tidùveUe-  orif;ine  est 
le  centre  de  la  courbe.  v      * 

Les  valeurs  de  a  et  de  b  sont  en  eiFet  celle  qu'on  a  ébtenues 
(n**  570)  pour  les  coordonnées  du  centrei  *  * 

Concluons  de  là  que  l'équation  A^^'+B^T^+C^+F'^^o» 
est  la  forme  caractéristique  des  équations  de  toutes  les  courbes 
du  second  degré  qui  ont  un  centre ,  lorsqu'on  y  suppose  transe- 
portée  l'origine  des  coordonnées. 

Commis  ,  en  général ,  l'hypothèse  B*  —  ^kC-^zo  rend  les 
expreigsi^s  (6), infinies  ,  il  s'ensuit  que  la  parabole  n'a  pas  de 
centre  j  on  que  son  centre  est  situé  à  Vinjîni,  En  d'autres 
termes,. on  ne  peut,  pour  la  parabole*,  faire  disparaître  à  la 
fois  les.  deux  ternores  linéaires  en  a:  et  en  j^. 

N.  B. — Lorsque,  par  cette  première  transformation  de 
coordonnées,  on  trouve    F'so,     ce  qui  ramène  l'équation  à 

on  peut  conclure  que  la  courbe  se  réduit  à  son  centre,  ou  à 
un  système  de  deux  droites  qui  passent  par  le  centre. 

En  effet,  cette  équation  donne 


et  l'on  voit  que ,  suivant  qu'on  aura     B*  -y~  i^KQ  <  o  ou  >  o , 


\ 


Soi  ]SQCrATI0I!7   G^fféRALE   DE   iA   tAfVGENTE 

OU ,  obsei'Yaiit  que  ,  ' 

et  (  no  584)     ^y  -  .-^V  =  «^  (^  — r*)  -f-^  (V"  —  x^ , 
d'où  Ton  âéduît 

y  -y"  _  _  l^j^"  -f-C  (a^V4>  j?")  4>  t>E]  - 

x'  -  *•  -         A(y -f-r")  +  îBx'  -f-  2D   •••••    ^^^       • 

Si  Ton  portait  cette  faleiar  dans  Téquatiou  {i) ,  on  obtiendrftit  Téquaiiet» 
de  la  sécante ,  en  y  réunissant  toutefois  fies  équations  (3)  .ft  (4)* 

Mais  pour  parvenir  sur-le-champ  à  Fëquation  de  la  tangente ^  il  suffît  de 
poser  dans  le  résultat  (5)  ji^=zx''y  y*  =y,  et  déplaire  ensuite  la  substitu- 
'tion  dans  Téquation  (a).  Il  vient  donc  pour  Péquation  demandée , 


Ay  -H-  Bx"  -h  D 


« 


équation  qui  ne  représente  là  tangente  qu^autant  que  IPàn  considère  en  méine 
temps  la  relation  (4) ,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  dTailleurs  la  simplifier. 
En  éSèty  si  Ton  chasse  le  dénominateur,  et  qu'on  observe  que  de  Téqua- 
tion  (4)  on  tire  '  -v       " 

.    Ay*  +  aBxV  -h  Gr"»  =  —  !iIV  —  îExf  ^  F, 

...  '      '  . 

U  vient  9  to.ute  réduction  .faite,  , 

Ayy-h^(^xy^ay)-j^Cxx''-i^ï){j  +  y)^Eix^x'')^JP^oy..^   (7) 

lésultat  qu'éli  déduit  de  Téquation' (i)  en  ohangeeiit 

lO Àr"  H-  Cx»    en    Arr*  +  Cxx*  (voresn»  i99)f 

a®. aRo'    ou"  Bxj' -f- Bir,.   en    Bx> -j- Bsor"; 

3* aDr     ou    Dy   •+-   D^,     en    Dr -h  D>*î 

40...  Enfin  aEx     ou    Ex    -f-    &r,     en    Dx  -f  Dx*^ 

Si  la  courbe  est  rapportée  &  un  système  d'axes  dont  l^un  soit  ub  diamètre 
et  rautre  la  tangente  menée  à  l'extrémité  de  ce  diamètre ,  Téquation  de  la 
eourbe  est  alors  (  n9  246)  de  la  forme 

Dans  ce  cas^  ob  a 
A  as  I,     B  =  o,     0=s:~9,     D=3  0,     E=z— ;>,     F  sa  Of 


IfJ^S   L'ELiaP6£   ET  l'B¥PEB*OWB.  4^5 

D'un  autre  côte ,  cointiiiioos  $uecessiveinent  p&r  addKtion 
et  par  soustraction,  les  valeurs  de' M  et  de'N';  il  vient 


M  +  N  =  A  +  C,    M  — N==:(A— C)cosa«  — Bsîn2«; 
d'où,  substituant  pour  cos^#,  8ina#(,  leurs  valeurs. 
M  +  N=A  +  C, 


M  — N  = 


A  — C  +  B 


y^A  -^  G  +  B^ 
Donc  enfin 


JT^  ^  VA— C  +  B 


\ 


M^-^  +  ^-iy/lTrcVg.. 


Mais  avant  d'appliquer  à  des  exemplea  les  formules  ^i 
précèdent,  nous  devons  faire  une  remarque  sur  la  manière 
de  les  employer. 

B 
L'angle  2m  étant  donné  pair  la  forspiuletang  v  =x;^-  -. ^  , 

est  aigu  ou  obtus^  suivant  que  cette  tangente  est  positit/e  ou 

négative ^  mais  dans  les  deux  cas,  son  sinus  est  positif.  Or, 

on  a  trouvé 

—  B 
sinaui  = 


ou  plutôt,  sina«  ss 


yA-^C  +  B' 
L-B 


±:V/a-.C  +  B' 


(à  cause  du  double  signe  dont  un  radical  doit  toujo\lrs,être 
affecté  )  ;  et  pour  que  cette  expression  reste  positiue ,  il  faut 
que  le  radical  soit  pris  avec  le  fligne-|*8i  B  est  négatifs  et  avec 
\e  signe  —  lorsqu'au  contraire  B  est  positif. 


(     ♦ 


476  «     DÉT£RMl!ÏATlOrf  DU  CENTRE   £T  DES   AXES      . 

Les  valeurs  ge'nérales  de  M  et  de  N  deviennent  done 


'Û  —  i  (\  4-  C)  db  -\/a  — C  +  B% 


N  =  -  (A  +  C)  zp.i  \/a— cVb*; 
2  2    '^  . 

les  signes  supérieurs  correspondant  à  B  négatifs  et  les  signes 
inférieurs  à  B  positif. 

D'après  cela,  voici  le  tableau  des  formules  dont  H  faudra 
faire  liisage^  pour  toute  équ2^tion  particulière  représentant  une 
ellipse  ou  une  hy perbole,. si. l'on  vêtit  rapporter^la  courbe  à 
son  centre  et  à  ses  axes  :  '  '  - 

Equation  proposée ,        W 

Ajj^  4.  Bxjr  +  Cit^  +  iyjr  +  Ex  +  ¥  —  o.      . 

I 

4 

1**.  —  Evano^isseraent  des  termes  line'aires  par  une  trans- 
lation d'orieine,  .    , 

■       .       -  tt  •  ' 

^     _aAE— BD       .       aCD  — BE      „,      ^  '    Hb  +  Ea 

''-Fir4Âc'    *  =  B' - 4AC'    *^=^  +  — 5 — 

Équation  résultante,     A^^*  +  Bxj^  +  Car*  +  F  =  o. 

2^.  — Évanouissement  du  terme  en  ^,  par  un  dufngemeni 
de  direction  d'axes, 

tangw  =  -    -5;;^,       ^ 


M  =  i  (A  +  C)  4.  -y/a  — gVB' 


N=-(A4.C)  —  -  \/k-  C  +  B^ 


si  B  est  négatifs 


2  2 

ou  bien 


D4NS  L'ELÎ.I|«fi£   ET  l'bWWÉOWB.  4^5 

D'un  autre  côté ,  combinons  successivement  par  addition 
et  par  soustraction,  les  valeurs  de' M  et  de  Ni;  il  ^ent 

M  +  N  =  A  +  C,    M  — N=.(A— C)cosa«  — Bsina*; 
d'où,  substituant  pour  cos;itf,  sina#6,  leurs  valeurs^ 


M  — N  = 


A  — C  +  B 


y/A  —  G  +  B 


f-B'  .  / . 

=-^  VA-C  +  B^ 


\ 


Donc  enfin 


M  =  i±-£+iv/rrc+Bs 


a  a       ^ 

Mais  avant  d'appliquer  à  des  exemples  les  formules  4|ui 

précèdent,,  nous  devons  faire  une  remarque  sur  la  manière 

de  les  employev. 

B 
L'angle 2«  étant  donné  pajr  la  forjopiule  tang  a#t  se— -^  , 

est  aigu  ou  obtus >  suivant  que  .cette  tangente  est  positive  ou 
négatit^e^  mais  dans  les  deux  cas,  son  sinus  est  positif.  Or, 
on  a  trouvé 

—  B 

sin  a«  =       ^— —g— — j., 

yA^C  +  B^ 

,     *  — B 

ou  plutôt,  sma«  ss 


Hty/A-.C4-B* 

r 

(  à  cause  du  double  signe  dont  un  radical  doit  toujours  ,être 
affecté  )  ;  et  pour  que  cette  expression  reste  positiue ,  il  faut 
que  le  radical  soit  pris  avec  le  signe-f-si  B  est  négatifs  et  avec 
le  signe  —  lorsqu'au  contraire  B  est  positif. 


»     • 


4^6  I     DÉT£R)tl!lATI01^  DU'  CENTRE   ET  DES   AXES      . 

Les  valeurs  générales  de  M  et  de  N  deviennent  done 


Û  —  l  {k  +  C)  ±  ^  \/k  —  CV  B% 


N  =  -  (A  +  C)  :+:.i  \/a— cVb»; 


a  2 


les  signés  supérieurs  correspondant  à  B  négatif.^  et  les  signes 
inférieurs  à  B  positif. 

D'après  cela ,  voici  le  tableau  des  formules  dont  il  faudra 
faire  usage j  pour  toute  équation  particulière  représentant  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,. si. l'on  veut  rapporter^la  courbe  à 
son  centre  et  à  ses  axes  : 

Equation  proposée,         . ', 

Aji^  4-  Bxjr  H-  Cop»  4-  D^  +  Ex  +  F  =  o.      * 

I**.  —  Evanouissement  des  termes  linéaires  par  une  trans* 
lation  d'oriffine.  .    , 

^         aAE— BD      ,       aCD  — BE      „,      „  ,   Dé  +  Ea 

"-F=r4Âc'    ^=B'-4AC'    P=F  +  — 5 

Équation  résultante,     ky-  -f-  Ynty  -f-  Cx*  +  F  =  o. 

2®.  — Évanouissement  du  terme  en  xy^  par  un  cfaatngemenl 
de  direction  d'axes, 

tanga-==-   -L_,     ^ 


M  =  ^  (A  +  C)  4-  -y/a  — G^B» 

,  ,      /=r—  ^  *'  ^  ***  '"'fa'î/'^ 

N=-i(A  +  C)  —  -y/A— C+B' 

ou  bien 


.    DANS-  l'ellipse  ET   I.'lITPBRMLE.  4T7 

M  =  -  (A  +'.C),  _  1  v/aTTc  +  B 

^ ,    si  B  est  positifs 

N  ^  -  (A  +  C)  +  -VA— C-hB' 

Équation  résultante, . . .     M/-*  -f-  Nx*  =  P, 
[P  ayant  ici  pour  valeur,  — F']. 

Applications  à  àifféreiis  exemples. 

57^.  —  i»....     y^  — 'ajçr  -f--  3*»  4-  v  —  4*'--  3  =  o;     c'est    le 
premier  exemple  traité  (  \ifi  562  )  par  la  séparation  des  varriables. 
Ona 

À=i,    B  =  —  2,     C  =  -f-3,     Ef  =  a,     E=;  — 4,    F«  — 3; 
ce  qui  donne ,  d'après  les  formules  du  tableau  précédent , 

a  =  -ft=— -etF'  =  — ? 

Soient    ÀC  == -,     C0  =  — i;    OX',  OY'  (jîg'.  208)    représentent  les  Fig.508. 
nouveaux  axes  par  rapport  auxquels  l'équation  est  de  la  forme 

j*' —  aajr  -4-  3x«  —  5  =  0. 
On  trouye  ensuite 

j    tangact  =  — ï,     M  =  2 -f- ï/a ,     N  =  3i—  V^i,    P-t^ 

(  comme  B  est  ici  négatif,  on  a  pCis  les  signes  supérieurs  dans  les  expressions 
de  M  et  N;. 

Soit  menée  par  le  point  O  une  droite  OB'qui  forme  avec  OX',  un  an^le 
ayant  pour  tangente  —  i  ;  divisons  l'angle  BOX'  en  deux  parties  égales  ;  les 
deux  lignes  OX",  OY",  sont  les  nouveaux  axes  par  rapport  auxquels  l'équa- 
tion est  enfin  ramenée  à  la  forme 

ï 

(a  +  V/â)  r«  -h  (a  —  \/â)  X*  =5. 

Pour  comparer  cette  équation  à  celle-ci  : 

AV»  -*-  B'x»  =  A«B», 
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M  =;|(A  +  Ç)±:  ;  (A+C),  N  =  ^(AH- C)  :;:I  (A+C)  ; 

V,    • 

c'est-à-dire 

M  =  A-f-C,    S=o,     ou  bien,     M=o,     N  =  A  +  C, 

suivant  que  B  est  négatif  ou  positifs  car  la  remarque  du 
n^  576,  relative  au  signe  de  sin  2«,  est  applicable  au  cas  que 
nous  considérons;  et  comme  A  +  Gest  essentiellement />os{fi[/ 

B 

dans  la  parabole. si  Tott  veut  que  sin  a«,  ou    -r-— r 7-» 

soit  toujours  positif,  il  faut  que  A  -(-  C  soit  affecté  du  signe 
supérieur  lorsque  B  est  négatif ,  et  du  signe  inférieur  lorsque 
B  est  positif. 

On  a  d'ailleurs  trouvé  (n^  fiW)  pour  les   coefficients  de  x 
et  de  j- f   dans  l'équation   transformée, 

A  =s  D  cos  m  —  £  sin  « ,     S  :=  D  sin  «  -f-  £  cos  u , 

expressions  qui ,  à  cause  de 


cos  « 


=  v/^ 


cos  2« 


sm  « 


-v- 


-^  cos  a« 


se   réduisent,  lorsque  B  est  nagfttif,  à 


R  =r 


D  \/l^E  \/C         _^  Py/Ç+E  t/A 


V/A  -h  C 


S  = 


V/A  -l-C 


et,  lorsque  B  est  positif  à 


R'=: 


Dy/Ç— Ej/A 


S'  = 


Pt/A  +  Ej/C 

v/mTc 


Par  cette  première  transformation  ,  Téquation  devient 


Mr*+R^+Sx  +  F=o,     ou    Nx'-f  R'jr  +  S'x  +  Frro. 


DANS   l'eLLIVSE   ET  l'hTPERBOLE.  4^1 

£n  supposant  qu'elle  soit  ramenée  à  la  première  forme ,  il 
faut  y  pour  cbasser  le  terme  enj-  et  la  quantité  toute  connue, 
remplacer  a; ,  jr,  par  rr  +  a  ,  j*  -f-  ^  ;  et  si  l'on  pose 

!Mb  +  R  =  o,     Mé»*  +  RA  +  Sa  4-  F  =  o, 

d'où  Ton  tire 

R  _  —  M&'  —  R6  —  F  _  R*  —  4MF 

aW     """  S  4MS      ' 

on  obtient  pour  la  dernière  transformée,    'ÎV^t*'  +  So^  =o. 

Si ,  au  contraire,  l'équation  était  Na?*  -f-  K^  +  S'a?  -4-  F=o , 
on  trouverait 

S'        .       S'»  —  4NF  ,«,,.„,        ' 

D'après  cela  ,  voici  ie  tableau  des  formules  nécessaires  aux 
applications  : 

p 
1®.  .Bnégatif;  tang  2«i  :=  —  -r ^,     M  =  AH-C,     N=o, 

_  Dj/Â— Ei/C      g_Dt/Ç  +  Ey/Â 
""        V^A  +  C      '        ""        V/Â"+C 

^r'  +  Rj-  +  Sx  +  F  =  O  ; 
J.  _R'  —  4MF  ,_        S 

"p 

a"". .  ,B  positifs  tang  2«  =  —  r ^ ,     M  =  o ,      N  =  A+C, 

^,        Dt/C  — Ey/I       ç,       D|/Â+Et/C 

'  |/A  -f  C  V^A  +  C 

No;»  -+.  Ry  4.  S'.a?  +  F  =  o  ; 

_       S'  y»  —  4yF  ^_      R' 

3i 


5lO  '  DOPLICATION    pU  GQBC. 

et  ptottifiLû^  UM  ie  rédoit  à  eopfitruîre  les  équations  (i)  et  (a}^  dont  I91  pre- 

Fifp.a^S.  mière  MpréMate  une  parabole  LAL'  (^.  3a5),  ayant  pour  p^^ètre  a,  et 

•011  preimer  ai«  dirigé  tufraat  l^xe  des^  :  là  seconde  est  aussi  une  pfirabole 

NAN%  qui  «  ^  p<W  paramètre  ,  et  dont  Taxe  principal  est  diri|^  suivant 

Geadettx  pftral>olés  passent  Ttine  ef  Tautrepar  Torigine  qui  correspond  à 
la  solution  (ir  ^o,  j  a»  0),  et  se  rencontrent  en  un  second  point  M,  dont 
les  coordonnées  ÀP,  PM,  ne  ëont  autre  chose  qu/s  les  lignes  demandées. 

D'après  le  position  respective  dd  ees  deux  courbes,  il  est  évitlent  qu^elIes 
ne  penvent  avoir  qoe^ces  deux  points  communs  ;  et,  en  eifet^Ies  équations 
à  deux  termes,  «*  — 4»ft=4o,  x* — a^  =  o,*  n^admettent  quVne  seule 
racine  réelle» 

Si  Von  «joute  entra  elles  les  équations  Ct)  et  (a),  il  vient 

y  ^  X*  —  nx  —  >x  =  o  ;  . 

équation  d^ttnw^irOMftreiiee  de  wrcla,  dont  la  construction  peut  remplacer 
celle  de  IHme  des  deux  courbes.  Elle  a  pour  cooidonnée»  da  wa  osntre, 

-  et  -:   de  plus,  elle  passe  par  l\>rîgiB«i;  ainsi  sa  eonstraetion  a^offire 

•j        a  -    • 

anottoe  diiSoulté.. 

Soit',  comme  cas  particulier',  &  =  a^  ;  Téquation  x*  — •  a^b  s=s  o ,  devient 
xi  -j:  aa)  ::=:  o  y  on  ar^  =s  aa*,  et  peut  être  considérée  comme  la  traduction 
algébrique  de  ce  problème  :  Trouver  un  cube  double  d'un  autre  dont  le  toté  a 
est  donné.  i  . 

En  construisant  comme  dans  le  cas  général ,  les  équations   x*  =:^  ay^ 

Fig.aV).  r*  :=  %ax  (fg  aa6)  (Tune  déciles  peut  être  rem|^cée  par  Péquation 

y*  4,x^  —  aj" — aox  =  n ,  et  supposant  que  Ton  ait  AB  =  a ,  on  obtient  AP 
pour  le  côté  cherché. 

tf,  B.  — •  Lies  problèmes  de  la  teiseetion  de  fangle  et  de  la  duplication  du 
cube  sont  deux  problèmes  connus  des  anciens  ;  ils  ont  beaucoup  occupé  Icss 
géomètres ,  qui  en  ont  vainement  cherché  une  construction'  tinrëment  géo^ 
métrique»  On  appelle  ainsi  toute  construction  dans  laquel^  on  ne  fiiH  usage 
que  de  la  ligne  droite  et  du  cercle.  Toutes  oellés  où  Ton  a  recours  aux  sec- 
tions coniques  ou  à  d^autres-  courbes  sont  dites  des  coAstruotiqns  mécé^- 
niquet,   parce  qu^en  général,  ces    courbes^se  déteirmin^nt   d'abo^rd  par 
points ,  et  se  tracent  ensuite  à  la  main  ;  ou  bien ,  on  les  décrit  par  U  moyen 
d^une  règle. 

Vétermination  da  nombr   des  racines  réelles  d*ime  équation 
numérique  par  des  intersections  de  courbes. 

400.  Une  équation  numérique  à  une  seule  inconnue ,  étant  donnée ,  si 
on  la  ooniidère  coHme  ie  résultat  de  rélimination  e^itre  deux  éclations  à 


PAB    RAPPORT   AUX  TAHlérés.  4^3 

et  Ton  a  pour  la  première  iraasfoffméey 


On  trouTe  ensuite 
3 


a 


=  |V».   »  =  iV^ï.   «   'c^^ly/l.j. 


Ia  QonMBttetUyi  de  la  «owbe  >  au  mo^en  de  eee  résoltats^  peut  èive  âici- 
lementvérifiéle  pr  ^  séj^ini^on  des  rariables. 

580.  Dans  les  applications  précédentes  y  nous  ayons  passé 
80US  silence  les  différentes  variétés  ,  parce  que  la  résolution 
immédiate  de  l'équation  les  fait  aisément  ressortir ,  et  que 
toute  tmtusfqrm^jiop  d|e  pqordopnées  devient  inutilepoiir  l^emr 
construction.  Cependant ,  nous  croyons  devoir  nous  arrêter 
un  instant  sur  le  cas  particulier  d^un  sjr^ème  de  deux  dtvites 
parallèles. 

On  a  vu  (n®  888)  que  cette  variété  est  caractérisée  par  les 
deux  conditioits  B>  —  4^G  =3  o,  BD  —  aAE  =  o. . .  (i) 

Cela  posé ,  la  première  donne  B  =  dr  2  vA.  •  i/g7  savoir: 

B  =  — a  j/i*  l/CsiB  est  négatif,  et  B=5:+  aV/A.  f/C 
SI  B  est  positif» 

Admettons  la  première  hypothèse  ,  et  substituons  pour  B , 
sa  valeur  dans  BD  —  aÂ£  =r.  o  ;  il  vient 

— a»/i.  l/C.D— 2(v^i>.E=o;  d'où  Dl/C-hE|/Â*so. 

^  V  X  «  *-«.       o       D  |/C  +  E  i/Â     , 

Or ,  on  a  trouvé  <»**  57^. . .  S  s=  *  ■    == —  ;  donc  ,   ^ 

^  A  -f"  C 

«laas  1^  cas  pai*ticulier  dont  il  s'agit ,  et  pour  B  négatif,  on      ^ 
a  ,   à  la  fois ,  N  =  o  et  S  sr  o. 

Si  ,  aiji  çon^rf^re,  B  é^^itposi^f ,  9^  trcti^verait 

+  2  V/Â  v<ë-D  — 2  l/A.  v/Â.E=^o; 

d'où  Di/C  — E  i/Â=^o. 

3f . . 
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Féquation  Hra  VQn&ée,{)|r  le  système  unique  (j'i^o*  ^:=3U)), 
ou  ^«0.9  représentera  un  sy^tènste  dg  deux  droites  passant  par 
rorigine. 

Observons  encore  que  tontes  les  oousequefices  précédentes 
sont  vraies,  quelle  que  soit  rincUpaison  des  ^xes. 

576.  Admettons  que  la  courbe  soit  une  ellipse  ou  une  hy- 
perbole ,  auquel  cas  la  transformation  précédente-est  tonjonn 
possible  ;  et  voyons  maintenant  coroinent  on  peut  faire  éva- 
nouir, le  terme  en  rr^*  de  l'équation  (4). 

Or,  ce  calcul  a  déjik  été  exécuté  (n®  ^^)  ^ur  Téqnation 
géoérdl.e.  Substituons  dans  (4)  les  formules  (n*"  990) 

i 

0?=  X  cos#  -i-j-  sin  «,  *  j-  ss  oî  sin  «t  +y cos  a, 

a|i  moyen  desquelles  on  passe  d'un  système  rectangulaire  à 
un  autre  système^  rectangulaire  ;  et  pçsjons 

a  (A  —  C)  sin  et  cos«  +  B  (  cos*«  —  sin*«)  =:  o, . . .  (7) 

puis  ••        •  41-  *  .      .    » 

M  =  Acos'«  —  B sin^ficr^osi»  -pCsin'«, 
N  ::=.  Asin'tf  +  Bsincecostf  +  Cco$*ii, 

l'équation  (4)  se  trouve  aiprs  ramenée  à  la  forme 

Il  reste  encoje  à  déterminer  l'angle  et  et  les  valeurs  corres- 
pondantes des  coeffiçiens  M  et  N.  Pour  cela ,  il  ne  s'agit  que  de 
reprendre  les  calculs  du  n®  951 . 

On  déduit  d'abord  évidemment  de  l'équation  (7) , 

0 

tang  2#  =  —  ^  ^  ^  ; 

dy    ,                                        A  —  C  ''  —  B 

ou    cos  a«  =  —  ,  siu  a*  =5: 


\/a^cVb'  \/â  — C+B^ 


DiNS   l'£LUP6£   ET  l'hYPSBBOUS.  4^5 

D'un  autre  côté ,  cowbiiioas  successivement  p&r  addition 
et  par  soustraction,  les  valeurs  de  M  et  de  N  ;  il  vient 

M  +  N=.A4-C,     M  — N=(Al.C)coftat»  — Bsina*; 
d'où,  substituant  pour  cos;2#,  sina^t,  leurs  valeurs^ 


Donc  enfin 

2  2    '^    ^ 

Mais  avant  d'appliquer  à  des  exemples  les  formules  ^ui 

pre'cèdent,.nous  devons  faire  une  remarque  sur  la  manière 

de  les  employev. 

B 
L'angle  2«  étant  donné  pajr  la  formule  tang  a#  =s:— - , 

est  aigu  ou  obtus  ^  suivant  que  .cette  tangente  est  positive  ou 
négative ^  mais  dans  les  deux  cas,  son  sinus  est  positif.  Or, 
on  a  trouvé 

—  B 

Sm   2m     =  y  ,  \i^  M, 

y/A^C  +  B^ 
ou  plutôt,  sm  2«  = 


±:\/a  — C  +  B* 

(à  cause  du  double  signe  dont  un  radical  doit  toujours , être 
affecté  )  ;  et  pour  que  cette  expression  reste  positiue ,  il  faut 
q^ue  le  radical  soit  pris  avec  le  signe-|-si  B  est  négatifs  et  avec 
le  signe  -—  lorsqu'au  contraire  B  est  positif. 
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«rbitraiVQ  »  et  déterminer  ,  d'après  réqmtîon  de  ttmAilM 
Wiqu^  y  la  v^lemif  cof  resfioiidwte  de  bi  On  obtient  sààti  mt 
nouveau  système  d'ares  parallèles  aux  premiers ,  et  par  rap- 
port auxquels  T^q^ation  est  ramenée  k  U  forme  z 

kjr*  +  Bxx  +  Gr*  +  N'  =  o. 

Faisant  ensuite  évanouir  le  terme  en  xj-  d'après  les  formules 
du  n^  876 ,  on  reooiinait  que  la  disparition  d^  6e  terme  fait  en 
mÂme  temps  dispamitre  \é  terme  en  «*  ou  (&ûj^\  èuîVànt  que 
B  est  négatif  ôvi  poèitif. 

Soit>  pour  exemple»  Téquation 

formée  par  la  mnltipUcatidn  des  deux  factear s   j^-^x  —  i,    et   y — x-f3. 
Premier  système  de  transformations,  au  moyen  des  formulée  (n®  379)- 
OntrouTed^abordy  tangaA3±4.3,  Mac^*  N=30,  Rs^^Vsk*  Sso^  ei 
Ton  obtient  pour  première  transformée ,    ^y  +  a  ^s.r  --r  3  =r  o. 

Fig.aio.     3^  <1®^  nouyeaux  axés  AX%  Aï'  {fg,  ftio),  {6ni  a^ee  AX^  dss  angles 
de  5o»  et  iSo^. 

Posant  ensuite  dans  cette  transformée,  y^zzjr^by  et  déterminant  h  de 
manière  que  le  terme  en^  disparaisse,  on  obtient  4^  -4-  3^j  =  o; 

d'où  *=  —  /a,    et  ar*  —  4  =  o>    ou  r  =  dr  Va- 


a 


I 


Frenoni  lulr  AY'  une  diataaoe  AD  égrieà-*  -  ^^f  et,  à  partir  d«  peint 

a 

D,-poHon8  deux  distandes  DB,  D&^,  égales  à  \/â;  puis  menons  DE,  BQ 
B^',  paralïâea  à  AX'f  M  dMles  BC,  VCy  sont  iefe  droites  demandées  et 
rapportées  à  un  nouveau  système  d'axes ,  dont  Tan  A'X"*  a  une  positioa 
déterminée,  et  rentre  A'Y"  a  une  position  arbitmire.. 

Deuxième  système  de  transformations,  d'après  les  fornfuiiMl  des  n^  898 
et  576. 

*  *  «  •  « 

Posant  d'abord  dans  l'équation  jr^  —  ^xy  4-  «*  -I»  a^  -^  mt  —  3  =&  o, 
f  =r  4"  *,  X  =  X  -f.fa,  et  égalant  à  o  les  coefficiens  de  y  et  ,de  x,  oo 
trouve  ai  — aa  +  a-Tio,  — a<+.a<i-^25  =  o;  équations  qui  se  rédui- 
sent L'une  et  l'antre  à    S  -^  d  -«f- 1  =±:  o. 

Sdit  pris»  par  exemple,  àsj^  il  m  réèiflte  9t=:i;  eb  qili  domie, 
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fxrtv  h  valeur  «mcMspviidiiité  de  F, 

F'  =é  »•  JS.  iàS  -fi  â«  +  aft  —  aâ  —  3  =  a-  4, 

«t  poQ^  premier  transtoniiée ,     y*  —  aj^f  i^  jr«  —  4  sa:  6. 

Les  deùi  Ordiies  A'I^',  Â'V^  (^.  ii  i) ,  àiehéè»  p'araUèlémèât  à  AX,  AT,  Fig.ai  1. 
par  le  point  A',  pour  lequel  on  a    a  =  3,    b  =:j,'  représentent  d^aiUeurs 
le  sècènd  syéièhié  d^àxës. 

On  obtient  ensuite  tang  a«  =  -|»  -,   M  =  a,  N = o^  ce  qui  donne  pour 

dernière  transiSdHnée,    ar*^4^^»    o*   y==^V^9    eonime  ci-dessus. 
Le  troisième  système  d'axes  est  A'X",  A'Y*', 

m 

581.  Pottr  ùe  rien  laisser  à  désirer  àùr  lek  Mp(tlicàiions  des 
formules  de  la  transformation  des  coordonnées ,  à  l'équation 
du  second  dègi^é ,  hdus  atloiis  indiquer  le  moyen  dé  passer  de 
réquàtion  d'une  liyp^erbole  rapportée  â  deis  axes  rectangu- 
laires quelconques ,  à  Véquatiôn  de  cette  courbe  rapportée 
à  ses  asyniptdtés. 

Pour  y  parvenir ,  nous  supposerons  d'abord  que  la  courbe 
soit  (n®  875)  rapportée  à  son  centre  comme  origine  ;  en  sorte 
que  son  équation  soit  ramenée  à  la  forme 

4r*4.Bflçr +  Ca;*+lF'  =  o (i) 

Gela  posé ,  pour  que  le  nouveau  système  d'axes  soit  celîd 
des  deux  asymptotes  ,  ii  faut  (n^  32S)  que  l'équation  ne  ren- 
ferme que  le  rectangle  des  variables  et  une  quantité  toute 
connue. 

dn  dèit  ddiic  sdbétiiuer  dafai  Téctuàitida  (i)  les  formules 

x^sx  cos  «  +  j"  cos  t$'  f  ' j-  ==  X  sin  «  -f-  j"  sin  « 

[au  mojrelài  desquelles  (p^SII9}ôn  passe  d'un  système  rectangu- 
laire à  un  système  oblique] ,  puis  déterminer  « ,  «' ,  de  manière 
que  teé  termes  ënj-^  et  en  if*  dis^tàisèRétlt. 

En  effectuant  cette  substitutieén ,  et  égalant  à  o  les  coefficiens 
dej^"*  et  de  x%  on  irouvé  les  Résultats  sùivâhs  : 


4?^  DÉTÈttitmATioif  DE&  k%m  tanrciPAUx 

et  en  déduira  lea  i^alopirB^des  ^Bini^axes  À  et  B,  il  faut  (b^  lfô$}  la  muUi- 
plierpar  -  * 

P    .  9  •     0 .     . 

ce  qui  donne 

— 4 — ^'-^ — r~^    »' 

! 

d^où  Ton  déduit  . 


A  =  -  v/a  4-  1^5 ,  B  =  5  v/a  —  V^a, 


ou,  calculant  ces  valeurs  à  o,i  prés  y 

A  =  2,7    et    B  =  1,1. 

Connaissant  ces  demi-axes,  on  peut  aisément  construire  la  courbe  dont 
la  position ,  par  rapport  aux  axes  primitifs ,  doit  ôtre  semblable  à  celle  qui 
est  indiquée  par  la  figure  198,  correspondante  au  m4me  exemple  (n^SôSl- 

79.,,.  r'  +  aj^  Ï-*  *«:'  —  4?^  —  ar-f  10  =  0:  «'est  le  premier  exemple 
de  la  troisième  classe  (  n9  S6d). 

B  étant  ici  positif,  il  faudra  prendre  les  signes  inférieurs  dans  les  expres- 
sions de  M  et  de  N.  . 

On  a 

A=i,     B  =  2,     G  =  —  Q,     D  =  —  4,     E  ==  —  i,     F  =  loj 
d'où 

I  3  sn  '  27 

2  2  4  4 

On  trouve  ensuite 

tang2«  =  —  5,     M  =. ,     N  = , 

^  3  a  2  . 

et  P±î:-Î2. 

ce  qui  donne  pour  nouvelle  transformée, 


4' 


ou  v^iL+i  ^.  ^  (liJlr_i2  ..  =  H2 

i  2  4  * 


nkHi   LA  PARABOLE.  4^9 

Cetto  équation  représentô  évidemment  une  hyperbole  rapportée  à  son  hxe 
non  trànsvêrie  comme  axer  des  x  ;  et  c'est  en  eifet  ce  quUndique  la  figure  ao3, 
qui  correspond  au  même  exemple  traité  n^  568  par  la  séparation  des 
variables. 

Pour  la  cojpaparer  à  Téquation  B«r*  —  A«r«  =  A«B»  (n®  240) ,  il  faut 

la  multiplier  par     >??_      oii  |  ;  ce  qui  donne 

f(VT3+.)^. -|(\/l3-.)x.  =  ^, 

et  par  conséquent ,  ' 

B«  =  I  (V/T3  -I-  I  )  =  5,i8,     d'où     B  =  2,2; 

A«  =  I  (\/T3  -  I  )  =  2,93,    d'où    A  =  1,7. 

Nous  engageons  les  oommençani  à  appliquer  les  formules  précédentes 
aux  divers  exemples  de  la  première  et  de  la  troisième  classe ,  qui  ont  été 
traités  par  la  séparation  des  variables. 

578.  On  ne  peut  plus  suivre  la  même  marche,  dans  1c 
cas  de  la  parabole ,  puisqu'on  obtient  pour  a  j  b^  des  va- 
leurs infinies.  Il  n'y  a  pas, d'autre  moyen  qUe  de  faire  éva- 
nouir d'aboFd  le  terme  en  xj- ,  ce  qui ,  comme  on  l'a  vu 
(  n**  S6i  )  ,  donne  lieu  'k  la  disparition  de  l'un  des  carrés  ; 
ensuite  le  terme  en  j"  et  la  quantité  toute  connue,  ou  bien 
le  terme  en  x,  e4  la  quantité  toute  connue ,  suivant  qu'on 
trouTe  le  coefficient  de  x""  ou  de  j-""  égal  à  o. 

Déterminons  les  formules  relatives  à  cette  double  trans- 
formation  de  coordonnées. 

La  relation  B* — 4^G=ro^  ou  B*=4AC,  réduit  L'expression 

Y/a~  C+B",  ou  plutôt  ±\/â3o  +  B%  à  Hi  (A  ^  C)  ; 

donc  les  valeurs  de  tang  !%•,  âin  2^  ,  cos  2âe,    M  ,  N,   de- 
viennent 

— -  B  A  —  C  ~   R 


(, 
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Go  résultat  peut  être  (acilement  vérifié;  en  effet,  A  et  B  désignant  les 
demi-axes  d'une  hyperbole,  on  a  (n^  522) 


A*-#-B* 

oy  =   ; 


mais  {d9VÏ7) 


A-=|(VM-i),     B.  =|(i/r3+  i); 
donc  '"y       ==  ■%  l/i3. 

§  III«  Détermination  cTuneseétion  conique  cFaprès 
certaines  conditions.  Propriétés  Communes  aux 
trois  courbes. 

sél.  Oti  peut ,  comme  ,pouit  là*  ligae  orbite  él  le  cerde 
(  11^*  117,  190  )  y  rechercW  des  sections  coiiii|lta  q^i  remplis- 
sent des  conditions  données  ;  dans  ce  cas  ^  les  cœfficiens  de 
leurs  équations  doivent  être  regardés  comme  dés  coftstantes 
indéterminées  ^  dont  les  valeurs  dépendent  des  conditions 
imposées  à  la  eourbe. 

Or  y  eu  reprenant  Téquation  généràte  des  courbes  du  second 
degré ,  et  divisant  tous  ses  termes  p«r  te  dentier  4  «n  tH  ta- 
mène  à  la  forme 

aj^  +  bxjr'-^coi:^  -^  dy -^^  ex  ^  i  t:=ié.4..   (i)* 

Gomme  cette  nouvelle  équation  ne  renferme  que  cinq  coef- 
ficiensa,  b.Cjd^  é^îX  s'ensuit  qu'on  peut ,  en  général , faire 
remplir  cinq  conditions  différentes  à  la  courbe;  et  ces  con- 
ditions, exprimées^  analytiquement ,  servent  à  déterminer  les 
quantités  a^  bj  c,  d,  e. 

Soit  proposé  ,  par  exemple  >  àe  faire  passer  une  section  eo- 
nique  par  cinq  points.  Appelons  {x\y)j  {x"  ^jr^i^"  ^jf^y 
(x'^j  j^'^),  {x^  ^y)  \és  coordonnées  cle  ces  points.  En  Subs- 
tituant successivement  dans  l'équation  (i)  chacun  de  ces  cinq 
systèmes  ,  on  obtiendra  autant  ({'équations  du  premier  degré 


d'après^  ciRTsnrEs  mrnntof.  49' 

en  aj  byCjdf  e,  lesijpelles  étant  résolfies ,  domiéfoni  les  va- 
leurs de  ces  cdeffitîetis  \  et  en  rapportant  ces  valèfilfs  (fanS  l'ë«- 
quation  (i),  on  aura  eeik  de  la  section  coniquef  individuelle ^ 
assujettierà  passer  par  les  cinq  ftoîiits  donnée.  Cetièf  (k6ttrbe  sera 
d'a)Ueav6  une  elUpie ,  tme  hy petbole  cru  une  parabole ,  ëuiv^nt 
que  Ton  aura  (n**  5IS6)  entre  les  coeffieiens  àyb^c  y  des  trcâs 
premiers  termes, 

6*-r4^c  <îi|ô,     6*  — 4^c>o,     i*  —  4^c  =o. 

Il  pourra  même  ae  faire  que  la  eottrbe  se  rédoîse  à  Ttlne  des 
variétés  ;  c'est  ce  qui  arriverait ,  paft  exemple ,  dans  le  tas  où, 
sur  les  cinq  pointé  j  oii  en  obnne^ait  YROrs  ètt  ligné  df*ùite. 
Comme  une  courbe  du  second  degré  ne  peut  (n*'  t9tf)  avoir 
que  deux  points  au  plus  communs  avec  une  droite  ,  il  s'ensuit 
que  ^«^^[UKtioti  iii  lieu  géOinétrîqîle  pAésant  pa^  les  dhq  points, 
ne  siiurait  ajppanenir  ^u'à  Une  drdité,  où  à  un  ^yatè^é  de 
deuï  droiies. 

Offt  observera  éèfèére  i[de ,  éi  \k  eourbe  cfaefxhée  doit  êti^e  uiie 
parabole,  quatre  points  suffisent  pour  la  détètmifié^;  car  on  a 
déjà  entre  les  coeffîciens  de  Téquation  la  relation  patticidière 

Toutefois,  ËOliimë  «etté  éqUationè^tda  ^étbuA  degfé,  taiidis 
que  léa  atltt'es  sont. du  premieir  degré ,  àh  dëvl-àgénéi-alefnent 
obtenir  deux pamboleèi  paut  répdiil^  à  la  question. 

SâS.  Àù  lieu  dé  donner  cinq  points  de  la  courbe ,  on  peut 
sappbder  connues  de  pôdition  des  droites  auxquelles  la  courbe 
soit  assujettie  à  êti'è  tangente. 

Si ,  par  exemple,  on  veut  que  la  courbe  soit  tangente  à  une 
droite  f  i±i  moi^n  ,  m  et  ti  étant  des  quantités  cdânaer,  il 
suffit  dé  ikiMbihèt  cette  éqdâtion  àtec  Féquâlion  (i)  >  et ,  afitès 
a voiir  fof  Iné  tme  éqiiàtibil  du^étoUd  degré  en  dô.  ^S^éttïté  (û^^  IM, 
ter)  ^Ue  tes  AtiUat  racines  de  é^tté  équâtidn  sbnt  égalés.  On 
obttettt  aiitiiâ  uke  première  relation  entré  le^  indéterminées  ù^ 
b  f  Cj  d,  ey  et  les  quantités  connues  m,  n. 
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Méine  raisonnement  pour  ane.  seconde  ,  une  tiY>i9ième.  . . . 
ilroiie  à  Iftqjielle  la  courbe  devrait  être  tang:eute. 

SHl  $'agic  d'une  hyperbole ,  la  connauaance  d'une  asymp- 
tote e'quivaut  à  celle  d'une  tan((ente  et  de  «on  point  de  contact, 
puisque  (n*  il91)  les  asymptotes  sont  des  tangentes  à  Tinfini. 
Ains>»  il  suffit  de  trois  autres  conditions  pour  déterminer  la 
courbe. 

584.  Si  la  courbe  doit  avoir  un  centre  y  et  que  l'on  donne 
la  position  de  ce  point ,  trois  autres  conditions  sont  encore 
suffisantes  pour  la  de'termination  de  la  courbe. 

En  effet ,  comme  rien  n'empêche  de  prendre  ce  point  pour 
origîfie  y  r4$quatipn  est  alors  (n®  57tf)  de  la  (orme 

ajr^  -f-  bxj'  -f-  ex*  4-  I  =  o , 

et  ne  renferme  que  trois  coefficiens  à  déterminer  ;  ainsi  la 
connaissance  du  centre  équivaut  à  deux  conditions  diffé^ 
rentes.  Il  est  vrai  que  ,  dans  ce  cas,  la  courbe  ne  peut  être 
qu'une  ellipse,  ou  une  hyperbole ,  ou  (n®580)  un  système  de 
deux  droites  parallèles. 

S8tf.  Lorsqu'on  donne  de  position  le  système  des  axes,  oa 
un  système  de  diamètres  conjugués ,  deux  autres  conditions 
suffisent  pour  déterminer  leur  grandeur,  et,  par  conséquent, 
la  courbe  elle-^même;  car  en  rapportaùt  la  courbe. à.  ce  sys- 
tème, on  a  l'équation  A'y  it  B'»ir»=  +  A'*B'S  dans  Jaquelk 
A'  et  B'  sont  les  seules  constantes  à  déterminer. 

Quant  à  la  parabole ,  connaissant  de  position  le  syatèm^^des 
axes,  ou  un  système  d'axesconjugués,  il  suffît  d'une autri;  con- 
dition pour  déterminer  la  courbe ,  puisque  dans  l'équation 
j^*  =  2/)'a?,  il  n'y  a  que  n'  à  déterminer. 

586.  Nous  ferons  connaître  à  ce  sujet  un  moyen  beaucoup 
plus  simple  que  celui  qui  a  été  .exposé  (  n*^' 514  et  540  ) ,  pour 
construire  la  courbe,  connaissant  un  système  d'ares  conj^gités^ 
et  le  paramètre  à  ce  système  .y  s'il  s'agit  d'une  parabole  ,*  ou 
un  système  de  diamètres  conjugués,  s'il  s'agit  d'une  ellipse  ou 
d'une  hyperbole. 


Considérons  d'abord   une   parabole.  ^—  Soknt  AX  y    AY 
(Jig,  21?.)  un  système  d'axes  conjugués ,  ap  le  paramètre  à  ce  Fig.iia. 
système. 

Prenons  sur  AY  et  au-dessous  du  poiut  A  une  distance  AD 
«(raie  à  2/>'  y  et  menons  par  le  point  D  une  droite  DL  pa- 
rallèle à  AX.  Tirons  enfin  par  le  point  A  une  drpite  quel- 
conque AH. 

Les  équations  de  la  parabole  »  de  la  droite  AH ,  et  de  la 
parallèle  DL ,  sont  j^*  =  zp'xy  j  =r  axy  j^  =  —  2/)', 

Ûr ,  la  combinaison  des  deux  dernières  équations  donne , 
pour  les  coordonnées  du  point  E  où  la  droite  AH  rencontre 

la  ligne  DL,    J  ==•  —  2/>',     af=i  — -£. 

o. 

D'un  autre  côté  ,  en  combinant  la  première  et  la  seconde 

équations,  on  trouve  pour  les  coordonnées  des  points  d'in- 

tersection  A  etM  ,  i®.  x=^  o,  r  r=  o,  a*.  j7=.  -i-  ,    v  ==  -i-; 

d'où  l'on  voit  que  les  distances  DE  et  MP  ou  AG  sont  égales» 

Cette  propriété  est  vraie  pour  toutes  les  droites  menées  par 
le  point  A. 

Cela  posé ,  pour  construire  la  courbe  ^  prenez  sur  AY  et  au-t 
dessoiis  du  point  A  >  AD  =  2jo%  et  menez  DL  parallèle  à  AX. 

^firez  ensuite  d  s  droites  infinies  AH  ^  AH'  / portez  les 

distances  DE  j  DE' ...  de  A  tnG  j  G'  j.  , ,  et  par  ces  derniers 
points  j  tracez GKj  G'K' . .  1  parallèles  à  AX.  Les  points  M,  M^. . . 
où  les  droites  AH  et  GK ,  AH'  et  G'K'  Se  rencontrent ,  appar- 
tiennent nécessairement  à  la  courbe. 

Passons  maintenant  à  l'ellipse.  —  Soient  OB^e=:  A',  OC  =  B' 
(Jig>  2i3)  deux  demi -diamètres  conjugués,  AY  la  tangente 
au  point  A,  DL  une  parallèle  à  AX ,  menée  à  une  distance  . . 

aB'»  '  '  ^ 

AD== — -T7-  (c'est  le  paramètre  au  système  donné).  Tirons 

A  » 

d'ailleurs  deux  cordes  supplémentaires  quelconques  AM ,  BM. 
Les  équations  de  ces  deux  droites  et  de  la  parallèle  DL ,  sont 

aB'=* 

jr  ss  ax  y  jr  sss  a'  {x  —  2A'),  j^  :^  —  -rr-  ;  les  quantités  a  ,  a' 


/ 


4^4  DÉTERMIlfAtlOlf   D'elfe  SEêTIOir  GOITIQUE 

dcant,  comme  on  le  sait ,  liées  entre  telles  par  ia  relation 

Or,  la  c«lBbiiiaisoa  de  Iti  première  et  de  la  troisième  équa- 
tfons  donne  pour  les  (;oor<ïonnée8  dn  point  E,    j*  =^  —  ^—j- 

_       aB" 
A  a 

D'un  autre  côté ,  si  Ton  fait  0^=0  dans  la  éeconde  équation, 
il  Tient  pour  rotdonnëe  du  point  G  où  la  droite  BM  rencontre 
Aï ..•.. j^  =  — 2AV, 

ou ,  à  cause  de  la  relation  ûa'  =  -^  •—  , . . . .  j^  xz  -rr-i 

A  AU 

donc  AG=:DE. 

(  11  est  à  remarquer  que  cette  propriété'  renferme  implicite- 
ment celle  de  la  parabole ,  puisque ,  si  l'on  suppose  le  gmad 
axe  infini ,  la  droite  BM  devient  une  {«uE»Hèle  à  AX.) 

D'aprèsi  cela ,  pour  constf  «ice  ^ne  ellipse  ,  connaissant  un 

système  de  diamètres  conjugués  et  Tangle  qu'ils  font  ràtfe 

eux ,  menez  par  l'une  des  extrémités  A  du  diamètre  ÂB  ,  une 

parallèle  à  l'autre  /  prenez  sur  cette  ligne  kY  et  aU'^sscus 

.    .  '   .  •.aB''  '.   >  -  • 

du  point  kj  une  distance  AD  égale  à-p-»  Tire%  çnsuite  des 

lignes  indéfinies  AH,  AH'. . . .  /  portez  lesdislqncesTSi,  DW. ..,, 
ile  ^  en  Gj  .G\\.,,  et  /oignez  ces  dei^ers  points  a^ec  le 
point  B;  les  points  M,  H'....  où  les  droites  AH  et  B6,  AH' 
et  'BG'. ....  se  jpencontrent  ,  appartiennent  néocssaireniènt 
-  à  la  courbe.  ... 

Même  construction  pour  Vhjperbole. 

^87.   yp^ci  une  nouvelle  propiiété ,  commune  aux  trois 

courbes  du  second  degré ,  qui  peut  servir  à  leur  construction 

dans  certaines  circonstances.  Elle  est  relative  aux  foyers  et  à 

hidirectnce'Xl^oj'ezn^MfeiMS,) 

Fig.214.      Soient  MNAM'  -  •  •  •  (^ê-  ^^Â  )  ^^^  courbe  du  sec9nd  deg^, 

\  LU  la  directrice  qu'on  suppose  donnée  de  position  (n°  MB;« 
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f  Yuf^  de^  foyfBJ^s.  Gonâîdét^us  deux  points  W,  N  d«  la  coiirlhs, 
et  tirons  les  ^foites  M  N  ,  FM  ,  FN,  en  proloiigQWt  MN  jufiqu'îi 
sa  rencontre  en  Jl  avpc  la  directrice ,  puis  joignons  FR. 

Je  dis  cjue  l^  droite  FR  dipise  en  deux  parties  égales  l* angle 
JilFin form^ parle  raj-on  i/ectei^r  FIS  et  le  prolongemintFm  de 
l'autre,  rajron,  veçt  ur  FM. 

En  eifet ,  menons  du  point  N  la  droite  I^I  parallèle  à  FM, 
et  abai|f §ons  les  perpendiculaires  MP^  NQ ,  sur  ^a  diisectrice,.  On 
a  y  d'après  la  propriété  caractéristique  de  la  directrice  (n°  $^7), 

MF  :  MP  ::  nf  :  nq,    ou   mf  :  nF  ::  mp  :  nq^ (o 

n\ais  le9  triangles  semblables  RPM ,  RQN  et  RFM ,  RIN  , 
donneat  MP  l  NQ  ::  RM  :  RN, 

RM  :  RN  ::  MF  :  ni  ; 
d'où  MP  :  NQ  ::  MF  :  Ni;..,  (2) 

donc,  ià  ^use  du  rapport  çommi^n  ^^x  proportions  (i)  et  (2), 

MF  :  NE   ::   MF  :  ni-,  et  par  conséquent ,  NF=,NI. 

Le  triaqgle  NIF  étaiif  isqçèle,  ii,|  s'epsuit  qup  les  iing)^  NFI 
4i\  Î^ÏF  W  IF'^  ?9nt  figsuix.  Ç.  Q.  F.  D. 

S^.  Cette  propriété  fort  curieuse  en  ellermème ,  prouip^e 
d'AÎlleupi  qtt'^ite  section  conique  est  déiermmé^  ,  lorsqu^on 
dovMe  un  fiiyer  et  trois  points  delà  courbe ^  en  sorte  que  la 
GOsnaiaaAiice  de  rua  des  foyers  équivaut  à  deux  conditions 
différentes. 

Bn  «ifet ,  soient  M,  N,  P  (Jig,  ai 5)  trois  points. donnés,  par  „.      ^ 
lesquels  on  v«ut  faire  passer  une  section  conique ,  et  F  l'un 
desfoyeM  de  cette  courbe. 

1®.  —  Si  l'on  tire  les  lignes  MN,  FM,  FN,  et  qu'on  diuise 
l^angle  JiFm  en  deux  parties  égales  ,  le  point  R  où  1^  deux 
drcntes  MN,  FR  se  rencontrent ,  est  nécessairement  un  premier 
point  de  If  directrice.  ^ 

2*^.  •—  En  exécutant  une  construction  analogue  par  rapport 
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aua:  troi^  peints^* /'V^ ',  FiwiM^P^F,  on  détermine  un  se- 
cond  point  S  de  cette  directrice  ,  qui  est  alors  RS. 

Maintenant,  si  du  point  F  on  abaisse  FB  pei*pendicataire 
sur  RS  ,  on  a  la  direction  du  premier  axe.  Menant  ensuite 
de  Vnn  des  points  donnés,  N  par  exemple,  NQ  perpendi- 
culaire à  RS ,  on  obtient  NF  :  NQ  pour  le  rapport  cons- 
tant qui  doit  exisfter  entre  la  distance  d'un  point  quelcon([iie 
de  la  éottitfe  àu  foyei^  ^'et  sa.  distance  à  la  directrice.  Dès  lors, 
on  peut  fedlettient  ('  n*^  124(1  )  déterminer  les  grandeurs 
des  axes.  ^  .  . 

Suivant  que  le  rapport  NF  ;  NQ  est  rtconnn  plus  petit  j  plus 
grand  ou  égala  Funité,  la  courbe  est,  comme  on  L'a  vu  (d**  247], 
une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole.  Dansla  fîg^ire^iS, 
la  courbe  est  une  parabole ,  puisque  Ton  a  évidemment 
NFssWQ. 

589.  iV.  B.  —  Lorsqu'on  exige  d'avance  que  la  courbe  soit 
'  une  parabole  j  il  suffît  de  donner  deux  points  de  la   courbe 
avec  le  foyer  ;  et ,  dans  ce   cas ,  voici  comment  on  déter- 
mine la  directrice  : 

^Fi0.3i6.  Soient  M  et  N  {Jig.  216)  les  deux  points  donnés ,  F  le  foyer. 
Après  auoir  déterminé  le  point  R,  comme  dans  la  construc- 
tion précédente ,  en  décrit  de  i'un  des  points  damnés  >  M  par 
exemple,  compte  centre  ,  avec  le  rayon  MFy  une  circat^ér^ncei 
puis  du  point  "K  j  on  mène  une  tangente  RT  à  cette  circonfé- 
rence ,  et  c^tte  tangente  n'est  autre  chose  que  'a  directrice 
demandée  ;  car  il  résulte  nécessairement  de  la  définition  de  la 
parabole,  que  sa  directrice  est  tangente  à  toutes  les  circonfë^ 
retices  décrites  des  difFérens  points  de  la  courbe  comme 
centres  ,  et  avec  des  rayons  égaux  aux  rayons  vecteurs  cor* 
respondans. 

Puisque  par  le  point  R  on  peut ,  en  général ,  mener  deux 
langenies  à  la  circonférence ,  il  s'ensuit  qu'on  obtient  par  ce 
moyen  deux  directrices,  et  par  conséquent ,'  deux  paraboles  ; 
Tune  est  M'ÂNM  ,  qui  a  pour  directrice  RT,  et  pour  pi  entier 
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9ixe  BX  ;  l'autre  est  ritiaMm',  dont  la  directrice  est  RT"* ,  et 
le  premier  axe ,  B'Jt'. 

La  question  n*aurait  qu'une  solution,  si  la  circonférence  pas- 
sait par  le  point  B. 

Enfin.,  il  n'y  aurait  aucune  solution,  $î  le  point  R  était  in- 
térieur à  la  circonférence.     . 

590.  La  détermination  d'une  section  conique  d'après  certaines 
conditions,  est,  %n  général,  un  problème  ass^a:  difficile  à  ré- 
soudre par  l'analyse  ,  à  cause  de  Teq^ibarras  qu'on  éprouve  sou- 
vent dans  le  choix  des  axes.  Aussi ,  s'est-on  attaché  principa- 
lement à  en  rechercher  des  solutions  purement  géométriques, 
en  se  fondant  toutefois  sur  les  propriétés  connues  des  trois 
courbes.  Les  questions  suivantes  ont  pour  objet  de  donner  une 
idée  de  ces  isortes  de  constructions. 


12CSSTI0N.  —  Trois  droites  et  un  point  étant  donnés  sur  un  plan , 
trouver  une  courbe  du  second  d^é  tangente  à  ces  trois  droites,  et  ^ui  ait 
pour  FOTXR  le  point  donné. 

Soient  Mm ,  Nn,  P/?  {fig.  :}i7  ) ,  les  droites  données,  et  F  le  foyer  de  la  Fi».^i<>, 
«ourbe  ehercbée.  On  a  tu  (  no  891^  )  quo ,  dans  Fellipse  et  lliyperbole ,  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d^un  foyer  sur  les  tangentes ,  ont  pour 
lieu  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  premier  axe  comme  diamètre,  et 
(no  558)  que ,  dans  la  parabole ,  ces  mêmes  pieds  se  trouvent  sur  le  second 
-axe.  '         , 

Cela  posé,  abaissez  du  point  F  les  trois  perpendiculaires  FG,  FH,  FK;  il 
peut  arrirer  deux  cas  :  ou  les  trois  points  G,  H  et  K  forment  un  triangle, 
ou  bien,  ils  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  premier  cas  ,  joignez  ces  points  deux  à  deux,  puis  élevés,  par  les 
milieux  des  lignes  de  jonction,  des  perpendiculaires;  elles  se  rencontrent  en  un 
point  O,  qui  est  le  cbntrb  de  la  courbe.  Tires  ensuite  OF.  et  prenes  sur  cette 
droite  deux  parties  OB,  OA«  égales  à  OG;  tous  obtenu  AB  pour  le  premier 
axe;  et  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suÎTant  que  le  poiÀt  B 
se  trouve  placé  sur  le  prolongement  de  OF»  ou  entre  les  p<:|ints  O  et  F. 

Dans  la  figure  917  y  la  courbe  est  une  ellipse  ;  et>le  second  axe  CD  s^ob- 
tient  (n<*  951)  en  décrivant  du  point  F  comme  centre ,  et  avec  le  rayon  OB, 
un  arc  de  cercle. 

Si  la  courbe  était  une  hyperbole ,  le  centre  de  Parc  de  cercle  serait  en  B 
(  nP  255  ) ,  et  OF  serait  le  rayon  de  cet  arc. 

Dans  le  second  cas ,  c^est-à -dire  lorsque  les  irais  points  G,  H,  K  (fg.  a  18),  Fig.îiS. 
sont  en  ligne  droite,  cette  ligne  KHGY  représente  le  second  axe  de  la 
urbe  ,  qui  est  alors  une  parabole;  et  pour  avoir  le  premier  axe^  il  suffH 
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à^ abaisser  AFX  perpèndieuhire  sur  KY.   Le  quadrille  de  AF  repr^eott 
d''aineurs  le  paramètre  ;  ainsi  la  courbe  peut  être  qpnftruite  facilçinçnt. 

^.  JSI.  *~  Lorftqi;^oj[i  wÀi  d^avanoe  que  la  courbe  cberchée  doit  6tre  une 
parabole ,  il  suffit  de  connaître  deux  tangentes  et  lejciyer,  puisque  le  second 
aie  est  déterminé  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  da  loyer  sur 
ce^  tangentes  ;  et,  en  efiet ,  nous  savons  déjà  (fne  quatre  eonditlons  suffisent 
pour  la  parabole  ;  or  la  connaissance  du  foyer  compte  {vP  388)  ponpr  demx 
conditions. 

Seconde  t^BsriOir.  -^  On  demande  de  construire  une  ellipse ,  connaissant  k 
centre,  la  longueur  de  son  grand  axe,  une  tangente  et  son  point  de  contact. 
Fig.3i9«     Soient  O  {fy,  aig )  le  centre» donné ,  A  le  demi-axé  de  la  comité,  Ti  Ii 
tangente  e(  M  son  point  de  contact.  , 

Du  point  O  comme  centre,, et  auec  El  pour  raoron ,  décrives  une  cireotfi- 
rence  de  cerble  qui  coupe  généralement  Tt  en  deux  points  R ,   R^^  puis  élevés 
aux  points  B.,  R',  les  perpendiculaires  RS>  R'S',  à  cette  tangente;  elles  pas- 
sent nécessairement  (  n^  297  )  par  les  foyers  de  la  courbe. 
^  Tires  jsnstUte  la  ligne  OR  ,  et  par  le  point  de  contact  M,  traces  MN  paral- 

lèle à  OR;  il  résulte  de  la  propriété  démontrée  (no299) ,  que  MN  passe 
aussi  par  le  second  ^jtrr .«Donc  le  point  F%  où  R'S'  et  MN  se  rettoentrent, 
n'^est  autre  chose  que  le  second  foyer/ 

Menés  enfin  la  ligne  F'O  qui  rencontre  RS  en  un  point  V,  et  vous  obtena 
ainsi  le  premier  foyer.  ^ 

Les  points  A,  B  qù  FT  rencontre  la  cireonféreacf)  déjà  décrite,  «ont 
d^ailleurs  les  commets  de  la  courbe,  qui  mt  alors  oompléteiveM  déter 
minée. 

N.  jB.  —  Si  le  point  de.  cdntact  était  placé  sur  la  tangente  Tr ,  en  no 
point  M'  tel,  que  la  droite  MN'  parallèle  à  OR,  rencontrât  B'^  at 
point y^  situé  hors  de  la  circonférence  décrite  sur  A,  la  courbe,  au  Um 
d'être  une  eUipse,  serait  une  hyperbole  dont  le  premier  axe  .aurait  pour 
direction  yO,.  et  pour  sommets  <i,  h.  Les  foyers  seraient  les  points  y*, /, 
où  la  ligne  yO  rencontre  R'S'  et  RS  prolongés. 

On  voit  donc  que,  bien  qu^on  ait  demandé  une  ellipse,  il  peut  arriTer 
que  la  courbe  soit  yne  hyperbole. 

Troisième  QUESTioif.  —  Construire    une   hyperbole ,    connaissant    l'un    des 
foyer  s  t  une  asymptote  et  la   longueur  du  premier  axe,   ou  le  rapport  des 
axes, 
Fig.22o.      Soient  F  {jig.  aaoj  le  fbyer  donné,  LL'  Tune  des"  asymptotes,  et  A  U 
longueur  du  premier  axe,  Oif  m  le  rapport  B  :  A, 

Abaisses  du  point  F  une  perpendiculaire  sur  Lî/  j  le  pied  R  de  cette  per- 
pendiculaire est  à  une  distance  du  centre  de  la  courbe ,  égale  à  A  (o9  SI89; , 
puisque  LL'  peut  être  c.oii8idérée  comme  une  tangente. 

Ainsi,  en  supposant  que  À  soit  cdnnu,  prenes  à  partir  du  point  R  sm 
J^iL'y  une  distance  BO égale  à  A;  et  le  point  O  est  le  centre  de  la  courbe. ^ 
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Ta  ▼«  (  n<H  Mt ,  505) ,  on  obti«nt  U,  tmmh»  IttCKIODI,  qui  n'a  éride^- 
ment  que  deux  points  communs  avec  la  première  courbe. 

Ainsi  I  Téquation  proposée  n'a  que  deux  raeinet  réèlleg",  Vxtn^  posititfe ,  et 
comprise  entre  o  et  i  ;  Fautre  native,  et  comprise  entre  —  i  et  —  %. 

On  peut  s'exercer  sur  l'équation    x'  -^^4^0^*  -hSx-^ô^  o  {Jig:  a3»>;  et  Fif -sSa 
en  posant   x*  s=jr,  d'où   jr^x  —  ^x  «f-  5x  —  6  =  0,    on  reçonnettm  que 
l'équation  i|'a  encore  qu^me  racine  réâle. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  méthode  de  découvrir  /e  nombre 
des  racines  réelles  d'une  équation  numérique  ^  méthode  qui  nous  semble 
préférable  à  la  formation  de  l'équation  aux  dilTérences,  puisqu'elle  s'ap- 
plique assez  fteilement  &  des  équations  qui  surpassent  le  quatrième 
degré;  tandis  que  la  détermination  de  Téquatlon  aux  dIfifiéreQces,  même 
pour  une  équation  du  quatrième  degré,,  entraîne,  dans  îles  ^enls  presque 
impraticables.  ■        > 

40^.    Remarque.   L'équation    jr-sz  x^,    dont    on    a    fait    usage  dany. 

l'exemple  précédent ,  est  ua  cas.  pûrtipuUer  de  l'équation 

r  =  a  -f*  Ar  +  ex*  -f-  dx9  4.  ex*  4-^*  4-. ...... .     qui ,  étant  construite 

pour  tontes  les  valeui^  qu'on^  peit^attsibuer  aux  consentes  a^h^c,  d^^. .; . 
et  suivant  le  rang  ou  degré  du  terme  auquel  Ofi  arrête  le  second  membre, 
de  cette  équation,  conduit  à  des  lieux  géométriques  connus  sous  le  nom  de 
courbes  paraboliques. 

En  ne  prenant  que  les  trois  premiers  termes  du  second  membre ,  on  a^ 
l'équation   ^  =  a  4-  ^^H"  ex*    qui  appartient  à  la  parabole  ordinaire  ;  ses 
axes  principaux  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés  i  supposé^ .  rectaflgu- 
laires). 

L'équation  r  =  <>  +  &<r  4*  ^x*  •+.  dlr',  donne  les  paraboles  du  troisième 
42e^,;  aiBsi>'ie- lieu  géométrique  de  l'équation  jt^sx*  e»t  une  espèce 
particuli^  d^. parabole  cubique;  et  ainsi  de  suite. 

Les  géomètref.  ont  encore  tiré,  parti  de  la  construction  de  ces  courbes, 
soit  pour  déterminer  approximativement  les  racines  des  équations  numé- 
riques à  une  seule  inconnue ,  soit  pour  expliquer  les  principes  fondamen- 
taux de  leur,  résolution.  Mais  les  bornes  que  nous  devons  mettre  k  notre 
ouvrage,  déjà  trop  étendu,  ne  nous  permeMtfnl  ^is.d^entrer  dans  ,cea 
pouveaux  détails ,  qu'on  trouve  d'aiUeiurs  fort  bien .  exposés  d«ns  l'AJgèbre 
de  M,.  Gernier.  (  deuxième  volume }.  . 
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Soo  PROPfilÉT^  G^ivÉRALBS 

K«pr«ioat  Téquation 

que  BOUS  supposons  représenter  une  des  trois  courbes ,  rapportée  à  an  sys- 
tème rectangulaire  ou  oblique ,  AX ,  A^ï. 
Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 


Bx  4-  D 
y%  4-  -_ jr 


c  r      .    E       .    F\. 

AC"-^ie'-^cj  =  "î  ••• 


soit  fait  d^abord  j^  ssa  o ,  pour  obtenir  les  points  oA  la  courte  reneontn 
Taxf  des  x;  il  en  résulte 

E  F       <, 

x«  -h  ç  jr  4-   ç  =='o,....    (3) 

,  équation  dont  les  rftcines  ne  sont  autre  chose  que  les  abscisses  des  poinu 
demandés. 

Si  ceb  racines  sont  imaginaires ,  c^est  un  indice  que  la  courbe  n^a  ancor 
point  commun  avec  Taxe  des  x  j  et  si  elles  sont  égales ,  la  courbe  est  tan- 
gente à  cet  axe. 

Mais  admettons  qu^elles  soient  réelles  et  inégales ,  et  désignons  par  j/,  r', 

ces  deux  racines. 

E  F  **  ■»• 

Le  trinôme  *"  +  fî  *  +  g  revient  (AJ^, ,  n®  08y  à  (x—  x')  (x— x"). 

Pour  exprimer  ce  produit  géométriquement ,  obserTons  que  AP  représeo 
"^  tant  une  abscisse  quelconque ,  et  AB,  AC^  les  abscisses  x^^  x',  on  a  oéeo- 
suirement  (x— x')  (x  — x'')=5PB  x  PC... 

D^un  autre  côti,  le  dernier  terme  de  Péqnatiou  (3^,  ou  •r-  (x~x)  (x-x*^, 

est  égal  au  produit  dos  deux  racines  de  cette  équation  résolue  par  rappo^ 
à  ^  ;  et  ces  racines  sont  représentées  par  PM  et  Pm. 
On  a  donc  la  relation 

PM  X   Pm  =  ^  (x  —  X')  (x  —  x")  =  ^   X  PB   K  PCf 

,      ,   ,     ,  PM  X  Pm        C 

d'où  l'on  déduit;  PB"irPC  ^  Il — 

Pour  d^autres-abscisses  Af',  AP" ,  on  aurait  également 

Wi'  X  Vm*  _  C       P^M*^  X    P"m*  _  C 
FB  X  P'C    ""  Â'       P"B  X  P"C     ■"  A' 

et  par  conséquent, 

^  PM  X  Pm  _  FM'  X  1^'m   _  F^M"  x  ^m"  _ 

PB  X  PC  ""    FBxFC    ~     FB  x  FC     "" 
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DES   TROIS   COURBES   DU    SECOND    DÏGRi.  Sôl 

* 
Ce  qui  démontre  que ,  dans  toute  courbe  du  Beoond  degri,  M  ,i'<Oii  consi- 

dère  une  sécante  quelconque  AX ,  puis  une  série  d'autres  sécantes  paral- 
lèles entre  elles  et  menées  sous  une  direction  tout-à-faH  arbitraire ,  les 
rectangles  des  parties  de  ces  parallèles ,  comprises  entre  leurs  points  de  rfn*- 
contre  avec  la  première  sécante  et  leurs  points  d'intersection  avec  la  courbe , 
sont  aux  rectangles  des  parties  de  la  première  sécante,  comprises  entre  les  pieds 
des  parallèles  et  les  points  où  cette  sécante  rencontre  la  courbe,  dans  U9 
rapport  constant.  ^ 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  propriété  comprend  implicitement 
celles  qui  ont  été  démontrées  dans  lo  cinquième  chapitre  (  n®'  975  et  SIS  11 

En  effet,  si,  la  première  sécante  étant  un  diamètre  quelconque,  les 
autres  sécantes  sont  parallèles  au  conjugué  de  ce  diamètre ,  il  en  résulte 
FM  =  Pm ,  PHtf'  =  P^m',  etc. ,  et  la  relation  oi-dessus  dcTient* 

PB  X  PC~"Pb  x>C   ~  F'B  X  P'^C  -^'^•••- 

On  fait  usage  de  cette  propriété ,  pour  faire  passer  une  section  conique  par 
cinq  points  donnés  ;  mais  les  détails  qu'exige  cette  construction ,  nous  entrat- 
neraient  beaucoup  trop  loin. 

Nous  renvoyons ,  pour  ces  sortes  de  constructions ,  au  Traité  des  sections, 
coniques,  par  le  marquis  de  LhôPITAI. 

'59S.  Pour  obtenir  Péquâtion  de  la  tangente  en  un  point  donné  dikine 
oourbe  du  second  degré,  nous  emploierons  la  méthode  du  n^  189. 

Soient  x',  V,  et  4^,  y" y  les  coordonnées  de  deux  points  de  la  ^urbe ,  dont 
Pun  ('*,  y  )  dqit  devenir  un  point  de  contacta 

L'équfetion  de  la?  courbe  étant  généralemânt 

-'hy  H-  aBaejr  4.  0«  H-  iOy.  -<-  «Er  -f-  F  =  o, . . . .  (i) 

« 

(nous  Terrons  bientôt  pourquoi  Ton  met  en  évidence  le  facteuv  1  dans  les 
termes  en  xjr,x  et  x),  la  sécante  est  exprimée  analytiquement  par  le  sys- 
lème  des  trois  équations 

A/»  H-  TtBxy  4-  Cy«  -h  aOf'  -f  îEa/  4-  P  =  o, . . .  (3) 
Ar**  •+-aBTV  4-  Cr'*  4-  aDy  +  aEap--f.  F  =  o....  (4) 

Cherehons,  au  moyen  des  deux  dernières  équations.,  la,  valeur  du  coefficient 
Or,  «n  soiMtraytnt  Im  équattom  (3)  et  (4)  l'une  de  l'autre,  on  a 


\ 


ou ,  obsepTaat  que  '  .  ~ 

y*  —  y.  =  (y ,+  y)  (y  -y),   a/«  ^  *"•  ==  («^  h-  *")  (a<  —  or-), 

et  (  po  524)  yy  -  ,f V  =  «^  (y  — y )  4-y  (a^  —  xT , 

,.(y  -y)  CA(y  ^J^")  +  aBa<  +  yDl  ) 
4-  (or'  -  x").  [aBy  4-  C  (y  4-  '^)  -*-  »E]  /  -  ''^ 

d'où  Ton  fléduU 


>  -  X*  -^  A  (y  4-  y  )  4-  aBx'  +  2D    


(5) 


Si  Ton  portait  cette  Taleiir  daii3  réquation  (4),  on  obtiencbrftlt  PéquaitiflB 
de  la  sécante,  en  y  réunissant  toutefois %s  équations  (3)  j|t  (4)* 

Mais  pour  parvenir  sur-le-ciiamp  à  réquation  de  la  tangente  >  il  suffît  de 
poser  dans  le  vémiltat  (5)  ji/  =  x",  y  =:y,  et  dfl^airé  ensuite  la  siibstîtu- 
'tion  dans  Téquation  (a).  Il  vient  donc  pour  Péguation  demandée , 

équation  qui  ne  représente  la  tangente  qu^autant  que  Ton  considère  en  même 
temps  la  relation  (4) ,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  dMlIeurs  la  simplifier. 
En  effet,  si  Ton  chasse  le  dénominateur,  et  qu'oa  observe  que  de  réqua- 
tion (4)  on  tire  '  -,' 

.     Ay»  4*  aBxV  4-  Cr"»  ==  ^  -jIV  —  îErf  —  F, 

.         ■  ■'  .  *■ 

*     i  '   '    . 

il  vient  9  toute  réduction  .ûiite, 

4ry4-B(x'>4-ay)+CxAr''4.D(;4-y')+E(x4-ir'')4-.F==o;..^.  (7) 

fésttltat  qm^^  déduit  de  réquattetf  (1)  ëb  ehangeaiit 

1® Ar«  4-  Cr«     en    Arj'  4-  Crx*  (vojreg  np  199} J 

a® iBarr    ou    Bxjr  4-  Sir,*    en    Bx'y  4-  Baïf*  j 

3* aDr     ou    Dy   4-    Dj',     en  ..Dr  +  Dy^ 

40...  Enûn  aE»     ou    Ex    4-    £x,     en    Hr  4-  D«*. 

.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  un  syatèm»  d'axes  dont  iW  soit  uti  diamètre 
et  Pautre  la  tangente  menée  à  Pextrémité  de  ce  diamètre ,  Téquation  de  la 
eourbe  est  alors  (  n9  â46)  de  la  foruMi 

y^  =  !àpx  4-  ^x*. 
Dans  ce  cas^  on  a- 

A  as   I>     B  =  O,      O  rs  -.  9,      £>  ;a  o,      E  =1  —  ;»,     F  =  0> 


et  réqiifttimi  d*  la  tugMito  devient 

On  retrottvmit  de  la  même  manière  les  équations  corre&pondauins  aux 
autres  formes  sdus  lesquelles  on  a  considéré  les  équations  des  difi^ârsates 
courbes. 

Dans  les  aj^ieationS)  on  a  souvent  besoin  dk  rappeler  réquation  de  la 
tanfeote  sous  la  forme  (8) ,  en  y  réunissant  Téquatian  de  eoiidition 

5  IV.  ApplicMions  de  la  théorie  des  courbes  du  second 

degré. 

Gonstrtwtlon  ées  équations  du  troiiième  et  du  quatrième' degré  ù  une 

•  inconnue.       / 

« 

5d5.  Nous  ayon«  tu  (  chap.  H',  n^  17  )  que ,  sans  quUl  soit  d^abord  né- 
cessaire de  résoudre  une  équation  du  second  degré  à  une  ^seule  inconnue, 
on  peut,  par  les  intéf^eotions  de  Ja  droite  et  du  cercle ^  évaluer  en  lignes 
les  racines  de  cette  équation.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  celles 
des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 'degré  peuvent  être  également 
ébnbtruites  an  moyen  Ses  intersections  de  deux  sections  coniques. 

Le  principe  fondamental  de  ces  sortes  de  constructions  consiste  à  regarder 
l'équation  proposée  conane  le  résultat  de  l'élimination  entre  deux  équations  à 
4eu±  iàc<mùaes,  éttmt  ^unèt  ntppoiét  Vlmtonmte  primitive,  en  prhe  pour 
eàfscissé^  et  VidOte  poÈr  ordifnMée,  £n  eonstfâtoant  Hieeessiveinent ,  eteur 
tes  taièflâ^  ÉLteiBy  \m  li«âx.  géométrlqves  de  é6ê  équatiims  (tfi  181),  on 
ff^ddniUrft  qtte  tes  eonirbéft  se  reiMSdairent  en  an  on  phisieurs  points  dont  les 
tiMcSssés  représentent ,  «M  liignes,  leè  raeiiaesi  réelles  de  i'ëqnatiott  p^opoéée. 

Développons  ce  principe  sur  Téquation  du  quatrième  degré , 


**<  -4-  px^  -f-  qx*  -f-  /•*  -I-  5  =  O. . . . 
Posons  dans  cette  équation x*  ^=  kj,,. 


{  A  eal  dtae  quantité  t<lnt-â-Mt  arbitraire  ,  mais  eonsiante  )  ; 
elle  devient. .  • .     k*y  -f-  pkxjr  4-  ql^  -f-  rx  -f-  j  =  o. . . , 


(•1) 
(3) 


Gela  pefté,  eetinDe  Féqnation  (r)  résulte  évidemment  de  ré|imination  dejr 
entre  (i)  et  {3)  y  il  s^eiABnit  qu'elle  renferme  toMes  les  valeurs' de  x,  propres 
à  vérifier  les  équations  (a)  et  (3) ,  en  même  temps  que  certaines  valeurs  de  y,  • 
donc  si, par  un  moyen  quelconque ,  on  peut  obtenir  les  systèmes  des  va- 
leurs de  X  et  de  j^  communs  aux  équations  (2)  et  (3),  en  ne  tenant  eomplo 
que  de  celles  des  x ,  on  aura  les  racines  de  Téquation  (i). 


5q4  9>onS^fSCTiqV  PIS  tQ0ATI0!r9 

Or,  réquation  (9}  éAint  construite  par  rapport  à  dea  laet  rectangnlaiTC», 
représenio  uno  parabole  dont  le  premier  axe  eat  dirigé  suivant  Taxe  des/; 
Torigiiie  eat  d'ailleurs  le  sommet  même  de  la  eourbe. 

De  même ,  Téquation  (3)  étant  construite  sur  les  saémes  axes ,  a  pour 
lieu  géométrique  une  hyperbole  (n^  5!Mi),  dont  Tune  des  a^mptotes  est 
parallèle  à  l^^deâ>ff• 

Ces  deiULpOQiirbes  se  ç^^pen^ généralement  en  quatre  points  (puisque 
l'équation  finale  (1)  est  du  quatrième  degré  ),  dont  les  coordonnées  jouis- 
sent exclusiyement.  de  la  propriété  de  satisfaire  en  même  temps  à  leon 
équations.  Ainsi  les  abscisses  4le  ces  points. sont  les  racines  de  Téqua» 
tion  0).  ....   . 

N,  B»  —  Le  aomëre  des  racines  réelles  dmfcette  équatioa  est  égal  ta 
nombre  des  points  d'iatersectioo. 

594.  On  peut ,  au  moyen  de  quelques  artifices  de  cakul ,  ren^laœr  le» 
équations  qui  ont  d'abord  ét^ établies,  par  d'autres  plus  faciles  à  construire. 
Ainsi,  par  exemple,  il  est  toigours  possible  de  substituer  à  Téquatiosi  (3) 
qui  est  la  plus  compliquée,  celle  d'une  circonférence  de  cerelé.  II  sufit, 
pour  cela,  de  supposer  qu0  l'équation  (î)  soit  prirée  du  second  terme ^  et 
l'on  sait  que  cette  twnsfbrmàtidn  est  exécutable  ^ur  iatftes  les  équations. 

Reprenons  en  effet  l'équation  du   quatrième  degré,  privée  de  second 

terme jc^  +  qx*  -r  rx  -f-  5  =  o, . . . .  (1} 

et  posons. .«... .    ^              ,                          x*^=:kjr;.,,  {%) 

il  en  résulte. . . .  *»/•-!-  qkjr  4.  r»  -|-  j  =  o (3) 

On  remarquera  d'abord  que ,  par  cette  première  transformation,  les  lieox 
géométriques  à  construire  sont  deux  paraboles,  dont  la  seconde  (no  378) 
a  ses  axes  principaux  parallèles  aux  axes  coordonnés^  On  déterminerait  fiid- 
lement  le  sommet  de  cellto-ci ,  en  faisant  disparaître  le  terme  en  j^,  et  U 
quantités' toute  connue.  Mais  si  l'on  divise  l'équation  (3)  par  A*  et-^'oa 
Pigoute  aveo  (a),  il  rient 

Q  "-'  h*  tx         s 

*•  H-r»  -h  ^--j — .r  +  p  ■*•  ^  =  ^'•••-  ^<) 

équation  qui  peut  remplaeer  l'équation  (3) ,  et  qui  a  pour  lieu  géométrique, 
une  circonfiérenée  de  xaèeole  qu'on  pourra  censtvuira  d'après  la  méthode  la- 
dlquée{nol77). 

En  outre,  comme  la  quantité  A  est  arbitraire,  rien  n'empêcbe  de  sup- 
poser A  =  V^f,  d'où  y—  A;>  =  o  ;  ce  qui  fiiit  disparaître  le  tenue  en  r 
dans  l'équation  (4)  $  auquel  cas ,  le  centre  du  eerclo  se  trouve  placé  aar 
l'axe  des  x-,  . 

98tt.  Considérons  actuellement  l'équation  du  troisième  degré ,. 

jf»  -4«  px*  ^  ^dr  4-  r  ss  o. 


DU  TROISièME   CT  DU   C^ATRlàMK   DEGRÉ.  9o5 

En  posant    x-^  r=  kjr,    on  la  change  en 

kxjr  4-  pkjr  -f-  ^x  +  r  =«  oj 

et  ces  detti-ei ,  étant  eonstrahes,  donneraient  deux  courbes' dont  les  points 
d''interseetioil  auraient  pour  abscisses  les  racines  réelles'  9e  la  proposée. 

La  troisième  équation  est  celle  dhine  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
(no  57S  )  parallèles  aux  axes  coordonnée,  et  peut'  se  ^dstruire  facilement» 
dès  que  Ton  a  fixé  la  position  de  ces'  asymptotes  et  d^un  'seul  point  de  la 
courbe. 

Mais  si  Ton  veut  la  remplacer  par  celle  dHin  cercle,  il  finit  d'abord  fliire 
épanouir  le  «ncond  terme  de  la  premier*  ^  puis  multiplier  le  résultat  par  x. 
Cette  dernière  préparation ,  qui  a  pour  objet  de  ramener  l^uation  au 
quatrième  degré,  introduit,  k  la  vérité,,  uçp  racine  t^=o^  qui  est  étran- 
gère ;  mais ,  dans  le  résultat,  on  a  soin  d^en  faire  ebetractiop. 

'  .  Il  » 

Soit  donc  x*  "h  ^x*  -H  r«^9  o^ . .«.  (j)-    .. 

réquation  privée  de. flosond  terme,  et  oMttJlîe^mnltipll^yMrar. 
Posons  .«•  =:  *yi....  (a) 

il  en  résulte  j^*  +' j  j'  -f.  --  x  =  o;. , . .  (^Jj 

ou  bien ,  i^outant  entre  elles  les  équations  (pi) ,  (3) ,  et  transposant , 


>»    t 


jr*   -^  x>  -f-         j,       j'  -h  --  X  =  Oj 
ou  bien  «nfin ,  fidawift,  ponr  plus  de  simplicité,  <:=  y^^. 


J''  -<-  *•  4--J;  *  =  o;..   ,  (4) 

équation  d'une  ciroanfSérenee  de  cercle  dont  le  centre  es^  sur  Taxe  des  x, 
o^ni  passe,  par  l'origine» 
^(ppliquons  ces  considérations  générales  à  quelques  exemples. 

596.  PumER  PBOBUbis.  —  Un  are  queleoiufué  AB  de  circor^érenee 
étant  donné,  on  propose  de  le  diviser  en  trois  parties  égales* 

On  a  trouvé  fno  69) ,  pour,  la  formule  qui  donne  le  sinus  du  tiers  d^un 
arc  en  loMtion  du  sinus  de  eel  are , 

4sin'  s  «  -i-.3sin  -  tf  +  sina  =  o. 


5.* 

Soient 


Fig.133. 


tRÎSECTIÔPr    DE   L^iirisLE    • 

AS  =  a,     BP  =  sio  a  =  ^,' 

•  I 

MQ  =  8in  r  «  =  X,     OA  =::  r  (J^.  3Ki3) , 


A 


et  rétaUittOB»  rbooiqiéaéité  (a^  90)  ;  qetta  CormiUe  denent 

^i  —  3rix  4-  yr«  sa  o,  . . . .  (i) 
équation  dont  nous  allons  d^abord  donner  la  oonstructlon. 


Téquation  (i)  devient 


»•  as  rj^j....  (») 


4,jjy  —  3^x  •f»»  ^r  =s.'0. ...  •  •   (5) 

Kenoiia  pa^  le  oenlre  du  cerde.  donné  deux  axe»  reetangalairea  DX.^  OY, 
dont  Ton  passe  par  le  point  A  ;  dt  eenf^iris^ns  la  courbe  reptésctotée  par 
Téquation  (a)  ;  c^est  une  parabole  1A)U,  dont  Taxe  principal  est  dirigé  sui- 
vant OY,  et  qnl  a  r  peit#  pairasèlre.  Ainsi  an  éonstanilkHS  n^efif*  nncnur 
difficulté. 

Quant  à  Péquation  (3),  qui  oipparti^ft  ériilemmeot  à  une  hypetfcolo,  si 
on  la  résont  sneeessiTement  par  rapport  àr  et  à  x ,  on  trouve 


3rjf  —  yr  ^__  Sr  qr 

^m^mm^fmmm^mm^       ^m^       *T^       *^^^        ^T^^  I 


et     X  =S  d 


qr 


4x      ~  4        4jc'    "'  \      4r  —  3r  ' 

ce  qui  prouve  (n<>  571)  que  les  deux  asymptotes  sont  i<>.-^une  droite  PEF 
menée  parallèlement  à  Taxe  des  x  à  une  distance  0£  ==  7   **  i    ^°-   —  1'»^^ 

des  ^  lui-même. 

D'ailleurs ,  lliypothèse  r  =  o ,  introduite  <ians  l^éqnation  (3) ,  doiMie. . . . 

a  BP  ^ 

X  8  |.    Ainsi ,  prenant  sur  OA  une  dictanœ    OC  s  -?-,    on  obtient  os 

point' de  lliyperbole,  qu'il  est  alors  facile  de  construire  d'après  le  précédé 
du  nP  387,  et  que  nous  8iq>posons  iBgurée  par  les  deux  branches  nmV, 

La  premièse  de  ces  branches  rencontre  LOL'  en  deux  points  m ,  mSlF 
seconde  en  un  seul  point  m";  ei  ces  points  sont  tels,  quW  abaisnant  %, 
nti/t  ffl>%  pé|i^iidicttiniff«  à  OXy  on  e  Op^  Q^^%ffi  vmf  M  tf«iftn' 
cines  de  l'équation  (t>. 

Gela  poié,  èttwmè  ees  falèors,  dont  l'Obe  Op^  eM  négàtiÊfe,  ex[^lineiii 
des  sinus,  il/aut  les  porter  sur  OY  dsOmii,  W,  B^  ntem^^mmite  BM. 
fm%  R«M*,  parallèles  à  OX;  et  l'on  obtient  enfin  AM,  AM',  ANM",  pour 


^  — a 


w  -|-« 


les  valeurs  des  ares  X ,     — 5 — , 5 — ,i^Yoyegn9    9.) 


TrISECTIOI^   D£  t'Afl^MrC.  5o7 

S9f.  On  |MHt  doonèr,  de  ee|froblèin«,  one  conitmotion  ^i  a  Piirantago 
de  fairo  senrir  le  cercle  donné  comme  un  des  lieux  géoaiétri(|iies. 

Soient  toujours  Afi  (fg.  314  )  ou  a ,  Tare  qvCîl  s^agtt  de*  ditiser  en  trois  Fig.9a4- 
parties  égales,  AM  le  tiers  de  cet  arc  qu^on  suppoM,  pour  le  inoment, 
déterminé.  Faisons  d^ailleurs 

OP  OU  cos  a  as  /?,     BP  ou  siua  =5  f,     OQ  =  x.f     MQ  3c  y. 

On  a  d'*abord  cette  première  relation , 

^«  -f-  X*  =  r« '(i) 

Maintenant,  sr  Ton  prolonge  BlQ  jusque  sa  rencontre  en  N  atee  la  eir- 
Gonférence,  que  par  le  point  N  on  mène  NR  parallèle  à  OX,  et  que  Ton  tiM 
BNy  on  forme  ainsi  lih  triante  BNR  semblable  au  triangle  OMQ  (puisqu'ils 
ont  leurs  cdtés  perpendiculaires)  ;  et  Ton  a  la  proportion 

OQ  :  CM  ::  im  î  HN; 
mais ,  d'après  la  oonstruetion , 

donc  cette  proportion  devient    x  i  y  :i  ^  -^y  i  x^-  p,  * 

d'où  l'on  déduit  ^*  —.r»  -f-  ^  +  ;?«?=  o,  ». .  (a^ 

équation  ^ui ,  combinée  avec  (i),  donnerait ,  par  l'élimination  de  « ,  la  valeur 

dej^y-  on  de  sin  =•  Mais  au  lieu  d'effectuer  cette  élimination ,  on  peut  (n®  181) 

conafruire  les  lieux  géométriques  que  les  équations  (i)  et  (a)  représentent. 
Or,  l'équation  (1)  est  celle  du  cercle  donné. 

Quant  à  l'équation  (9) ,  elle  représente  évidemment  une  hyperbole  équila- 
fère  dont  les  deux  axes  sont  parallèles  aux  a^es  coordonnés.  Pour  en  obteniit 
la  position ,  résolvons  cette  équation  par  rapport  àr  ;  il  vient 


-I^V""'*"^?' 


a  BP 

Soit  pris  sur  OY  une  distanoe  0£  ss  —  I  =s  ^  =1;  la  ligne  G€/,  pa< 

rallèU  à  O^,  est  un  diamètre  de  la  eourhe ,  eipar  eenaé^pient ,  l'un  des  axe» 

Oii  sait  d'ailleurs  (n^  570)  que  la  moitié  du  coeffieiefttde  is  tous  le  ra4kal, 
pris  en  signe  contraire ,  ou  ~ ,  n'est  autre  chose  que  l'abscisse  du  centre  y. 


/ 

« 


5oS  TRISeCTION   OB   k'AlfGLE. 

donc  Ul Rgae  HB'jiieikée  fmr  le  poln^^H  milieu deOP»  et  parallèlement k  OY , 

représîsnto  rentre  exe. 

Actuellemeiil,  puisque  l^yperbole  est  équilatàie,.il  s^ensuit  queles asymp- 
totes dÎTiselit  en  deux  partit^  égales  les  an9l«s<dfoits  HIG'  et  HiCrxrAias» 
ces  droites  peuvent  être  aisément  déterminée!.   - 

Enfin,  il  résulte  de  Pinspection  de  Péquation  (i; ,  que  la  co^be  passe  psr 
Torigine.  On  eonoatt  donc  un  point  O  de  la  courbe  et  ses  deux  asymptotes; 
dès  lors  la  oourbo  est  déterminée  {p9  597). 

iV.  B,  ^^  En  la  construisant ,  on  reconnaît  qu^elIe  rencontre  le  cercle  eo 
quatre  points ,  M ,  M^,  M"  et  ff ,  point  où  2a  perpendiculaire  BP  prolongée 
coupe  la  circonférence. 

La  position  des  trois  premiers  polnfs  M ,  M' ,  M* ,  s^explique  bel- 
lement : 

AB  A 

On  a,     1°.  MQ  =  sin  -^  =  "^°  §* 


» 


t^o.  — 51  pQd  pfend  ABC  égal  au  Hert-àe  Ivl  circonf^nsnoe  ^  ou  à  -r- 
et    CM'  égal  à  -»  ou  « ,  il  en  résulte 

30.— En  prenant  AfilK/  égal  aux  deux  tiers  de  Ig  fcirconférenoe ,  où  à  -^  > 
et  C^'  égal  à  s  7  on  en  déduit  -  * 

.MV  =  ..n  (f  + 1)  =  .in  (, .+  lif  )  =  -  ,in  (^^). 

Quant  au  quatrième  point  B' ,  dont  les  coordonnées  sont  x=:;» ,  y^c»  —  f , 
en  substituantcesvaleursdans  les  équations  (i)et(a),  on  obtient /7*4-9*=r% 
et  ^*  — p*  —  q^  -hp*  =  o  j  ce  qui  prouve  que  ce  point  doit  en  effet  appartenir 
aux  deut  courbes. 

Si  I  pour  éliminer  «^  on  ajoute  les  équations  (1)  «t  (1),  il  vient 

r*  — »  ay  —  ix* 

qiX*  -f-  «r  +  A^x  =  r*  ;  d'où  x  =  2- -i—  • 

-H        r  1  ^ 

Substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (i),  on  trouve ,  toute  réduction 
fiiite ,  4r4  -f-  4^»  —  3r«r«  —  ^r*r  -f  ^»r*  ==  o  ;  résultat  qui  est  dipisibk 
par  ^  H-  9  9  ot  donne  pour  quotient 
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Celte  dernière  équation  est  identitiue  ayeo  réquation  (i)  d|i  n»  précédent  5 
Ynai»  on  voit  en  môme  temps  que,  d'après  la  seconde  méthode  suivie  pour 
résoudre  la  question  proposée ,  on  a  établi  deux  équations  en  jt  et  r  >  plus 
générales  que  la  question  elle-même ,  puisqtfen  éliminante,  on  parvient  k 
réquation  relative  à  cette  question ,  mais  embarrassée  d'un  facteur  étranger, 

598.  C'est  ainsi  qu'on  doit  interpréter  la  remarqué  faite  par  quelques  géo- 
mètres j  savoir,  que  la  construction  d'une  équation  déterminée  par  les  in- 
tersections dés  courbes ,  donne  quelquefois  plus  de  points  communs  aux  deux 
courbes  que  la  proposée  na  de  racines  réelles. 

Tant  que  Téquatipn  du  problème  est  véritablement  Péquation  finale  résul- 
tant de  l'élimination  entre  les  deux  équations  à  deux  inconnues  que  l'on 
construit ,  le  nombre  des  points  communs  aux  lieux  géométriques  est  toujours 
égal  au  nombre  des  racinei  réelles  de  la  proposée.  Mais  si  cette  équation  n'est, 
comme  dans  le  xi9  précédent,  qu'une  partie  de  l'équation  finale  qui  correô- 
pond  aux  deux  équations ,  il  peut  y  avoir  plus  de  points  communs  que  Véquation 
n'a  de  racines  réelles.  Les  coordonnées  de  ces  points  vérifient  les  denxéquatioos 
à  deux  inconnues  ;  mab  leurs  abscisses  peuvent  ne  pas  vérifier  la  proposée. 

599.  Second  probiAmb.  —  Trouver  deux  lignes  moyennes  proportionnelles 
entre  deux  lignes  données  a ,  b« 

Appelons  x  et  y  les  deux  lignes  cherchées  ;  on  doit  avoir,  d'après  l'énoneé  , 

la  progression  géométrique 

H  «:*:r:  h,  ou  plutôt,  a:%::x:y,  et  xly  ::y  :b; 

{jr'  =s  <y (1) 

En  portant  dans  la  seconde  équation ,  la  valeur  de  y,  tirée  de  la  pre- 
mière ,  et  réciproquement ,  on  obtiendrait  successivement,  pour  les  équations 

finales, 

or  (x»  —  a*b)  =0,     r  (r'  —  ab*)  =s  o^ 

et  par  conséquent,  pour  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  r» 

3 3   

(x=  0  et  r  s=  o)  ,  (x  =  i/a»ft,      et     y^\/ab*' 

Le  premier  système  (x  =  n,  ^  ==  o)  vérifie  bien  les  équations  {O  et  (s), 
mais  ne  signifie  rien  par  rapport  à  l'énoncé.  Quant  au  second,  il  représoite 
évidemment  les  valeurs  arithmétiques  des  deux  moyennes  proportionnelles  f 
car  la  raison  de  la  progression  étant  {Alg.,  septième  édition,  no  199) 

^  :=  1/ ..,  on  a ,  pour  les  deux  termes  cherchés , 

Mais  il  s'agit  ici  d'exprimer  en  lignes  ces  deux  moyennes  proportionnelles  j 


\ 


\ 


5oa  ilQjOà'9tON  G^ÉRALE   DE  iA  tiUfGCNTE 

OU ,  observant  que 

et  (  no  524)     xy  -  ^rV  =  «^ (^  — r*)  +y  (^  -x-) , 

+  (y  —  x")  [aBr*  -h  C  (y  4-  *")  •+•  »E]  i  "^  ""^ 


d'où  Ton  aéduK 


x'  — x""^  A  (y  -h  r")  4-  aBx'  +  aD    


(5) 


Si  Von  portait  cette  valeur  dans  Téquation  (a)  y  on  abtiendrailt  TéqnatiôD 
de  la  sécante ,  en  y  réunissant  toutefois  9és  équations  (3)  ji^  (4)'  , 

Mais  pour  parvenir  sur-le^ciiamp  à  Féquation  de  la  tangente  j  il  suffit  de 
poser  dans  le  résultat  (5)  x'  sr  x",  y  =y,  et  défaire  ensuite  la  substitu- 
tion dans  Téquation  (a).  Il  vient  donc  pour  Péguation  demandée , 

« 

équation  qui  ne  représente  la  tangente  qu^autant  que  Ton  considère  en  même 
temps  la  relation  (4)  >  au  moyen  de  laquelle  on  peut  dTàilleurs  la  simplifier. 
En  éSSetf  si  Ton  chasse  le  dénominateur,  et  qu^ou  observe  que  de  Téqua- 
tion  (4)  on  tire  *  .,       ' 

.    Ay»  "h  aBx'y  +  Cx"»  =  —  -jIV  —  aEr*.  —  F, 

il  vient,  toute  réduction  .faite,  « 

A^y-hB(y>^ay')+Cr*''-hD(r-f-y*')-f-E(xH-x«)-|-.P==05..^.  (7) 

féaultat  qu^éh  déduit  de  Péquation'  (i)  en  ohangeuiit 

i» Ar«  H- Cx»    en    Ary  4- Cxx*  (vQre»nî?199)f 

a®. iRxr    on    Vb;^  -h%irr.   en    Bx'y  4- Bbr*; 

3» lUtr     ou    Dr   H-   Dj',    en   JDr -+- Dy; 

40...  Enfin  a£r     ou    Ex    +    ]Sx,     en    Br  4-  Dx*. 

Si  la  courbe  est  rapportée  à  un  systèma  d^azas  dont  iW  suit  ub  dlamëti* 
et  Tautre  la  tangente  menée  à  Pextrémité  de  ce  diamètre ,  Téquation  de  i« 
courbe  est  alors  (  n^  246}  de  la  formu 

7»  =  fàp»  -4  7x«. 
Dans  ce  cas^  on  a 

A  s=  I,    B  =  o,     0  =  — 9,     D=3  0,     %  =c  ^  p,     W  s=x  o'r 


A  IIN£   COIUUIE   I>«  SECOND    DXGI^É. 
et  réqtattion  d«  U  taBgtnW  denent 

jy^"  =  i»  (  a:  -f-  Jc")  -♦-  î*r*'. ...      ^$/ 


5^ 


Qn  retrouverait  de  la  môme  manière  les  équations  corre&pondauttts  aux 
autres  formes  s6us  lesquelles  on  a  considéré  les  équations  des  différentes 
courbes. 

Dans  les  applicationa  |  on  a  souvent  besoin  db  rappeler  Téquatâon  de  la 
tanfente  sous  la  forme  (8)  y  en  j  réunissant  Téquatien  de  condition 

V 

\ 

5  IV.  jépplicMions  de  la  théorie  des  courbes  du  second 

de^ré. 

Gonsiructioii  des  étfuaïions  du  troisième  et  du  quatrième  degré  à  une 

,  incoimue.       » 

3d5.  Nous  avon«  vu  (  chap.  H**,  n*'  17  )  que  y  sans  qu^ll  soit  d^abord  né- 
cessaire de  résoudre  une  équation  du  second  degré  à  une  ^seule  inconnue, 
on  peut,  par  Tes  interjections  de  ^a  droite  et  du  cfercle^  évaluer  en  lifrnes 
les  racines  de  cette  équation.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  celles 
des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 'degré  peuvent  être  également 
ébubtruites  au  moyen  des  intersections  de  deux  sections  coniques. 

Le  principe  fondamental  de  ces  sortes  de  constructions  consiste  à  regarder 
l'équation  proposée  comme  le  résultat  de  Vélimination  entre  deux  équations  à 
deu±  inc<mtàiês,  éttmt  turtè»  Atpposée  l'haonnue  primitive,  est  pri9e  pour 
J^scissé^  et  Viùttre  pour  ardinmée.  En  eonstftitetint  Mieeessivement ,  eteitf 
l6ê  mètfii^  axée  y  léH  li^ux,  géométriqves  de  4Ms  équations  {tfi  181),  on 
f^ednilaft  que  les  eoiirbet  ^  reiMSontredt  en  un  on  phisieuM  points  dont  les 
AlMcSsses  repi^sentent ,  «n  U^s,  les  ra«inesf  réelles  de  Fëq^atloii  ptopoéée. 

Développons  ce  principe  sur  Téquation  du  quatrième  degré, 


*x*  -f.  px^  -H  qx*  •+•  rjr  -I-  5  =  o. . . . 
Posons  dans  cette  équation x'  ^=  Ar^ . . . 

« 

{  A  flil  «Été  qudnlMe  tOnt-ft-lwt  arbittatre  y  mats  constante  )  ; 
elle  devient. . . .     k*y*  4-  pitxjr  -f-  qhy  -f-  ror  -f-  j  =  o. . . . 


(3) 


Gda  posé*,  eofeume  Péqnation  (r)  résulte  évidemment  de  Télimination  dejr 
entre  {i)  et  ()),  il  s^eAsvlt  qu'dle  renferme  tomtes  les  valeurs' de  x,  propres 
à  vérifier  les  équations  (q)  et  (3) ,  en  même  temps  que  certaines  valeurs  de^;  • 
done  si, par  ux»  moyen  quelconque,  on  peut  ebtenir  les  systèmes  des  va- 
leurs de  X  et  de  ^  communs  aux  équations  (a)  et  (3),  en  ne  tenant  eomplo 
que  de  celles  des  x ,  on  aura  les  racines  de  Inéquation  (i). 
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ObserTôn»aetttelleineDt  <pie,  pour  chaque  position  de  la 
génératrice,  lé»  équations  (3)  et  Téquation  (4)  doivenX  écre 
salisfidteB  siuMiltanémeni  ;  doue  {fk"*  214)^  û  Ton  élimine 
entre  ces  équations  les^  indéterminées  «^  C,  l'équation  résul- 
tante en  Xjjr,  z^  et  quantités  connues-,  appartiendra  Aussi 
à  tous  les  points  du  plan. 

Or,  les  équations  (3)  dcmnant    «ssx,   ^=2  —  4;^^    l'é- 
quation (4>  devient 

2  —  w^  =  mx  +  p; 

ou  bien,  z  r=  mx  +  nf  +/)...  (5) 

Telle  est ,  en  général ,  Téquation  qui  exprime  la  positioi> 
d'un  plan  dans  l'espace ,  et  qui  en  est ,  pour  ainsi  dire ,  iéx 
représentation  analjrtique. 

Pour  faire  concevoir  comnaent  cette  équation  représente 
chacun  des  points  de  la  surface  plane ,  supposons  qu'on  ait 
pris  pour  les  variables  x,j^y  un  système  de  valeurs  xxsiKcP'^ 
j  =  étc\  Si  du  point  c'  on  élève  c'E'  perpendiculaire  au  plan 
des  xjr^  et  égale  à  la  valeur  correspondante  de  z ,  tirée  de  l'é^ 
quation  (5),  le  point  £',  ainsi  déterminé,  appartiendra  au 
plan ,  et  ne  peut  appartenir  qu'à  lui. 

Même  raisonnement  pour  d'autres  valeurs  attribuéies  à  or 
ctàj-, 

iV.  ^«  —  De  tous  les  i^ioyens  qu'on  emploie  ordinûrement 
pour  trouver  l'équation  du  plan ,  nous  avons  préféré  le  pré- 
cédent, d'abord ,  parce  qu'il  a  l'avantage  d'être  indépendant 
de  l'inclinaison  des  axes  coordonnées,  et  ensuite ,  parce  qu'il 
s*applique  à  la  recherche  des  équations  d'autres  surfaces  dont 
la  génération  offre  de  l'analogie  avec  celle  du  plan.  lïous  en 
verrons  des  exemples  parla  suite. 

427.  Les  constantes  m,  n,  />,  qui  entrent  dans  l'équation  du 
plan,  sont  faciles  à  définir.  Ainsi ^  les  quantités  m  et  n  ne 
sont  autre  chose  que  les  tangentes  des  angles  que  forment 
les  traces  DB ,  DG,  avec  les  axes  des  x  et  des  j*.  Quant  à  la 


DU  TROISliME   ET  DU   OÙATRIÀME   DEGÎIÉ.  SùS 

En 'posant    x»  =  *^ ,    on  la  change  en 


ff^y  +  pf^y  -f-  ^x  -f-  r  =«  o} 


( 


et  ces  desi-ei,  étant  eomtrultes ,  donneraiéiit  deux  courbe^' dont  les  points 
d^intersectioà  auraient  pour  abscisses  les  racines  réelles  de  la  proposée. 

La  troisième  équation  est  celle  dHine  hyperbole  dclnt  les  asymptotes  sont 
(n<>  37S  )  parallèles  aux  axes  coordonnéi*,  et  peut'  se  Ksoi/struire  facilement, 
dès  que  Ton  a  fixé  la  position  de  ces'  asymptotes  et  d^un  seul  point  de  la 
courbe. 

Mais  si  Ton  veut  la  remplacer  par  celle  d^un  cercle,  il  uni  d'abord  Mre 
évanouir  le  atcond  terme  de  la  première»  puis  multiplier  le  résultat  par  x. 
Cette  dernière  préparation,  qui  a  pour  ebjet  de  ramener  Péquation  au 
quatrième  degré,  introduit,  ^  Ig.  vérité,,  uç^  rac^0  xç=zo^  qui  est  étran- 
gère j  mais,  dans  le  résultat,  on  a  soip  d'en  faire  abstracttop. 


1 1 


•  i    ■ 

Sait  donc  x4  -f.  .^jp»  4-  r*»  9'  o^. .  ».  (i)-    u 

réquation  privée  de*  aooond  teruM,' et  ^»6ttîîft.iii«H^l>éefiar^«'    .'       » 
Posons  .*»  =:  ky;^,,.  (a) 

û  V 

il  en  résulte  j*  -♦- 7  y  •♦-•;-  *  =  o  ;. . . .  (  i; 

k  k* 

ou  bien ,  ajoutant  entre  elles  les  équations  (3) ,  (3) ,  et  transposant , 

ou  bien  jenfin ,  fiôMuii»  pour  plus  de  simplicité,  kz=  ^tf, 

r»  -h  X»  -H  -1  X  =  o;..   ,  (4) 

équation  d'une  oiro«nfSérence  de  cercle  dont  le  centre  est»  sur  Taxe  des  x, 
oÉMiii  passe  par  rorigine» 
^^pliquons  ces  considérations  générales  à  quelques  exemples. 

596.  Premier  vwcmUmR*  —  Un  arc  tfueleoiufue  AB  de  circonférenee 
étant  donné,  on  propose  de  le  diviser  en  trois  parties  égales. 

On  «  trouvé  fii<>  69) ,  pour.la  formule  qui  donne  le  sinus  du  tiers  d'un 
arc  en  fonction  du  sinus  de  cet  arc , 


4  sin*  ô  «  — .  3  sin  -  tf  +  sin  A  =  o. 


5*l6  tRÎSECTIÔfl    DE  L*àJtGht    • 

Soient         "  AS  =  a,     BP  =  sin  a  =:  ^,* 

F*«-m3-  i      'MQ  =  singa  =  x,     OA  =  r  (J^.  w3)*, 

et  réiaUiMons  TliMBqiéiiéité  (a^  90)  ;  cette  formule  derieni    . 

^fi  —  3r»x  4-  ^r»  =  o, . . . .  (i) 

•  I 

équatioii  dont  nous  alloni  d^abord  donner  la  oonstructlon. 

Pour  y  faarmSt,  poe6n<  or*  =s  rr  {. . . .  (») 

réquation  (i)  devient 

Menons  pa^  le  «entre  du  eerde  donné  deux  axe»  reetanfolaires  OX,  OT, 
dont  Fun  passe  par  le  point  A;0i  eenf^utsène  la  courbe  représditée  pir 
Tëquation  (a)  ;  e^est  une  parabole  LOL%  dont  Taxe  prineipal  est  dirigé  sni- 
vant  OY,  et  qvl  a  r  p«ii#  panÉièIre.  Ainsi  m  èoiMlni«liott  n^oflOre  aaeaa* 
difficulté. 

Quant  à  Péquation  (3),  qoi  aippartiéft  éTidèmment  à  une  hyperiMe,  si 
on  la  résout  suooessiyement  par  rapport  àr  et  à  x  ^  on  trouve 


3rx  — ^r         3r         gr       ^  \,  ^  ^  l^        . 

4x  4        4x*  4r  —  3r 


ce  qui  prouve  (ffi  571)  que  les  deux  asymptotes  sont  i^.-*  une  droite  FEF 

3  - 

V  menée  parallèlement  à  Taxe  des  x  à  une  distance  0£  s=  7   r  ;    a®.  —  Taie 

des  jr  lui-même. 

D^ailleurs ,  lliypothèse  r  =  o ,  introduite  Jans  Péqufttfon  (3) ,  donne. . 

a  BP 

-ar  sss  |.    Ainsi ,  {Hwiant  sur  OA  une  distance    OC  =3  -|-»     on  obtient  m» 

point- de  lliyperbole,  quUl  est  alors  fiicile  de  construire  d'après  le  précédé 
du  vP  597,  et  que  nous  supposons  figurée  par  les  deux  branches  nm's', 
n'm'rl'. 

La  premièse  de  ces  branches  rencontre  LOL^  en  (ïeux  points  m  y  né^ 
>^  seconde  en  un  seul  point  m'*;  et  ces  poJtnts  sont  tels,  qu^en  abaissant  ip, 

my»  m*p%  pél^ndicuiaif«B  à  OX^  on  û,  Op^  Qpf^çiffi  pmm  M  Uûfên- 
cinesdePéquatioA  (i}. 

Gela  poiè,  dMtmé  ces  Valsiirs,  dont  rone  Op"  elt  néjgàame,  exprimeni 
des  sinus,  il  faut  les  porter  surOY  th  O  m^,W,  B%  iMent^ieMlsiCtf  BM. 
mU'y  R'M',  parallèles  à  OX;  et  Ton  obtient  enfin  AM,  AM',  ANM",  pour 

les  valeurs  des  arcs  X ,        "7    , 5 — ,  iVereEUP    9.) 

5  5  5 


% 


I 


âAY.  On  fient  doanèr,  de  teîfroblèma,  «ne  eontlruotion  éfui  a  Pamnlage 
de  fairo  servir  le  cercle  dooné  comme  un  des  lieux  géoiii4trt({llM. 

Soient  toujours  Afi  (fg.  aaj )  ou  a,  Parc  qii^l  s'agit  de* diviser  en  trois  Fig.aa4' 
parties  égales,  AM  le  tiers  de  cet  arc  qu^on  suppose,  pour  \e  moment, 

déterminé.  Faisons  d'ailleurs 

»  il,-.. 

* 

OP  ou  cos  a  v^  p,     BP  ou  sitt  a  s  f ,     OQ  c=  ^,     MQ  sk  y. 
On  a  d'*abord  cette  première  relation , 

jr*   4.  X»   =:    r» '(l) 

» 

Maintenant ,  sr  Ton  prolonge  HIQ  jusque  sa  rencontre  en  N  avee  la  dr- 
conférence,  que  par  le  point  ?}  on  mène  NR  parallèle  à  OX,  et  que  Ton  tirt 
BN,  on  forme  ainsi  lîik  triante  BNR  semblable  au  triangle  OMQ  (puisqu'ils 
ont  leurs  cdtés  perpendiculaires)  ;  et  l'on  a  la  proportion 

OQ: <jm::  m  tfXN) 

mais  9  d'après  la  oonstruotion , 

^    BR  =  V  +  r;  1^  ou  ^  =  '  —  f»» 
donc  cette  proportion  devient    or  :  /*  :  :  y  +  j^  l  x^-  p,  « 

d'où  l'on  déduit  J^*  —  .»*  +  ^  +  ^«  ;=  o, . . .  (a^ 

équation  <}ui ,  combinée  avec  (i),  donnerait,  par  l'élimination  de  x,  la  valeur 

a  *' 

éejfOVL  de  sin  =•  Biais  au  lieu  d'effectuer  cette  élimination ,  on  peut  (no  181) 

•  •»  .  *\ 

consfmire  les  lieux  géométriques  que  les  équations  (1)  et  (a)  représentent. 

Or,  l'équation  (i)  est  celle  du  cercle  donné. 

Quant  à  l'équation  (9) ,  elle  représente  évidemment  une  hyperbole  équlla- 
tèredoot  les  deux  axes  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés.  Pour  en  obtenir 
la  position ,  résolvons  cette  équation  par  rapport  àj  ;  il  vient 


-|*v/*'-'~+Ç- 


Soit  pris  sur  QY  «me  disUnoe  0£  s  —  S  =:  —  ^;  la  ligne  G€/,  pa- 
rallèle à  0\^  est  un  diamètre  de  la  courbe ,  elfar  eensé^pieot  y  l'un  des  axe» 
eher<^. 

On  sMt  d'ailleurs  (n^  570)  que  la  moitié  du  eeeffieiefttde  ùe  soua  le  ra4îaal> 

pris  en  signe  contraire ,  ou  - ,  n'est  autre  chose  que  l'abscisse  du  centre  ^ . 

9 


/ 

« 


5o8  TaisecTioN  de  i.'aMgle. 

donc  laïl^ae  HH'mettée  pê»  le  poin(«H  miliendoOP,  et  paraUèleiaentà  0% , 
\   représiBnto  Pâatre  axe. 

Actuellement ,  puisque  l'hyperbole  est  équilatèrC)  il  s^eusuit  que  les  asymp- 
totes dÎTiseUt  eu  deux  parties  égales  les  angle»  dioits  HIG'  et  HiG>,yÂiB8Î 
ces  droites  peuvent  être  aisément  déterminées. 

Enflo,  il  résulte  de  Finspection  de  Téquation  (2) ,  que  la  coi^rbe  passe  par 
Torigine.  On  conoatt  donc  un  point  O  de  la  courbe  et  ses  deux  asymptotes; 
dès  lors  la  courbe  est  déterminée  (n®  5S7). 

N.  B,  — »  En  la  construisant,  on  reconnaît  qu'elle  rencontre  le  cercle  eo 
(fuatre  points ,  M ,  M^,  M*  et  F ,  point  où  la  perpendiculaire  BP  prolongée 
coupe  la  circonférence. 

La  position  des  trois  premiers  potnfs  M ,  M' ,  M* ,  s'ezpJiqiM  bel- 
lement : 

On  a,     I®.  MQ  =  sin  -^  =  sin  5  j 


.  <      A  •  /^ 


^o.  — Si  Von  prend  ABC  égal  au  Uert^àe  la  circonf<^noe  ^  ou  à   -^  , 

AR         4x 

et    CM'  égal  à  -,.•  ou  «  f  il  en  résulte 

*  •  * 

30.— En  prenant  AfiDC  égal  aux  deux  tiers  de  i»  tirconférence ,  où  à  -  - , 
et  C^'  égal  à  x  ;  on  en  déduit 

V 

Quant  au  quatrième  point  B' ,  dont  les  coordonnées  sont  :Fr=^ ,  y  «es*  —  ^, 
en  substituantcesyaleursdans  les  équations  (i)et(a),  on  obtient;9*4-y*=r', 
et  ^»  — p*  —  ^>-f-^*  =  o;ce  qui  prouye  que  ce  point  doit  en  efiTet  appartenir 
aux  deut  courbes. 

Si ,  pour  éliminer  x,  on  ajoute  les  équations  (1)  «t  (3),  il  Tient 

r*  —^  ûY  -^  2t'* 
%y*  •+.  or  +  ;>*  =  r»  ;  d'où  X  =.  21 2- , 

F 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  trouve ,  toute  réduction 
faite ,  4y*  -+-  ^*  —  3r«r»  —  ^r*j  -f  ^»r»  =  o  ;  résultat  qui  est  divisib*» 
par  f  4-  ^  ,  et  donne  pour  quotient 

^y*  •*-  3r«r  +  ^r»  =s  o  . 


DUPLICATION    OU   CWBE.  SoQ 

Celte  dernière  équation  egt  identicrue  avao  r^uation  (  i  )  d^  no  précédent  ; 
mai»  on  voit  en  môme  temps  que,  d'après  la  seconda  méthode  suivie  pour 
résoudre  la  question  proposée ,  on  a  établi  deux  équations  en  x  et  r  >  plus 
générales  que  la  question  elle-même ,  puisqu'en  éliminant  x ,  wi  parvient  k 
réquation  relative  à  cette  question ,  mais  embartassée  d'an  factew  étranger. 

598.  C'est  ainsi  qu'on  doit  interpréter  la  remarqué  faite  par  quelques  géo- 
mètres •  savoir,  que  la  éonstructîiirn  d'une  équation  déterminée  par  les  in- 
tersections dès  courbes ,  donne  quelquefois  plus  de  points  ùommuns  aux  deux 
courbes  que  la  proposée  n'a  de  racines  réelles. 

Tant  que  Péquatipn  du  problème  est  véritablement  l'équation  finale  résul- 
tant de  l'élimination  entre  les  deux  équations  à  deux  inconnues  que  l'on 
construit ,  le  nombre  des  points  communs  aux  lieux  géométriques  est  toujours 
égal  au  nombre  des  racinei  réelles  de  la  proposée.  Mais  si  cette  équation  n'est , 
comme  dans  le  n°  précédent,  qu'une  partie  de  l'équation  finale  qui  correô- 
pond  aux  deux  équations ,  il  peut  y  avoir  plus  de  points  communs  que  V équation 
n'a  de  racines  réelles.  Les  coordonnées  de  ces  points  vérifient  les  deux  équations 
à  deux  inconnues  ;  mais  leurs  abseiftses  peuvent  ne  paa  véi^ifier  la  proposée. 

599.  Second  problème.  —  Trouver  deux  lignes  moyennes  proportionnelles 

entre  deux  lignes  données  a ,  b* 

Appelons  x  et  r  les  deux  lignes  cherchées  j  on  doit  avobr,  d'après  l'énoncé  , 
la  progression  géométrique 

H  tf  :«:r:  t,  ou  plutôt,  a\x\\x:y,  et  *:r  ::r  :*; 

{jr»  =  ay (i) 
•  =  ijr  [^ 

En  portant  dans  la  seconde  équation ,  la  valeur  de  y,  tirée  de  la  pre- 
mière, et  réciproquement ,  on  obtiendrait  successivement,  pour  les  équations 

finales,  ,  ^ 

x{x^  ^  a^h)  =  o,    r  (r'  —  ahi)  =  o:; 

et  par  conséquent,  pour  systèmes  de  valeurs  de  a:  et  de  r» 

3 3   . 

(«=i  o  et  r  =  o)  ,  (x  5=  V^'ft»     «t    r=-V/ai«' 

Le  premier  système  (jp  =  o,  j'  ==  o)  vérifie  bien  les  équations  (il  et  (a^, 
mais  ne  signifie  rien  par  rapport  à  l'énoncé.  Quant  au  second,  il  représente 
évidemment  les  valeurs  arithmétiques  des  deux  moyennes  proportionnelles  ; 
car  la  raison  de  la  progression  étant  (^Alg.,  septième  édition,  no  199) 

^  =  l/  «.,  on  a,  pour  les  deux  termes  cherchés , 

* 

Mais  il  s'agit  ici  d'exprimer  en  lignes  ces  deux  moyennes  proportionnelles; 


t' 


\ 


5io  D0PtiCATioi«r  on  ciibe. 

0t  90ttf  ^ty  tiMrt  M  rédolt  à  eoiifitruire  les  équatione  (i)  «t  (a),  dont  la  pre- 
Fiff.tiïS.  mièpe  MpréaèaH»  une  parabole  LAL'  (fg,  aaS),  ayant  pour  {lyriùnèjtre  a,  et 
aMi  prenater  axa  dit^  iiifraot  l%xe  des  ^  :  là  «econde  est  ai^  uu^  purabole 
NAN%  qoi Mt  ^  pOttr  paramètre  ,  et  dont  Taxe  principal  est  dirij^  ^oÎTant 
l^Medai*.  •  '•"'■•      ■•■••,•■  ,     ■         '"  '  '      . 

Ceadeox  paraboles  passent  ftine  et  Tautre  par  Torigine  qui  correspond  k 
la  solotîon  pr  —  0,  ^  sa  o),  et  se  rencontrent  en  un  second  point  M,  dam 
lea  coordonnées  ÂP,  PM,  ne  sont  aufré  chose  que  les  lignes  demandées. 

D'après  I»  position  rwpective  dri  Oes  deut  courbes ,  il  est  évident  qu'elles 
ne  penteat  avoir  q«a»«es  deax  points  communs  ;  et,  en  effet,  les  équations 
à  de«x  termes,  «>^«»ft=so,  r*— «**  =  o,'  n'admettent  qu'une  seule 
rdcine  réelle» 

Si  l'on  ajoute  entre  dles  les  équations  (i)  et  (a),  11  vient 


I* 


y*  +  X»  —  «v'  —  **  =  o  ;  . 

équation  d*iui»4iroa«nrettee  éè  œrde,  dont  la  construction  peut  remplacer 
celle  de  Vuxte  des  deax  ooarlws.  Elle  a  pour  coMdoniiéea  de  son  centre, 

-  et  -;   de  pins,  elle  passe  par  l'origiae;  ainsi  sa  eonstmelion  n'oiSre 

aacuB«  diffioulté. 

Soit',  comme  cas  particnlier',  &  =  q«;  l'équation  x*  <—  u*b  £=  o,  devient 
xs  — 2  âtf*  s=:  o,'  on  x^  zs  3tf*,  et  pont  être  considérée  comme  la  traduction 
algébrique  de  ee  problème  :  Trouver  un  euhe  double  d'un  autre  dont  le  tôté  i 
est  donné,  i  •.       . 

En  construisant  comme  dans  le  cas  général ,  les  équations   x*  m  ay^ 

Fig.aV).  r*  s  %ax  {fg  936)  (l'une  d'elles  peut  être  remplacée  par  l'équation 

r *  +x«  —  â^  —  'MX  =  n ,  et  supposant  que  l'on  ait  AB  =  a ,  on  obtient  AP 
pour  le  côté  cherché. 

J^.  J9.  —>  Les  problèmes  de  la  triseetion  de  f  angle  et  de  la  dupUeation  du 
cube  sont  deux  problèmes  connus  des  anciens  ;  ils  ont  beaucoup  occupé  les 
géomètres ,  qui  en  ont  vainement  cherché  iine  construction'  {înri^eBt  géih 
métrique.  On  appelle  ainsi  toute  construction  dans  laquelle  bn  ne  fiiit  usage 
que  de  la  ligne  droite  et  du  cerde.  Toutes  celles  où  l'on  a  recours  aux  sec- 
tions coniques  ou  à  d^autroa-  oourbes  sont  dites  des  ooastruotions  méca- 
niques, parce  qu'en  général,  ces  courbes  se  détern^inent  d'abovd  par 
points  ,  et  se  tracent  ensuite  à  la  main  ;  ou  bien ,  on  les  décrit  p^  le  moyen 
d'une  règle. 

l)étermination  dà  nornbr   des  racines  réelles  d^une  équation 
numérique  par  des  intersections  de  courbes» 

400.  Une  équation  numérique  à  une  seule  inconnue ,  étant  donnée ,  si 
on  la  oaatîdère  coMmele  résultat  de  l'ëliminatiou  e^tre  deux  éclations  à 


u 
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deax  inconntioji,  et  que  Ton  coostruiste  ce^  .^^i^fWj^iWtf^^lr^'^ii^  ^^ 
déjà  que  les  abscisses  des  points  dHntersection  de  leurs  lieu);  géométiri<l)]^ 
expriment  en  lignes  les  racines  réelles  de^  proposée.  Q^fUî^, en  détermi- 
nant par  le  procédé  connu  en  Géométrie,  le  rappoii^jt^  4^.çlv»c]9ne  de  ces 
abscisses  &Tec  Vtmité  linéaire^  on  obtiendrait  approximatîreaMnt  l^s  valeurs 
numériques  des  racines.  Mais  eqtt«  métbi^  esf.  .trèf  .^fffuqymmà^  «n  ce 
que  Texactitude  des  résultats  dépend  du  d<^ré  de  ^gcjrCiectioarde  Viaslrs- 
ment  dont  on  se  sert,  et  de  Tadresse  de  celui  ^i.  opèrc|.    i^    .^ 

Toutefois,  on  peut  employer  avec  avantage  oes  sortes  de  constructions, 
pour  reconnaître  le  nombre  des  résines  réelle^  .d^une  équation  numérique, 
sans  être  obligé  dWoir  recours  au;x  méthodes  purement  nn^ytiques  dont 
.remploi  entraine,  comme  on  lé  sait,  dans  des  calculs  très  laborieux. 

Gomme  nous  ne  connaissons  aucun  ouvrage  mo^d^ne  dans  lequel  cette 
idée  ait  été  développée ,  nous  croyons  devoir  entrer  dans  quelques  détails 
à  ce  sujet.  *  ' 

401.  ]^nons ,  pour  premier  exemple,  T^^vation  du  ^oisième  degr^ , 

X»  —  6*  —  7  t=a  o. . . .     (i) 

Soit  fait         '  x»  =  ar  ;  • (») 

il  en  résulte  lay  —  6ar  —  7  =  o  . . .     (3)  '  ' 

Ces  deux  équations  étant  construit^  par  rapport  aux  mêmes  axes  AX, 
Al^  {fg.  3^7} >  donnent,  \^,  une  parabole  LAL'  qui  a  pour  paramètre  q,  Fis  aaf 
et  dont  le  premier  axe  est  dirigé  suivant  Taxe  des  y  ;  a<*.  une  hyperbole 
(GMG',  FCF')  ayant  pour  asymptotes,  les  droites  j'ssS,  jr=so,    et 

passant  par  le  point  G  pour  lequel  <m  a    ^  =  o,    x  z=  —  ^. 

Or,,  il  est  évident  que  ces  deux  courbes  ne  se  rencontrent  qu'en  un  seul 
point  M,  dont  lVd)soi4fte  AP  est  comprise  entre.  9  et  3. 

iV.  B. —  Cette  équation  a  été  traitée  {Alg,,  cbap.  VlH ,  n»  542  )  ;  et 
comme  on  n^avait  obtenu  quVn  seul  changement  de  signe ,  on  s^était  trouvé 
dans  la  nécessité  de  former  Téquation  aux  différences ,  pour  s'assurer  s'il 
«existait  plçà  d^lipe  lutine  réelle  ;  «sais  la  construction  précédente  démontre 
jBiir-lo-cliamp  qu'il  n^'y  a  en  effet  qu'une  seule  racine  réelle. 

Soit,  pour ''fécond  exemple,  l'équation  du  quatrième 

X  *  —  ax*  -4-  8x  —  3  =  0,... 

pour  laquelle  la  substitution  des  nombres   entiers  consécutifs  ne  donne 
lieu  qu'à  d#tlk  cbtegomens  de  signe. 

Posons  j;^*=»^v"    W 

« 

^'où  •  ^»  —  Qr  -f-  &p  —  3  ==  o  j 
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et ,  i^outànt  tm  dètn  dernières  équAtions , 

.     yt  -1^  jp»  -«  3[y  4.  8*  —  3  =  o (3) 

.Le»  éqttatioas  (tk)  et  (3  étaot  cottstmites  sur  les  mêmes  axes,  dooneot, 

Fig.2'j8.  lO.  la  parabole  LAL'  f^.  238)  dont  te  paramètre  est  1  ^  !»<>•  une  eireoofié- 

rence  de  cercle  GMM'G'  dont  le  oimtre  a  pour  ceordonnées ........ . 

r^x  =  —  4»    ^  ^=  -  J»     ®*  ï®  rayon  est  égal  à 


y  16  4.  I  H-  3  =  i  V^SS  =:  4.6  à  o,  I  près. 


/"  Or,  ces  deux  courbes  n^ont  évidemiqB&t  que  deox  points  cemmtme  M,  If, 

dont  les  abscisses  AP ,  AF,  sont  comprises ,  INine  entre  o  et  1 ,  Fautn 
entre  —  2  et — 3. 

En  effet ,  Téquation  (  1  )  a  été  formée  par  ^  multiplication  des  deux  fac- 
teurs X*  —  30;  +  3 ,  X*  H"  Or.—  I,  àxaoX  le  premier,,  égalé  à  o ,  donne  lien  à 
des  racines  imaginaires,  et  le  second  donne    x  =  —  i  :±:  ^s. 

Prenons ,  pour  troUième  exemple ,  Téquation 

gjpî  —  fir  —  I  =  o,    ...     (1) 

traitée  {Alg.,  cbap.  VHI,  n^  543)  par  la  méthode  de  Péquation  aux  dif- 
férences. 

*  • 

Soit  x>  =  ri (a) 

Téquation  devient     Sa^y  —  Gx  —  1  =  o. . . .     (3) 

La  construction  des  lieux  géométriques  exprimés  par  ces  deux  équatioai 

n''offre  aucune  difficulté. 

Fig.aag.      On  obtient  la  parabole  LAL'  (fg.  229)  et  l'hyperbole  (GMG',  H^H') 

ay?''  t  pour  asymptotes  ,  Taxe  des  y ,  puis  une  droite  BE  parallèle  à  Taxe 

3 
des  X,  et  menée  à  une  distance  AB  =  -;  de  plus,  cett|d  courbe  passe  psr 

le  p'ôînr^'-pouiLlequel  on  a     r  =;  o,     x  =s  —  -• 

D'après  la  situation  respective  des  deux  courbes,  il  est  clair  que  les 
branches  AML ,  GMG',  ont  un  point  commun  M  dont  Tabscisse  est  posi- 
tive. 

Quant  aux  autres  branches  AmL''^  HmH',  leur  rapprochement  dans  k 
partie  voisine  de  l'origine  A ,  peut,  laisser  quelque  doute  sur  le  nombre  de 
>  *  leurs  points  d'inersection  ;  mais  vofci  un  moyen  de  faire  cesser  toute  inoer- 
litude  :      • 

Multiplions  l'équation  8x)  —  Cx —  i  =.0  par  x;  on  a  l'équation  du  qm- 

f    • 


i 


trième  degré 

8x4  —  6»>  —  X  =  o;....     (i) 

(  jr= o  sera  une  racine  étrangère  à  la  question  ). 
Posant  de  nouryn    x'^sr»    <^  «i  dédnil 

Sj'»  —  6r  —  «  =  <*,    . 

équation  d\ine  seconde  parabole  dont  le  premier  aae  est  penllÀle  à  Taxe 

3 

des  «,  et  situé  à  une  dislance  AI  =  s ,  puisque  Téquatien  donne 

On  voit,  en  outre>  que  le  sommet  D  a  pour  ajMcisse  «  =s  — -  i»  tirée 
de    Sr  ^  9  s  o ,    et  que  la^  courbe  passe  par  roriglne  A ,  par  conséquent, 

3 

par  le  point  B,  pour  lequel  on  a       AB  ^  ->  =s  3*  AI. 

Or,  il  est  évident  qiie  la  parabole  KDK'  rencontre  la  première  parabole 
LAL'  en  deux  premien  points  m.  H;  et  puisque  Péquation  8x'— 6r — i=so 
a  déjà  deux  Moines  réelles ,  il  fiiut  nécessairement  qu^elle  en  ait  une  troi- 
sième correspondant  à  un  point  n  situé  un  peu  à  gauche  du  point  A  et  au- 
dessus  de  Taxe  des  x.  (  L^origine  A  est  aussi  comniune  aux  deux  courbes  ; 
mais  on  a  déjà  dit  que  x^o  est  une  solution  étrangèK.) 

La  construction  de  la  troisième  courbe  présente  un  autre  arantage ,  c^est 
de  déterminer,  d^nne  manière  plus  précise  les  points  cherchés ,  puisqu'ils 
doivent  se  trouTCr  à  la  rencontre  de  trois  courbes  ;  mais  on  ne  doit  7  avoir 
recours  que  lorsqu'il  y  à  incertitude  sur  les  intenections. 

N.  B.  —  Toutes  les  fois  que  Téquation  proposée  renferme  dos  racines 
égales,  on  en  est  averti  par  le  cpruaet  des  courbes  en  un  ou  plusieun  points, 
ce  qui  suppose  qu'on  les  ait  tracées  avec  asses  d'exactitude.  Mais  on  sait  que 
les  méthodes  d'approximation  de  l'analyse  ne  peuvent ,  en  général ,  s'ap- 
pliquer à  une  équation  de  cette  espèce,  et  qu'il  faut  toujours  commencer 
par  ramener  sa  résolution  à  celle  d'une  autre  équation  dont  toutes  les  ra- 
cines soient  différentes. 

408.  Les  principes  qui  viennent  d'être  exposés  pour  la  détermination 
du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  numérique  du  troisième  et 
du  quatrième  degré ,  sont  aussi  applicables  aux  équations  de  degré  Supé- 
r.iour ,  mais  on  est  conduit  alon  à  des  constraètions  un  peu  plus  com* 
piiquées* 

33 
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SoH ,  p«r  ê»êmpU ,  Téquatlo^  du  oinquième  degré , 

x«  — .  3ar«  4-  U»  —  4  =  ®-  •     CO 
Faisons ,  comme  précédemment ,      t«  =s  ^  ; (2) 

réquation  { i  )  détient    r •*  —  3r  +  ^  --v  4  =  »•  •  •     (3) 

Fig  «3o.     Après  avoir  construit  la  parabole  LAL'  (>^.  îi3o  )  représentée  par  l'éqm- 
tion  (a) ,  on  déduit  de  Téquation  (3) , 

r  =  l=fc-l/l^ft±*  4*  le^-fg;...   (4) 

a*       'JMf 

et  en  posant     —  8r« 4- 16*4.9=  o,     **^     «»  — Mrt=:|,    on  obtient 

pour  r  deux  valeurs  «  =  a,4  et  *  =  — 0,4  à  0,1  près,  qui  (no  368) 
représentent  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens  des  x  positifs  etdcs  x 
nêgtuifi;  e^est-à-dire  que  si  l'on  prend  sur  AX  deux  parties  AO  — a,4> 
Aiy  =  — 0,4,  la  courbe  est  entièrement  <5oftipri«e  entee  les  psralièlei 
DG,  D'G'. 

Afin  d'obtenir  les  points  où  la  courbe  touche  ses  deux  limite» ,  il  saffit 
d'introduire  dans  la  partie  rationnelle  de  Texpression  (4),  les  Taleim 
jr=;a,4  ®*  *==— o,4>  ^  <iul  donne 

Donnons  maintenant  à  x  des  valeurs  intermédiaires. 

3d:  3 
Soit  d'abord    «  =  o;    l'équation  devient       =='~"j; — » 

d'où  r  =  00,    y  =^1' 

Pour  savoir  ce  que  signifie  le  dernfer  résultat ,  remontons  à  l'équation  (3}, 

4 
•t  posons  «  x8  o  ;  l'on  en  déduit   r  =  -<-  i* 

lyoù  l'on  voit  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  r  à  une  distance 

AH  =  —  |- 

Quant  au  résultat  y  =  00,  il  fait  soupçonner  que  le  même  axe  8«t 
d'asymptote  à  la  courbe  que  l'on  sait  être  indéfinie  dans  le  sens  des  /< 
puisque  l'équation  (3)  est  du  premier  d^ré  en  x.  Et,  en  effet,  si  Ton 
résout  cette  équation  par  rapport  ft  x,  on  obtient 

3r  4*  4    *    3  4     ,      , 

:g  ^  ^    ;    ^  =-  »  ^   jL  -^  etc.. 


A  LA  Hé90Lirrroff  des  ÉQUAtibifsr.  '  '  5i5 

valeur  qui  se  npprb^e  de  plus  eià  plus  de  x=  o,  à  me^nre  quej"  aug- 
mente, et  se  réduit  à  «  =  o  lorsqu^on  suppose   ^  es  oo. 

Soit  aetueUement    «  =  i  ;    Téquation  (4)  donne 

I                 I 
ou,  à  peu  près,    r  :=^3  -  et  ^  s=s ;    ce  qui  donne  BN   et  BN'  pour 

deux  <xrdonnées  de  la  eourbe. 

3 
Soit  encore  c=  a»  on  obtient  y  =  -^  et  j's^o.  Ainsi  la  eoiuLte  pane 

n 

par  le  point  G  et  par  le  point  C,  pour  lequel  on  a 


3 

ce  =-. 

a 

Les  poists  déjà  déterminés  suffisent  pour  donner  une  idée  du  cours  de  la 
ooin^  c(Nfrespondante  à  Téquation  (3);  die  est  assea  exactement  repré- 
sentée par  E'HN'GECN....  ' 

Au  reste,  la  partie  inférieure  CN'HE'.. . .  est  inutile  à  considérer  pour 
l'^objet  que  nous  nous  proposons.  Quant  à  la  partie  supérieure  CECM , . . . . 
il  est  visible  qu^elle  ne  peut  avoir  qu^unseul  point  commun  avec  la  para- 
bole LAL'  ;  et  ce  point  M  ayant  une  abscisse  comprise  entre  i  et  a ,  il 
«^ensuit  que  Féquation  (i)  n^a  qu'une  seule  racine  réelle  positive, 

£31e  n'a  point  de  racine  négative;  car  Téquation 

3/- -M 

nous  apprend  qu'à  des  valeurs  de^  positives,  il  éorrespond  ioujours  des 
valeurs  de  x  positives.  Ainsi  la  seconde  courbe  ne  peut  rencontrer  la  pre- 
mière dans  Pangrle  TAX'.  ^^^ 

Observons  encore  que,  d'aprèsuforme  indiquée  pour  la  seconde  courbe, 
une  ligne  droite  ne  peut  la  rencontrer  qu'en  trois  points  au  plus;  ce  qui 
doit  6tre  puisque  son  équation  est  du  troisième  degré. 

N'ous  pouvons  conclure  de  ce  qui  précède  que  l'équation  proposée,  n'a 
^u*t^ne  seule  racine  réelle, 

«405.  Prenons  y  pour  nouvel  exemple,  l'équation  du  aizième  degré 
x6  —  3jp4  +  a««  +  3*«  —  jr  ^  a  =  o....     (i) 
^u  ]i«tt  de  poser  jr«  ss^,  ce  qui  donnerait  lieu  à  une  équation  du  troisième 


I 
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dêffté  éùwtr^  à6tW  lu  scoBstro^^D  m  UiisievaU  jmm  d'élre  difficile,  <n 
peut  faire'  _ 

*  -   ,  •      ■      '     *>  =r,..'.  (?) 

et  réquatUm  (i)  devUnt 

r*  —  3jçr  -f-  V  4-  3*»  —  «  —  a  =  o (3) 

\  ..  • 

Le  Uqu  géoiaé^riquQ4$  ré<lciation  (a)  est  une  courbe  du  troisième  degré; 
mais  la  ooosjUniCtion  en  est  très  simple. 

ObserroDJf  Â^abprd  que ,  les  valeurs  de  x^ét  der  étant  néeessairement  de 
môme  signe,  d'iiprèa  rinspectloo  de  Péquation,  la  courbe  doit  s'étendre 
îiidéfiiiiiiifin$^à  la  droite  de  Taxe  des  / ,  mais  au-dessus  de  Taxe  des  x ,  pais 
à  la  gauche  de  Taxe  des  j^,  mais  au-dessous  de  Taxe  des  x. 

En  otatie,  puisque  la  substitution  de  —  x,  — ^  à  la  place  de  -^  x,  -f-/, 
ne  change  î>as  Téquation ,  il  s'ensuit  (n^  579  )  queTorigine  des  coordonnées 
(  qui  se  trouve  sur  la  Courbe ,  puisque  x  t=  o ,  >  ==;  o ,  vérifient  ^^équation] 
est  en  même  temps  le  centre  Ide  cette  courbe. 

On  peut  méme^  en  résolvant  le  problème  des  tangentes  d'^apièk  la  mé- 
thode générale  exposée  n^  Wfty  reconnaître  que  Taxe  des  x  est  une  tangente 
'Fig.aSi*  ^^  point  A  {J!g.  !i3i  )]  mais  cela  n^est  pas  nécessaire  à  notre  bot. 

Actuellement  ^  pour  être  en  état  de  tracer  la  courbe,  il  suillt  de  denn^  à 
X  quelques  valeurs ,  soit  positives ,  soit  négatives. 

Pour     X  =  dy  -,     on  trouve  ^  =  it  -  , 

X  3=  rt  T,     r  =  tfc  f, 

3  .17         .3 


_       / 

a 

X  =  ri:  î,    ^  rît  =t  8. 


X  :^  rC  •-,     ..«.•*...  jr  :s  _&.  -»•  __  ^i.  —  * 


ru- 


La  courbe  pa^se  ddné  p»  les  point» ^(Ji»  n) ,  (N',  n*),  (N",  n"),  dél^- 
minés  par  ees  systèmes  de  coordoiiBéis^Hbialle  a  la  forme  nViiANN'ÏI''.- 

On  voit  encore,  diaprés  la  nature  MMiteurs  de  /*  correspondantes  tm 
valeurs  de  x,  qu'à  partir  de  x  =  i,  la  courbe  s^élève  très  rapidement  au- 
dessus  de  l^axe.des  x. 

404.  Occupons- nous  maintenant  de  Féquation  (3).  £In  ta  résolvant  pu 

' Mpport  à  j" ,  on  trouve   ^  =  x  —  i  :!:  \/-r-  ax«  —  x-{-3  ;  d'où  H  suit  queb 
courbe  est  une  ellipse,  qui  a  ponri'oirde  ses  diamètres  j^s=x— t ,  ou  DD' 

'  3 

Sep  limites,  tirées  de — ax» — x-f>3=o ,  d'où x=i,  x=— -,  sont  repréieD- 

tées  par  J)h ,  G^D'  ;  et  après  avoir  déterminé  ses  p<]^nt8  d'intersection  tvee 
les  axes,  ainsi  que  le  diamètre  II',  conjugué  du  diamètre  DD',  comme  os 


\ 
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Ta  TU  {n««  m,  565) >  on  obtMDt  U^iwnriM  lUIXIO^I,  qui  n'a  ériâ^jm- 
meot  que  deux  points  communs  avec  la  première  oourbe. 

Ainsi ,  Péquation  proposée  n'a  que  deux  racines  réèllet\  V}m9  positive ,  et 
comprbe  entre  o  et  i  ;  Pautre  native,  et  eomprise  entre  —  i  et  —  a. 

On  peut  s'exeroer  sur  Téquation    x'  •^4f»*  +  5«-^6ts:  o  {Jigi  93»};  et  Fig.aSa 
en  posant   x*  =zjry  d'où   j'^x  —  4rx  «f*  5jr  — -  6  =  o ,   on  reçonnulini  que 
Téquation  n'a  encore  q«\ine  raeine  réelle. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  méthode  de  découTrir  le  nombre 
des  racines  réelles  d'une  équation  numérique ,  m'éthode  qui  nous  semble 
préférable  à  la  formation  de  l'équation  aux  différences,  punqu^elle  s'ap- 
plique asses  fiieilement  à  des  équations  qui  surpasseikt  le  quatrième 
degré;  tandis  que  la  détermination  de  Féquatlon  aux  dUfiérepces,  même 
pour  une  équation  du  quatrième  degré  ,^  entraloo.  dans  des  calculs  pr^MiQe 
impraticables.  -        » 

4(MS.    Remarque.   L'équation    ^ccjr'y    dont    on    a    fait    usage   danf 

l'exemple  précédent ,  est  ma  cas  partiçuUer  de  l'équation  

y  '=,a'^bx-^  ex*  -f-  dx*  -f-  ex^  ^-/x^  H-.  ••'•••  •     qui ,  étant  construite 

pour  toutes  les  .valeum  qu'oa  pe^^  attribuer  ^ux- consentes  a^hy  c,  dy.  .\  . 

et  suÎTaot  le  rang  ou  degré  du  terme  auquel  ^  arrête  le  second  membre. 

de  cette  équation,  conduit  à  des  lieux  géométriques  connus  sous  le  nom  de 

courbes  paraboliques. 
En  ne  prenant  que  les  trois  premiers  termes  du  second  membre  y  on  a. 

l'équation   ^  =  a  ^  ^f -+  ex*    qui  appartient  à  1»  pa;«bole  ordinaire  ;  ses 

axes  principaux  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés  (  supposé^.,  reotallgu- 

laires). 
L'équation  ,  r  =  a  4-  ^x  4*  <x*  -f-  dx^,  donne  les  paraboles  du  troisième 

i^e*^.;  iyaaî','Ie>  Heu  géométrique  de  l'équation    >  =  xs    est  une  espèce 
particulière  dçp^raifole  cubique;  etaktti  de  suite. 

Les  géomètres  oi^t  encore  tiré,  parti  dc  la  construction  de  ces  courbes, 
soit  pour  déterminer  approximativement  les  racines  des  équations  numé- 
riques à  une  seule  inconnue ,  soit  pour  expliquer  les  principes  fondamen- 
taux de  leur,  résolution.  Mais  les  bornes  que  nous  devons  mettre  k  notre 
puvrage,  déjà  trop  étendu,  ne  nous  pecmeMent  ^sd^lrar  dans  .ces 
nouveaux  détails ,  qu'on  trouve  d'ailleurs  fort  bien  «xpo#és  dans  l'AJgèbrQ 
de  M.-  Garnier.  (  deuxième  volume }.  . 
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defpfé  en  «ar  et  r>,  MtW  ^  ^oBstroetÂ^o  m  labierait  pM  d^èlre  difficile,  n 
pont  fiiire'  ^ 

et  l^équatiem  fi)  devient 

r*  —  ajy^  -f-  ar  -h  3«*  -—  «  —  a  s=  o (3) 

Le  Uq^  géomé|ri^uQ(l;9 .^équation  (a)  est  une  courbe  du  troisième  degré; 
mais  la  oonstiçuttion  en  ,est  très  simple. 

Obserronyy  Â^al^ord  que ,  les  valeurs  de  x^t  dey  étant  nécessairement  de 
môme  sigiie,  d'aigres  Finspection  de  Féquation,  la  courbe  doit  sMtendie 
indéfininifintfà  la  droite  de  Taxe  des  y ,  mais  au-dessus  de  Taxe  des  x ,  pais 
à  la  gauche  de  Taxe  des  r,  mais  au-dessous  de  Taxe  des  x. 

En  outre ,  puisque  la  substitution  de  —  x,  — y  &  la  place  de  -^  x^  -f-/, 
ne  change Î»a8  Téquatiôn ,  ils^nsuit  (n*'  5711 }  queTorigine  des  coordonnées 
(  qui  se  trouve  sur  là  courbe ,  puisque  x  =  o ,  y  zs  Oy  Térifi'ent  ^Mquatioa  i 
est  en  même  temps  le  centre  \de  cette  courbe. 

On  peut  mlème^  en  résolvant  le  problème  des  tangentes  d^aprè^la  mé- 
thode générale  exposée  no  59S ,  reconnaître  que  Taxe  des  x  est  une  tangente 
'Fig.i^T*  '"  point  A  (Jig,  a3i  );  mais  cela  n^est  pas  nécessaire  à  notre  bot. 

Actuellement  >  pour  être  en  état  de  tracer  la  courbe,  il  suffit  de  4onn4^  à 
X  quelques  valeurs ,  soit  positives ,  soit  négatives. 

I 

Pour     X  r=  d;!  -,     on  trouve  y  t=:  zt  -^  9 

*  =>=  *  T,    r  =  ^  I, 

-  =  *!•    :..r  =  :l:^  =  *|. 

X    -lài-    _£>    3y       •  •••«<•••    y    •».    S—    9< 


La  coult>e  pa^se  dl>né  pa>r  les  pointa /N,  n)  ,  (N'»  n'},  (N",  n"),  dét^- 
minés  par  ces  syvtètties  de  coordiniBêlMBMlle  a  la  forme  ltVnANK'^".• 

On  voit  encore,  diaprés  la  nature  dèSStleurs  de  y  eorrespondAntes  va. 
valeurs  de  x,  qu^à  partir  de  x=  i,  la  courbe  s^élève  très  rapidement  ao- 
dessus  de  l^axe.des  x. 

404.  Occupons-nous  maintenant  de  Féquation  (3).  En  la  résolvant  pu 

•  Mpport  à^ ,  on  trouve    y=.x  —  i  :!:  V^r-  ax«-~x-{-3  ;  d'où  il  suit  qne U 

courbe  est  une  ellipse,  qui  a  pour  i^uirde  ses  diamètres  ^=x—- 1 ,  ou  my 

3 
Se^  limites,  tirées  de — 3x> — x-|-3=o ,  d^où  x=i,  «=  -^ ~ >  sont  repiéseo- 

tées  par  PL ,  Qf\y  \  et  après  avoir  déterminé  ses  points  d^interseetion  avec 
les  axes,  ainsi  que  le  diamètre  II',  conjugué  du  diamètre  DD',  comme  oi 
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Celte  dernièfe  équation  est  identique  ayec  l'équalion  (i)  dçi  no  précédent  î 
mai»  on  volt  en  même  temps  que,  d'après  la  seconde  méthode  suirie  pour 
résoudre  la  question  proposée ,  on  a  établi  deux  équations  en  x  et  r  9  plus 
générales  que  la  question  elle-même ,  puisqu'en  éliminant  x,  on  parvient  k 
l'équation  relative  à  cette  question ,  mai*  embarrassée  d'an  factew-  étranger. 

598.  C'est  ainsi  qu'on  doit  interpréter  la  remarqué  faite  par  quelques  géo- 
ni êtres  ;  savoir,  que  la  éonstructîbn  d'une  équation  déterminée  par  les  in- 
tersections dés  courbes ,  donne  quelquefois  plus  de  points  communs  aux  deux 
courbes  que  la  proposée  na  de  racines  réelles. 

Tant  que  Téquatipn  du  problème  est  véritablement  l'équation  finale  résul- 
tant de  l'élimination  entre  les  deux  équations  à  deux  inconnues  que  l'on 
construit ,  te  nombre  des  points  communs  aux  lieux  géométriques  est  toujours 
égal  au  nombre  des  racinei  réelles  de  la  proposée.  Mais  si  cette  équation  n'est , 
comme  dans  le  nP  précédent,  qu'une  partie  de  l'équation  finale  qui  correâ- 
pond  aux  deux  équations ,  il  peut  y  avoir  plus  de  points  communs  que  Véquation 
n'a  de  racines  réelles.  Les  coordonnées  de  ces  points  vérifient  les  deuxéquations 
à  deux  inconnues  ;  mais  leurs  abseiises  peuvent  ne  pas  vérifier  la  proposée. 

399.  Second  FROBLàME.  —  Trouver  deux  lignes  moyennes  proportionnelles 
entre  deux  lignes  données  a ,  )>. 

Appelons  x  etr  les  deux  lignes  cherchées  ;  on  doit  avoir,  d'après  l'énonoé  , 

la  progression  géométrique 

H  «:*:r:  *,  ou  plutôt,  «  :  x::x:r,  et  x.v  ::^  :&; 


{X»  = 


-^ (!) 

hx (a) 


En  portant  dans  la  seconde  équation  ,  la  valeur  de  y  y  tirée  de  la  pre- 
mière, et  réciproquement ,  on  obtiendrait  successivement,  pour  les  équations 

finales, 

X  (x«  —  a*b)  =0,    y  (r'  —  «o»)  =  o^ 

et  par  conséquent,  pour  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  r> 

3 3   

(x  =:  G  et  j'  s=  o)  ,  (x  =  i/a«ft,      et     y^y/t^*' 

Le  premier  système  {x  -^zo,  y  ==  o)  vérifie  bien  les  équations  (i^  et  (9), 
mais  ne  signifie  rien  par  rapport  à  l'énoncé.  Quant  au  second,  il  représente 
évidemment  les  valeurs  arithmétiques  des  deux  moyennes  proportionnelles  f 
car  la  raison  de  la  progression  étant  (AJg.,  septième  édition,  n^  199) 


=vi. 


on  a ,  pour  les  deux  termes  cherchés , 

3    -      •  3   _ 

Mais  il  s'agit  ici  d'exprimer  en  lignes  ces  deux  moyennes  proportionnelles; 


V 
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fifr^fto»  ^fty  Idvt  M  réduit  ^  eop6truire  les  équations  (i)  et  (a)»  dont  U  pre- 
Fig.ïaS.  miàre  repréMateune  parabole  LAL'  (^.  aa5),  ayant  pour  jwrainè^  a,  et 
aMi  preimer  axa  dMS^  siifrant  Taxe  des^  :  la  seconde  est  aosî  une  piirabole 
NAN%  qui  «  ^  p<nttr  paramètre  ,  et  dont  Taxe  principal  est  diri^  /luivant 
l^mdaa*-.  •  """'       '        *.     ' 

Cet  deux  panbolés  passent  rtineef  l'autre  par  Porigine  qui  correspond  i 
la  solafîoD  1^  ^6>  7  s9  o)\  et  se  rencofttrent  en  un  second  point  M,  dont 
les  coordonnées  AP^  PM,  né^ontau^ré  chose  que  les  lignes  demandées. 

Diaprés  la  position  rwpeetive  dé  «es  deux  courbes ,  il  est  éviclent  qu'elles 
ne  penvient  avoir  qv«»ees  deux  points  communs  ;  et,  en  effet ^  les  équations 
à  deux  termes,  ar^  — «'ftaao,  r* — aMs=o,*  n'admettent  quVne  seule 
racine  réelle» 

Si  Ton  «joute  eatr«  ^Ids  les  équations  (i)  et  (a),  il  tient 

équation  d^iine>«lpMHftreiiee  et  oercl«,  dont  la  construction  pont  remplacer 
celle  de  l\uie  des  denx  cottrlws.  Elle  a  pour  coordonnée»  do  son  centre, 

-  et  -;   de  pins,  elle  passe  par  l*ori|{{ao;  ainsi  sa  eonslmelion  n^ofine 

anouoe  difficulté.. 

Soit',  comme  cas  particulier ,  &  =  i^i  ;  Téquation  x*  —  a^b  =  o ,  derient 
x>  -^  àai  c=  o  ,•  on  T^  =  94i',  et  peot  èttt  considérée  comme  H  traduction 
algébrique  de  ce  problème  :  Trouver  un  euhe  double  d*un  nutre  dont  le  toté  a 
est  donné,  i  « 

En  construisant  comme  dans  le  cas  général,  les  équations  x^'s^ay^ 
Fig.aV).  r'  «  %ax  {fg  336)  (Tune  d'elles  peut  être  remfrfacée  par  Téquation. . .  . 
r*  +X*  —  a^-~  Kur  =  o ,  et  supposant  que  Toii  ait  AB  =  a ,  on  obtient  AP 
pour  le  côté  cherché.  i 

If,  B.  —  Les  prablèmes  de  lattiSBCtion  de  f angle  el  de  la  duplication  du 
euhe  sont  deux  problèmes  connus  des  anciens  ;  ils  ont  beaucoup  oceopé  les 
géomètres ,  qui  en  ont  vainement  cherché  une  constrtictioii  |mrifoent  géih 
métrUfue»  On  appelle  ainsi  toute  construction  dans  laquél^  on  ne  fiiH  ^aêtcge 
que  de  la  ligne  droite  et  du  cercle.  Toutes  celles  où  Ton  a  reoonrs  aox  sec- 
tions coniques  ou  à  d'autres-  coorbes  sont  dites  de»  coAstraotiona  m^ca- 
nifuês,  parce  qu'en  général,  ces  eourbet^se  déternÛQcnt  d'abovd  par 
points  ,  et  se  tracent  ensuite  à  la  main  ;  ou  bien ,  on  les  décrit  p«r  lo  moyen 
d'une  règle. 

l)étermination  da  nombr   des  racines  réelles  d'une  équation 
numérique  par  des  intersections  de  courbes. 

400.  Une  équation  numérique  à  une  seule  inconnue ,  étant  donnée ,  si 
on  la  oooiidère  comme  le  résultat  de  réliminatiov  e^itre  deux  éclations  à 


L. 
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deax  inconnuejB,  et  que  Ton  construise  cea  .^^mm^.^il^loiit^^.oii^  f^t 
déjà  que  les  abscisses  des  points  dHnterseetion  de  leurs  Uenx  géométrique 
expriment  en  lignes  les  racines  réelles  de  lu  propofiçe.  Jf/ffifiiii^.fiu  détermi- 
nant par  le  procédé  connu  en  Gréométric ,  le  rapport  d#  çhacmne  de  ces 
abscisses  ATee  l'usité  linéaire ,  on  obtiendrait  approximativement  les  valetur» 
numériques  des  racines.  Mais  cette  méthode  ea^,  trèf  .^^^ç^o^use,  «n  ce 
que  Texactitude  des  résultats  dépend  du  dc^  de  j^feetioflr  de  TiBsInti- 
ment  dont  on  se  sert,  et  de  Tadresse  de  ce^ui  qui.  opir^.    -^  - 

Toutefois,  on  peut  employer  avec  avantage  «c» s^nies  de  eenstructions, 
pour  reconnaître  le  nombre  des  racines  réelle^  /d^une  équation  numérique, 
sans  être  obligé  d^avoir  recours  auK  méthodes  purement  analytiques  dont 
.remploi  entraîne  y  comme  on  lé  sait,  dans  des  calculs  très  laborieux. 

Gomme  nous  ne  connaissons  aucun  ouvrage  mo^ne  dans  lequel  cette 
idée  ait  été  développée ,  nous  croyons  devoir  entrer  dans  quelques  détails 
à  ce  styet.  ^ 

401.  prenons ,  pour  premier  exemple,  r^^uation  du  troisième  degr^ , 

*»— 6x  —  7=ao. ...     (i) 

Soit  fait  '  or»  =  aj^  ; (i) 

il  en  résulte  QJOr  —  &r  ' —  7  =  0...     (3) 

Ces  deux  équations  étant  construites  par  rapport  aux  mêmes  axes  AX, 
Alf  {fg.  3^7),  donnent,  1®.  une  parabole  LAV  qui  a  pour  paramètre  2,  c'„^,^m 
et  dont  le  premier  axe  est  dirigé  suivant  Taxe  des  y  ;  a^.  une  hyperb^e 
(  GMG',  FCF')  ayant  pour  asymptotes,  les  droites  r=s3,  xsso,    et 

passant  par  le  point  G  pour  lequel  <mar  =  o,    x:=.—  s* 

Or,  il  est  évident  que  ces  deux  courbes  ne  se  rencontrent  qu^en  un  seul 
point  M,  dont  lHd)eei|sd  AP  est  comprise  entre  a  et  3. 

iV.    B. —  Gette  équation  a  été  traitée  {Alg,,   chap.  VHI,  n^MS);  et 

comme  on  n^avait  obtenu  quVn  seul  changement  de  signe ,  on  s^était  trouvé 

«ians  la  nécessité  de  former  Péquation  aux  différences ,  pour  s^assuret  s^il 

tsjKistait  plus  d^iine  weine  réelle  ;  «sais  la  construction  précédente  démontre 

j5ur-le-€hamp  qu^il  a^y  a  en  effet  qù^une  seule  racine  réelle. 

Soit,  poxxt'iecond  exemple,  Féquation  du  quatrième 

x*  —  2X*  "h  ^x  —  3  =  0,... 

2>our  laquelle  la   substitution  des  nombres   entiers  consécutifs  ne  donne 
lieu  «iii'à  d«ilt  chtogemens  de  signe. 

Posons       ^  j;^  4=?^;...     (a) 

4j'*où  •  r*  —  ^r  -f- &f  —  3  =  o; 
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409.  Se^tmdexremarfu^^^'^^On  peut  enoore  expliquer  poui^ 
quoi,  dans  la  Géométrie  descriptÎTe,  il  suffit  de  deux  plans 
de  projection,  pour  fixer  la  position  d'un  point;  taadis  que, 
dans  la  Gréométrle  analytique,  il  faut  trois  plans  coordonnés: 

La  connaissance  des  proJ€^tiQD3  d'un  point  sur  uuplan  ho- 
rizontal et  sur  iy^j|>lan  vertical^  est  en  effet  suffisante  pour  les 
constructions  graphiques;  mais  ^Ll'on  veut  fixer analytique- 
ment  la  position  de  chacune  de  ces  projections ,  par  exemple, 
des  points^  m\  m%  il  faut ,  premièrement ,  tracer  dans  le 
plan  horizontal  {xj)  deux  ^es  rectangulaires  AX,  AT;  se- 
condement ,  tracer  dans  le  plan  vertical  (xz)  deux  axes  AX, 
AZ ,  en  prenant ,  pour  plus  de  simplicité ,  pour  axe  commun, 
Tintersection  des  deux  plans  de  projection.  Or,  il  est  évident 
que  les  deux  axes  AY»  AZ ,  déterminent  uu  troisième  plan 
rectangulaire  avec  les  deux  autres.  Ainsi,  géométriquement, 
à&jLjn  plans  suffisent  \  mais  analjrtiquemenJt ,  il  en  &ut  trois. 

410.  Lorsque  les  plans  coordonnés  ne  sont  pas  rectangu- 
Fig.334.  laires,  auquel  cas,  les  axes  AX,  AT,  AZ  {Jig.  ^34)  9  font 

entre  eux  des  angles  quelconques ,  et  sont  dits  des  axes 
obliques  ,  les  équations  d'un  point  M  sont  encore,     x  =z  a^ 

Mais  alors ,  a ,  6 ,  c ,  expriment  des  distances  comptées  pa- 
rallèlement à  ces  axes  ;  et  les  projections  du  point  M  s^ob- 
tiennent  par  les  lignes  Mm,  Mm^  Mm",  respectivement  paral- 
lèles à  AX,  AT,  AZ. 

Du  reste ,  tout  ce  qui  a  été  dit  n**  407 ,  406 ,  est  applicable 
au  cas  où  les  axes  sont  obliques. 

4il.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  de  l^ ex- 
pression de  la  distance  entre  deux  pointe  dont  les  ceordko9«- 
nées  sont  connues  {voyez  n°  157). 

Soient  âp',  j\  ^,  les  cooffdonmées  (d'u&  premisr  pountM, 

Fig.ï35.  (/gr.  a35) ,  a:'',  y',  z",  celles  d'un  second  peint  N>  rapportées 

d'abord  à  trois  axes  rectangulaires  AX,  AT,  AZ.  ïl  résulte  de 

la  remarque  (u^  40d)  que,  si  des  points  M,  N,  on  abaisse  les 
perpendiculaires  Mm,  t^/t,  sur  le  plan  des  xy^  puis  des  points 


m^n^l^ puraUèl^^  mP,  nQyk  l'axe desjj  il  fféndlte,  dte-je, 

que  Ton  a  /        .  ^       .        : 

AP=x',  mP=y,  Mr»=z',  et  À.Q=:x\  «Q==r\  Nl»=z^ 


Tirons  ensuite  mn,  ce  qui  déteroHnè  un  trapèze  MNnm  ; 
puis  lÉDenous  dans  le  jAmn  de  ce  trapÀze,  VH  parallèle  à  nm^ 
et  sur  le  plàndea^,  itL  parallèle  à  AX. 

Cela  pos^,  les  trîangites  rectangles  MNH  et  mnL  donnent , 


0 

•t 


BffW  s=  MH  +  »H  ==  m/i  +  NH, 
et  mn  ïsic    nL  -f-  mh  =  PQ  ■+•  mt  ; 


d^où  l'on  déduit    MN  =  PQ  -f  mL  -f-  NH. 

Vais  oa  a  eyidemment  • 

PQ  Œ  x'  —  x',     mL=y  —y,     NH  =  z' 
d'où 


2' 


r 

'S 


PQ  =  (ar'  —  a:')' ,  mL  =  0"  —y')',   NH  =  (a'  —  s')*  ; 
donc  enfin 

MN»,     o»    D»  =  (a;' ~ iO»  +  (r' — y)»  +  (s' —  z')'. 
et  par  conséquent,  D  =  i/(jr'— x')*4*(y— j^*)*  +  (z' — 2*)^ 

Telle  est  Texpression  générale  de  la  distance  des  deux  points, 
en  fonction  dei  coordonnées  dé  ces  points  rapportés  à  des  axe*. 
reclangnîaires. 

On  paiTÎentv^ncore  à  cette  formule  de  la  manière  suivante  s 
Soient  tirées  dans  la  figure  233 ,  les  lignes  AM,  Am  ;  les  p.  ^^. 
deux  triangles  AB#»,  AiwM,    rectangles,  l'un  en  B,  l'autre 

en  in,  donnent    Am  =  AbV  Bw*    AM%:  aIw  +  Mto.'^  d'où 

Aiw'==r  âbV  Rw  4-  M^  =  IbV  ac  +  ad! 
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représentent  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  A'  rapportée  aux  anciens 
axes.  Si  d^un  point  quelconque  M  de  la  surface,  nous  menons  les  coordon- 
nées MP,  MQ,  MR,  ces  droites  perceront  les  plans  y*',  x?^^  a/y*^  ani 
points  P',  (y,  R'  ;  et  Ton  aura 

MP   =  X,     MQ   =  r,      MR  =  u, 
puis  MF  =  x%     M<y  =  y,    MR'  =  «*, 

et 

P'P  =5  A'B  i=  a,    Q'Q  =  À'C  =  6,    R'R  =  A'D  =  ej 

ce  qui  donne ,  par  conséquent ,  les  relations 

X  =  x'  -f-  a,    r  ==  y  -f-  *,     «  :=  «'  -f.  c. 

Telles  sont  les  formules  au  moyen  desquelles  on  passe  d^un  système 
quelconque  de  coordonnées  à  un  système  parallèle. 

Les  signes  des  quantités  a,  6,  c,  font  connaître  (n<>406)  dans  lequel 
des  huit  angles  solides  formés  par  les  trois  axes  primitifs ,  se  trouve  la 
nouvelle  origine. 

N.B.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  Torigine  i«ste 
la  même ,  parce  que ,  si  elle  était  différente ,  on  commencerait  par  trans- 
porter les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  diaprés  les  formules  ci-dessus  ; 
et  Ton  changerait  ensuite  la  direction  des  axes  autour  de  la  nouvelle  ori- 
gine. 

4S0.  Second  cas.  ^-  Passer  d*un  système  rectangulaire  à  un  sTsthne  oblique 
de  mêrne  origine. 

La  méthode  que  nous  emploierons  pour  obtenir  les  formule?  relative  à 
ce  nouveau  cas,  est  fondée  sur  la  proposition  suivante: 
Fis. ai  I*  'Soient  LL',  KK'  {Jlg.  ^^1)9  deux  droites  indéfinies  situées  ou  non  situées 
dans  un  même  plan.  Abaissons  de  deux  points  A,  B,  de  la  première 
droite  des  lignes  Aa ,  Bb ,  perpendiculaires  sur  la  seconde  :  la  partie  ab  de 
cette  seconde  droite  est  dite  la  projection  de  AB  sur  KK'.  Cela  posé,  je 
dis  que  Ton  a  a&  ==  AB  cos  u^  v  désignant  Pangle  que  les  deux  droites  LL', 
KX',  font  entre  elles. 

En  effet,  soient  menés  par  les  points  A,  B,  deux  plans  MN,  PQ,  per- 
pendiculaires à  KK'  ;  ces  plans  contiennent  les  deux  perpendiculaires  Aa, 
Bb ,  déjà  abaissées. 

Du  point  A  tirons  ensuite  AI  perpendiculaire  sur  le  plan  PQ,  et  joignons 
,   le  point  B  avec  le  point  I  où  cette  perpendiculaire  rencontre  PQ  j  le  triangle 
AIB  est  rectangle  en  I ,  et  donne  (  n^  83  ) 

AI  =  AB.cosBAL 
Mais  Alszaby  comme  parties  de  parallèles  comprises  entre  plans  paral- 


\ 
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Soient  Afim  CM  ( J^.  a34)  un  paraUélépiDè^^^oblSqn^^  éii^nf^f  AI>)  trois  Fiff.a34. 
arêtes  coniîguês  ;  AM  l'une  de  ce»  diagonales. 

Posons,  pour  abréger,  AB  =  ;»,  AC=:^,  AD=r,  AM  =  D;  puis  BAC=a, 
BAD  =  C,  CAD -=  yt  DAm  =  ^  (les  quantités  D ,  ^ sont  inconnues). 

Les  deux  triangles  obliquagles  ABm,  AmM  donnent  (Trigonométrie, 
no  92  ), 

_«^»)       «..«.a        ^»^i     '    .  •>;   f.jJ  A'Oi 

Am  =  AB  H-  Bm  -^  aAB  .  Bm  .  eos  BAC, 

>  > 

— »        a         — — » 

et  AM  s=  Ant  -4-  fSm  4-  ^Am  .  M^t  •  eoi  DAm, 

d'où  AM  =  AbV  Bm  4-  MÏn+aAB  .  Bm  .  cos  BAC 

-i-aAm .  Mm.cos  DAm, 

ou  bien,  employant  les  notations  convenues  ^ 

I>  cB^i  «f.  ça  •!-  r*  -f-  a/pç  •  eos  «  +  t2r  .  Am  .  eos  <r. . .  (i) 

Ainsi  tout  se  réduit  à  déterminer  eos  /;  car  Am  est  déjà  connu,  d'après  la  , 

première  des  équatiops  ci-deèsus  ;  mais  nous  Terrons  bientôt  qu'il  est  inutile 
de  substituer  actuellement  sa  valeur. 

Pour  calculer  l'angle  /,  nous  aurons  recours  aux  principes  de  la  Trigono- 
métrie sphérique.  Considérons  le  point  A  comme  le  centre  d'une  sphère,  dont 
les  intersections  avec  les  plans  BAC ,  BAD ,  CAD ,  DAm ,  soient  les  arcs  de 
grand  cercle  EF,  £G,  GF,  GH;  il  résulte  de  eette  construction,  que  les 
angles  «^  C,  >  »  />  peuvent  être  remplacés  par  les  trois  cAtés  du  triangle 
sphérique  £FG  et  par  l'arc  GH  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

li'«*,BG  =  C,GF  =  >,GH=^/! 

Celâ^posé,  les  deux  triangles  sphériques  GËF,  GBÉf  donnent  (en  vertu 
du  principe  n^' 8), 

eos  y  —  eos  «  eos  C 

ces  E=  .'      '  f"  ->^-. 

sin«tinC       ' 

et  eos  /  =  ces  C  co9  EH  +  sin  C  sin  EH  eos  £  ; 

ou  ,  mettant  à  h.  place  de  eos  E ,  sa  valeur , 

•        -ri ^-.^o-^  »i»EHco,>~,inEHco«»«o.c 

sm  m  ' 

ou ,  réduisant  l'entier  en  fraction  et  observant  que 

•in  «t  eos  £H  —  sin  EH  coft  «  ss  sin  («  -^£&)  3s  sin  FH , 

-      sin  FH   .  sin  EH 

eos  /  =  eos  C  .    — r— -  4-  eos  y  .  — ; . 

sin  a  '        sin  « 
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«os  {afy  *\  tmiy'i  x)  -f  «o«  {^,y)  cos  (y,^)  -f-  cos  (x*,  z)  cos  ^y,  j?)  ».ô, 
cos  (j/,  x)  C08  (5',  x)  -H  cos  (x',^)  cos  {z^^y)  -*-  cos  (x',  «)  cos  («',  ^)  =0, 
cos  {jr*y  x)  cos  (•,  X)  -f-  cos  (y,  r)  cos  («',  r)  -f-  cos  (  r',  z)  cos  (^,  ;c)  =  o- 

On  ToU  doD«  q«e  les  eonstentes  qui  entrent  dans  les  formules  relatÎTCs 
au  OBS  a«tiMl  y  sont  liées  entre  elles  par  six  relations  différentes;  d^oû  il  suit 
que  de  CM  iieii/' cosinus ,  il  n^y  en  a  que  trois  dont  on  puisse  disposer 
arbitrairement. 

•  Il  existe ,  en  effet ,  d^autres  formules  propres  à  faire  passer  d^un  système 
rectangulaire  à  un  autre  de  même  espèce ,  et  dans  lesquelles  on  ne  fmit  en- 
trer en  considération  que  trois  constantes,  savoir: 

I  ^.--L'angle  que  la  trace  du  plan  des  xV  sur  le  plan  des  xy^  forme  avec 
Tancien  axe  des  x; 

a^.  —  L'angle  que  font  entro  eux  le  plan  des  a^y  et  celui  des  otr, 

3<^.  Enfin  —  Fangle  que  fait  Taxe  des  x',  avec  la  trace  dont  noas  Te- 
nons de  parler. 

II  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  données  suffisent  pour  fixer  la  position 
des  trois  nouveaux  axes ,  par  rapport  aux  anciens  ;  mais  ces  formules  étant 
très  compliquées  et  peu  symétriques ,  nous  renvoyons ,  pour  leur  détermi- 
nation, au  tom.  II,  numéro  \^^  de  la  Correspondance  de  V École  Polytech- 
nique, ouvrage  dans  lequel  nous  avons  puisé  également  la  métiiode  suivie 
dans  les  deux  derniers  cas  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Cas  particuliers  du  précédent.  ■ 

4âS.  On  peut,  en  conservant  Tun  des  anciens  axes,  celui  des  z,  par 
exemple ,  changer  la  direction  des  deux  antres  axes  dans  le  plan  des  xj^. 

Fig.943.  -  ^A'^s  ce  cas ,  on  a  évidemment  (Jig.  !i43) 

cos  fy,  x)  =  cos  [100°  -h  (x',  x)]  =t  — .  sîn  (a?',  x), 

cos  (r',  x)  =  0, 

cos  (x',  ^)  =  sin  (x',  x),     cos  (y',  y)  ==  cos  (x',  x), 

cos  (^,  r)  =  o, 

cos  (x*,  «)  =  o,     cos  (y,  £)  =  o,     cos  { «',  5)  =  I  ; 

ce  qui  donne ,  pour  les  formules  correspondantes , 

X  =  x'  cos  (x',  x)  —  y  sin  {y,  x), 
y  z=z  x'  sin  (x',  x)  -4-  y  cos  (y,  x), 

Les  deux  premières  sont  identiques  avec  celles  du  n^  fi&S ,  parte  quVn 
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si  l^on  connaissait  les  éqnations  ée  «es  projertîfoids  sur  èeux 
des  trois  plans  coordonnés. 

Ordinairement ,  on  considère  les  projections  de  la  droite 
sur  les  plans  des  œz  et  des  j^;  et  comme  ces  deux  plans  ont 
pour  axe  commun ,  AZ ,  c'est  cette  ligne  qui ,  dans  chacun  des 
plans  j  est  regardée  comme  Taxe  des  abscisses  ;  AX  est  alors 
l'axe  des  ordonnées  sur  le  plan  des  sczy  et  AY  l'axe  des  ordon* 
nées  sur  le  plan  des  jrz. 

Ainsi,  soient  MN  (Jig,  a36)  une  droite  quelconque  dans  p^;, -{5, 
l'espace ,  mn  ^  m^n\  ses  projections  sur  les  plans  des  crz  et  des 
jrz;  nous  présenterons  les  équations  de  ces  deux  projections 

sous  la  forme. . . .     <  ,      .    /•  )  \.    r 

a  y  b,  sont  des  constantes  qui  (n®  140)  désignent  les  tangentes 
des  angles  que  forment  mn,  m'n\  avec  }'axe  des  z;  et  «,  C, 
expriment  les  distances  de  l'origine  aux  points  B  et  C  où  ces 
droites  rencontrent  l'axe  des  x  et  l'axç  des  7*. 

414.  11  est  à  remarquer  que  l'équation  a^ss^z-f-^,  ex- 
prime non«>seulement  une  relation  entre  les  rr  et  les  z  de  tous 
les  points  de  la  droite  mn ,  mais  encore  une  relation  entre 
les  X  et  les  z  de  tous  les  points  du  plan  mnffM.  imaginé  par  mn^ 
perpendiculairement  au  plan  des  xz  ;  car,  pour  tout  point  M 
de  la  perpendiculaire  nM  â  ce  plan ,  les  coordonnées  or  et  z 
sont  (n^  408)  représentées  par  mP,  AP,  qui  appartiennent 

aussi  à  la  droite  mn, 

t 
Pareillement,  l'équation  j- =  6z -|- C,  convient  non-seu- 
lement à  tous  les  points  de  la  projection  ni'n\  mais  encore, 
à  tons  ceux  du  plan  mVNM  mané  perpendiculairement  au 
plan  des  j^z,  par  la  droite  m!n\ 

Donc  Iç  système  de  ces  deux  équations  existe  pour  tous  les 
points  de  la  droite  MN ,  intersection  des  plans  perpendicu- 
laires, et  .n'existe  que  pour  ces  points.  Ces  équations  sont, 
en  ce  sens,  les  équations  de  la  droite  elle-même 'j  quoique 


\ 


cl'aiMn^NiytfM^Iftê  «^lè»  tlftlta»  établies  que  tomme  edles  des 
de^t  projèfctlotlfl.^' 

Il  réftidte  de  \i  étidemment  que  Tëliminatioa  dé  la  va- 
riable z  euïie  les  deux  équations,  donne  lieu  à  une  troisième 
équation  en  x  et  j*,  qui  représente  )a  |)rojection  m'n'  de  la 
droite  sui'  le  plan  des  locj"  ;  ou  plus  généralement ,  cette  équa- 
tion appartient  à  tous  les  points  du  plan  MJfn'm''  mené  par 
la  droite  MN  perpendiculairement  au  plan  des  xj-. 

41tt.  Cas  particuliers.  Lorsque  la  droite  passe  par  l'origine, 
il  en  est  de  même  de  ses  projections  ;  ainsi  (  n^  415) ,  les  dis- 
tances MyC^  sont  nulles,  et  les  équations  de  la  droite  se  ré- 
^  duisentà  o^saaz^  j-tssthz. 

Il  peut  arriver  que  la  droite  soit  située  dans  l'un  des  plans 
coordonnés,  par  exemple,  dans  le  plan  des  xz.On  a  alors, 
pour  tous  les  points  de  cette  droite  ,  j*  =  o  ;  et  les  équations 
deviennent  x^saz  +  a^  jrz=iO'y  c'est-à«dire  que,  dans  ce 
cas,  on  doit  avoir  b=zo  et  C=6;  ce  qui  est  évident  d'ail- 
leurs, d'après  la  figure,  puisque  la  projection  de  la  droite  sur 
le  plan  des  jrz,  se  confond  avec  l'axe  des  z. 

Même  raisonnement  par  rapport  aux  deux  autres  plans 
coordonnés. 

410.  Tant  que  les  constantes  a,  6,  «,  ff,  sont  données  à 
priori  j  la  droite  est  complètement  déterminée  déposition. 
Pour  en  obtenir  les  différens  points,  il  suffit  de  donner,  dans 
les  deux  équations  xzssaz  +  a^  j'sste-l-C,  à  la  variable  z 
par  exemple ,  une  valeur  particulière  z  ;  ce  qui  entraine,  pour 
chacune. des  deux  autres,  x  etj^,  une  valeur  correspondante, 

savoir:        rc  =  az'  -f*  ^  ==  ^'>    ^  =  te' -f-  C  =y . 

rîg.a37.  P'^enant  alors  sur  AX  {Jig.  287),  une  distance  AP=  x',  on 
mène  Pm*  parallèle  à  AY  et  égale  à  y  ;  puis  au  point  w/,  on 
conçoit  une  perpendiculaire  au  plan  des  ^,  qui  soit  égale 
à  z.;  et  le  point  M  ainsi  déterminé,  appartient  à  la  droite. 
On  obtiendrait  de  la  même  manière  tous  les  autres  points. 
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noti9  parlespoiiiAsfi^Cy  D,4iles  plans  parallèles  aux  plansidoiiaés. 
D'abord^  puisque  les  dsux  premiers  plans  parallèles  ont  lous 
leurs  poinis  placés  aui:  4Î8ta9çes  u  ,4 ,  ,dps  pla|if  1^Z\  XÂZ» 
il  s'ensuit  que  tous  les  points  de  Mn?,  intersection  commune 
de  ces  plans  parallèles ,  jouissent ,  exclusiyeiAent  à  lout  autre 
point ,  de  la  propriété  d'àti^e  à  œs  mêmes  |iji|tani)eis.'  de  YAZ  fit 
de  XAZ.  Dbtic  déjà  le  paîpt  cherché  se  trouve  sur  cettie  ligiw^ 
D'un  autre  côté^  le  point  doit  aussi  être  situé  quelque  part  sur 
le  troisième  plan  parallèle ,  puisque  tous  les  points  d^  ç^^liim 
sont,  à  l'exclusion  de  tout  autre  point ,  â  la  distance  AD  sssc 
du  plan  XAT.  Donc  enfin  le  point  chf^rché  n'est  autre  chose 
que  le  point  M  où  le  troisième  plai^  gnifi^I^e  coupe  ^'interac- 
tion çommume  des  deux  premers  ;  et  sa  position  est  toul^à-* 
£ût  déieraainée. 

Kons  conviendrons  de  désigner  pair  x  les  diaCAnces  au  fil«n 
TâZ  comptées  sur  AX ,  par  j-  les  <Hstapces  au  plan  XAZ  comp- 
tées sur  AY,  et  par  z  les  distances  au  plan  XA Y  comptées  sur 
AZ  ;  en  sorte  que  AS*',  AY,  AZ ,  întersectioin  des  W/oi^  plans 
deux  à  deux ,  seront  les  4$3Beê  des  or,  des  x  et  des  s.  On  les 
appelle  conjointement  axes  coordonnés  /  et  les  distanoes  dont 
nous  venons  de  parler  sont  dites  les  coordonnées  du  point. 
Toutes  ces  dénominations  «ont  analogues  à  celle»  que  nous 
avons  employées  dans  la  Géométrie  à  deux  ditfisnsîofas. 

Nous  nommerons  aussi  plan  des  j-s^  le  plan  YAZ  perpendi-* 
cuiaire  à  l'axe  des  x;  plan  des  xz ,  le  plan  XAZ  perpendicnkàre 
à  l'axe  des  J-;  et  plan  des  x)^  le  plan  XA  Y  '  pespendicidaire  à 
l'axe  des  z.  Ce  dernier  plan  est  ordinairenieni  reprëseaité  dans 
une  position  horizontale  ,  qt  les  deux  autres  dans  une  position 
verHcale, 

il  résulte  de  ce  qui  a^té  dit  plus  haut ,  que  les  équations 

iT  =i  a,     y  zsi.  bj     z  =^'  C, 

(a,  bjCy  étant  des  quantités  connues)^  snfEuent  pour  fixer  la 
position  du  point  d^ns  l'espace  ;  elles  sopt  ^  ppur  cette  tam>n  » 
nommées  les  iquati^fi^  du  poif^^. 
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4|tt.  StcOMDE  <riK8Tfôii.  — l^ar  Ml  point  donné  hors  d'ime  droite,  mengrwt 
ffar^llèh  à  cette  droite. 

Soient  a^y  x'f  ''»  ^^  coordonnées  du  point.  On  ft  pour  les  écpiations  de  h 

droite  donnée  > 

X  =  a;  -f-  <(» 
r  :»  &'  4-  C. 

I 

Celles  de  la  droite  cherchée  «ont  (  n^^  4i7)  de  la  forme 

X  —  x' =  «'(r  —  r'), 

41,  h',  étant  des  quantités  quUl  s'agit  de  déterminer. 

Or,  puisque  les  droites  sont  parallèles ,  les  plans  qui  les  projettent  res- 
pectiyement  sur  les  deux  plans  des  xs  et  des  /s,  doivent  être  parallèles j 
donc  les  intersections  de  ces  plans  parallèles  avec  les  plans  coordonnai 
<e^est-à-dire  les  projections  des  deux  droites,  sont  elles-mêmes  parallèles. 
Ainsi  Ton  a  nécessairement  (n^  iiSO)  les  relations  i/=~ay  i'  =  6;  ce  qui 
donne  finalement  pou?  les  éqnations  de  la  droite  cherchée, 

X  — x' =  «(«  —  s'),  r— y  =  *(«  —  /). 

419.  Troisième  question.— -Deux  droites  étant  données  par  leturs  équaiUms, 
exprimer  par  Vanalyse,  que  ces  droites  se  rencontrent ,  et  trouver ^  dans  ce  cas, 
les  coordonnées  de  leur  point  ^intersection. 

Soient    f  "^^f  i*'-\^"^J    ^  l'^tlli fl 

les  équaUona  des  deux  droites. 

Si  elles  se  coupent,  les  coordonnées  de  leur  point  dUnterseetioa  dmvcM 
vérifier  à  la  fois  les  quatre  équations  ci-dessus;  ainsi,  ces  coordonnées  se 
sont  autre  chose  que  les  valeurs  de  x,  7-,  5,  propres  à  satialaire«n  nènc 
temps  à  ces  équations.;  et  comme  on  a  trois  inconnues  à  éliminer  entre 
quatre  équations^  on  doit  nécessairement  (AJg.,  chap.  P^,  n^*  79)  parve- 
nir à  une  relation  entre  les  constantes  a ,  fr ,  «,  C,  a',  C,  «^,  C 

Les  équations  (i)  et  (3),  (a)  et  (4),  retranchées  suceessivement  rose 
de  Tautre,  donnent 

o  ss:  (a  —  o'Ys  «f.  Cl  —  «';    d'où    »  =  — —31 

a  •— •  <r 

o  =  (ft  —  A')*  +  C  -  C'î    d'où    z  =  f-^.> 
Or,  ces  deux  valeurs  de  e  doivent  être  égales  ;  on  a  donc 

^l5y=j^,  ou  bien,  («'-*)(ft-i')-(C-C)(a-a')=o...S 


'  /fomsi  i/g9^^^  San 

p}^  est  iftv^;  Ht  l^oivaittiÂli^iVB^l^%||qMa^9i)ii^  de  ce  points 


-^        —  d. 

De  liiême  ,  un  point  placé  à^r  Faktt'i^  tr^f  ^ponrvleffu'^'^les 
distances  aux  plans  des  xz  et 'des  sif^'^sont'flult?^'  k  la  fois, 
aurait  pour  équations  9     ^— ,-»» .  .« 

'*'      •    -*  Œ  tf,  '  J-  =  cr,     z  ^m  o,    .' 

£t  aiqsi  de^  autres  pcûat»  placés ,  soi^  sur  Jes  plaiis,  soit  sur 
les  axes  coordonnés.  ^ 

M^i'Première  remarque.  -^  Les  ^(ans  piirallèi^s  auy  trois 
plans  coordonnés ,  et  qui  ont  aeavi  '(n^  406)  à  fixer  la  position 
du  point  M  (Jig.  ^33)  ^  détècmîiienA  arec  ceux-ci  vn  parallé-  Fig.i33. 
lépipède  rectangfe ,  dont  les  donze/Hièli^i  j?ga)es  4  à  /^  ne  sont 
autre  chose  que  les.  trois  coecdoiUM^  ^^*JC>r^^  di\,  point  M. 

D'un  autm  côte,  ;  Vom  sait^^qiiei  les  i<pie4s.  m^  m\  m'\  des 
perpeâdiculaires  abaisséeft.sur  les  pkos  c^rdonués ,  sont,rsn 
terme  de  Géométrie  descriptive ,  ks  projections  du.poipt  M  sur 
ces  trois  plans. 

D'après  cela  ,  si  Ton  suppose. que  ^  s?  <?,  ;fr  =;  ^,  3,=  c « 
soient  leS'^iéquations  du  point  M ,  on-  a  jioub  ks^.coordonnées 

de  m\  les  équations ,      .x*  rrr  a ,    j-  =  b  ; 

pour  celles  du  point  m", <r  s:^  a^     z  =  c  ; 

ce  qui  donne  pour  celles  du  point  m' , . .    j*  =±  è^     s   =  c. 

D*oà  Ton  voit  que  les  projections  du  point  M  sur  deux  des 
plans  coordonnés  étant  connues,  la  troisième  projection  s'en*- 
suit  nécessairement. 

Cest,  au  reite,  ce  qu^on  peut  Meonnaltre  aiséoieat  sur  la  figure.  En 
effety-soimit  m,  n/f  les  projeetions  données;  menouB  de  ces  points,  et 
dans  les  plans  des  xx  et  des  xg ,  mC ,  nfû ,  parallèles  à  AX  j  puis  des 
points  G,  D>  et  dans  le  plan  des  ysy  élevons  Cm''  parallèle  à  AZ,  Dm" 
parallèle  à  AT  ;  le  point  nH*  où  ces  deux  dernières  lignes  se  rencontrent^ 
repréfente  la  troisiètaie  projection. 
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•  4M.  Sis€vnde^maique^.^m^'^Oïi  peut  encore  eipliquer  pomv 
quoi  y  dans  la  Géométrie  descripUve,  il  suffit  de  deux  plans 
de  projection,  pour  fixer  la  position  d'un  point  ;  tandis  que, 
dans  la  Géométrie  analytique ,  il  faut  trois  plans  coordonnés: 
La  connaissance  des  projoetiqnA  d'un  point  sur  on.  plan  ho- 
rizontal et  sur  ly^jplan  vertical^  est  en  effet  suffisante  pour  les 
•constructions  graphiques;  mais  ^Ll'on  veut  fixer  analytique- 
ment  la  position  dç  chacune  de  ces  projections ,  par  exemple, 
des  points,  m\  m",  il  faut ,  premièjremenl  j  tracer  dans  le 
plan  horizontal  (xjr)  deux  «|xes  rectangulaires  AX ,  AT;  se- 
condement, tracer  dans  le  plan  vertical  (xz)  deux  axes  AX, 
AZ ,  en  prenant ,  pour  plus  de  simplicité ,  pour  axe  commun^ 
riutersection  des  deux  plans  de  projection*  Or,  il  est  évident 
que  les  deux  axes  AT,  AZ  ^  déterminent  un  troisième  plan 
rectangulaire  avec  les  d^ux  autres.  Ainsi >  géométriquement, 
deu;L  plans  suffisent  *,  mais  anaJytiquement ,  il  en  Caut  trois. 

410.  Lorsque  leâ  plans  coordonnés  ne  sont  pas  rectangu- 

Fig.a34.  laires,  auquel  cas,  les  axes  AX,  AY,  AZ  (Jig.  a34),  foDi 

entre  eux  des  angles   quelconques ,  et  sont  dits  des  axes 

obliques  ,  les  équations  d*un  point  M  sont  encore,     x=zay 

jr  =  by    Z=C. 

Mais  alors ,  a ,  6 ,  c ,  expriment  des  distances  comptées  pa- 
rallèlement à  ces  axes  ;  et  les  projections  du  point  M  s'ob- 
tiennent  par  les  lignes  Mm,  Jdm\  Mm'',  respectivemei^t  paral- 
lèles à  AX,  AY,  AZ. 

Du  reste ,  tout  ce  qui  a  été  dit  n**  407 ,  40S ,  est  applicable 
au  cas  où  les  axes  sont  obliques. 

4ii.  Occupons-nous  maintenant  de  ia  recherche  de  k'ex^ 
pression  de  la  distance  entre  deux  points  dont  les  C€iov4o9« 
nées  sont  connues  {voyez  n"  157), 

Soient  x\  jr\  2^9  les  coovdonBées  id'un  premiisr  poi«iM, 

Fig,235.  {fig.  aSS) ,  a:*',^^*',  a",  celles  d'un  second  peint  N>  rapportées 

d'abord  à  trois  axes  rectangulaires  AX,  AY,  AZ.  Il  résulte  de 

la  remarque  (n^  40ë)  que,  si  des  points  M,  N,  on  abaisse  \t» 
perpendiculaires  Mm,  ^/t,  sur  le  plan  des  xj^  puis  des  points 
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THytiflfiB  porallèle»  mP,  /»Qy  à  Taxe  des  j^,  il  eisidte ,  dis-je, 

que  Ton  a  ^        .  '       .        .: 

AP=:a:',  mP=y,  Mm=a',  et  AQ=ar%  iiQ=y-%  N»=z\ 

Tirims  entatte  mn,  ce  qm  déterminé  un  trapèze  MNnm  ; 
puis  tenons  dans  le  fÂani  de  ce  trapjze,  If  H  parallèle  à  nm, 
et  a«r  le  plan,  des  rr;^,  nL  pavàUèle  à  AX. 

Cela  postf ,  les  triangles  rectangfes  MNH  et  mnL  donnent , 


Mïf  =  MH  +  HH  ==  mn  +  NH, 
et  mn  a*    nL  -^  mh  =  PQ  +  mL  ; 


d^où  Ton  déduit    MN  ==  PQ  +  mL  -f.  NH. 

*  •  * 

Mais  oa  a  évidemment  >  . 

PQ  s=  x'  —  x',    mL=y—y,    NH  =  z'  -  z'; 
d'où 

PQ  =  (x'  —  x'y ,  ^  =  (y  — y')%  nh  =  (a'  —  z")'  ; 

donc  enfin 

r 

MR»,     oa    D»  =  (x' —  iO»  +  (y  _-y)«  4- (z' _  z')', 

et  par  conséquent,  D=  l/(a;'— x')»+(y— J"T  +  (z'— 2")^ 

Telle  est  l'expression  générale  de  la  distance  des  deux  points, 
en  fonction  dei  coordonnées  dé  ces  points  rapportés  à  des  axe&. 
reciangoiaires. 

On  patrientvçncore  à  celte  formule  dé  la  manière  suivante  t 
Soient  tirées  dans  la  figure  233 ,  les  lignes  AM,  Am  ;  tes  j..  ^^3. 
deux  triangles  ABm,  AiiiM,    rectangles,  Tun  en  B,  l'autre 

en  m,  donnent   Am  =  AB  +  Bm*    AM*=  Am  +  M^'^  d^ 

AM  =  ÂB  +  Bm*+  Mi^'=  IbV  AC  +  Âd! 


"oiv 
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30-  —  Enfin ,  les  équations  (8) ,  ou    ' 

cos«  =  acos)»     coftC  :=  hcoêy, 

étant  élevées  aa  carré  et  ajoutées  avec  IMdentité  cos*y  =  008*7  >  donnent 

•   eoa^'<*f*  «Oft<  4-  cos»^,    ou    i  =  (a*  4.  6*  ^  1}  cos'^; 

donc  *•  ^ 

t    -  -  è 

cog^  =      '  -f    cosC  s= 


!/«•  -H  *■  •♦•  I  l/«*  -i-  *•  H-  I  * 

COaflt  es    ■  ■    I.     ■        I     .M  ,...     (9) 
V/a»  -f.  ^«  -f.  I 

Ces  dernières  formules  donnent  les  angles  que  forme  une  droite  avec  les 
trois  axes  y  connaissant  les  tang^tes  a^i^  des  angles  que  les  projeetions 
sur  les  plans  des  xz  et  des  yzy  font  avec  Taxe  des  5. 

Béciproquement ,  lorsqu^on  donne  les  anglee  que  la  droite  €ç>rme  aTec  les 
trois  axes,  les  formules  (8)  font  connaître  les  constantes  a  y  &,  des  équation 
de  la  droite. 

Nous  observerons  à  ce  sujet  que,  d'après  la  relation 

co8*«  +  cos*C+cos«7  =  i ,  qui  lie  les  angles  «,  C,  7^  on^  ne  peut  donner 
arbitrairement  que  deux  de  ces  angles;  et  la  relation  donne  la  valeur  eor* 
rcspondante  dn^roisième  angle.         ^ 

425.  Reprenons  la  formule  (6),  et  voyons  ce  qu'elle  devient  dans  les  dem 
hypothèses  où  les  droites  données  aont  parallèles  ou  perpendiculaires  ende 
elles. 

Dans  le  premier  cas ^  on  doit  avoir  cos  V  =  i^  et  Ton  obtient  entre  a,  h, 
4/,  h' y  la  relation 

ad  -f.  hV  4-  I  =r  l/(a»  -^  i»  -f.  i)  {cF*  4-  h'*  4-  l). 

Faisant  disparaître  le  radical  ^  développant  et  réduisant ,  on  peat  la  trans- 
former ainsi: 

(a  ^  a' Y  4-  (5  —  y)-  +  («*'  —  htfy  =s  o, 

équation  qui  ne  peut  évidemment  exister^  à  moins  que  Ton  n'iait  séparé- 
ment ,  ar=,tiy  h-=zVy  ah'  •=.  5a'. 

La  dernière  de  ces  trois  relations  est  implicitement  comprise  dans  les  dem 
autres;  et  Ton  sait  déjà  (n^  418)  que  celles-ci  expriment  que  deux  droites, 
dans  Tespace,  sont  parallèles  entre  elles. 

Dans  le  second  cas,  cosV  doit  être  me/:  ce  qui  donne  ttéeesssiieBMBt 

,«'  4.  55'  4.  I  =  o 
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Telle  est  la  condition  qui  exprime  que  deux  droites  sont  perpeadiculaireft 
Fune  à  Fautre  ;  ce  qui  perut  avoir  lieu  d'ailleurs  y  sans  que  ces  dfoites^  se 
coupent. 

En  y  réunissant  Téquation 

{a  -  a')  (C  -  C)  —  (&  —  i')  {*'  —  «):=:  o^ 

trouvée  n^  419  f  on  await  les  deux  relations  qui  doivent  ^islnr  entre  les. 
constantes,  pour  que  les  droites  se  coupent  à  angle  droit. 
La  formule  (7}  devient,  dans  la  même  circonstance, 

cosfit  eosa'  -f*  cosCcoftC^  -4»  eos^-eos^f  =s  o^ 

résultat  dont  nous  ferons  usage  par  la  suite.  ^ 

424.  Nous  pouvons,  à  Paidedes  principes  qui  viennent d^ètre  établis., 
résoudre  en  trois  dimensions  le  problème  que  nous  avons  résolu  (n^'  i^)  ent 
deux  dim^sions  :  abaisser  d*un  poimt  donné  hors  d'une  droite  une  perpendi- 
culaire sur  cette  droite,  et  trouver  ia  longueur  de  cette  perpendiculaire. 

Soient,  en  effet ,  :r  =  as+ «,  ^  =s  (^  4*  Cy  les  équations  de  la  droite 
donnée.  Si  Ton  appelle  a^,  y  y  sfy  les  coordonnées  du  point  >  on  a  (n9  417), 
pour  la  droite  cherchée ,  deux  équations  de  la  forme 

les  quant^és  a',  h',  sont  les  seules  constantes  qui  restent  à  déieinniiier. 

Or,  puisque  les  deux  droites  doivent  être  pevpendicula&es  Tune  à  Fautre, 
on  a  cette  première  relation  aa^-f-ifr'  +  i  =oî  d^aiUeurs^  pour  qu^elles  se 
coupent ,  il  faut  (  n<>  419)  que  Fon  ait 

(«  —  «')  (C*  —  C) -.(&  —  *')(«'  —  «)  =  o, 

ou  mettant  à  la  place  de   C^,  «'^  leurs  valeurs     y  —  &V      et      «'  — >  «V» 

(a  —  a')  {y  —  AV  —  C)— (ft  —  A*)  (oK  -^  «V—  «)=o. 

Cette  relation ,  combinée  avec  nd^  -f-  6M  «f*  1  sz  o  ^  donnerait  lés  valeurs 
de  </,  h\  qui,  reportées  dans  lès  équations  de  la  seconde  dyoite,  condui- 
raient finalement  aux  équations  de  la  droite  (Perchée. 

Sfais  les  calculs,  et  ceux  relatifs  à  la  seconde  partie  de  la  question ,  ne 
laisseraient  pas  que  d''ètre  assez  compliqués  ;  et  nous  verrons  bientôt  un 
moyen  beaucoup  plus  simple  de  résoudre  ce  même  problème^ 

4528*  Scholie  général.  Les  principes  établis  sur  la  lig^ne  droite,  depuis 
le  n^  415  jusqu'au  n^  419  inclusivement,  sont  vrais,  ifuelle  que  4oit  Vin- 
cUnaison  d?s  axes  coordonnés.  Ainsi,  dans  le  cas  d'axes  obliques,  les  équi^». 
tioDS  d'une  droite  sont,  toujours  de  la  forme 

X  ss  az  "^  Ay    X  i=s  be  -^  Ci 


t 


5^  ÉQiuflrioif  Bi}  Tua. 

9im\itiTa^i,j,^fiflp^  f%Uipp^*^r«  prqj/etéçB  surrloa  plaps  e^oar^nndB  par 
doH  perpeodiculaires  à  G«fl  plans  ^  le  sont  (n^  410  )  parallèlement  aux  axesi 
et  les  quantités  a  y  h  y  n^expriment  plus  dès  tangentes  trigonométriqneSy 
rAttiè'dii>rajt^èik»Sif^fîuyyMHbk\iièi^^it,  C,  consenrent  la  même  accep- 
tion. 

Xes  é^at^fif^  <r^i^  dçpit^  jpf^sau^j^^deux  points  donaés^des  Gonditîoiis 
de  parallélUme  de  deux,dr<fite^,  QiCy  sont  aussi  indépendantes  de  Pincli- 
naison  des  axes  ;  niais  il  n'^en  est  pas  de  même  de  la  question  qui  a  pour 
objet  la  détermination  de  Fangle  de  deux  droites  y  et  de  toutes  les  consé- 
quences qui  en  ohé  «té  déduites ,  puisqu'on  a  fait  entrer  en  consideratuA 
'  Texpression  de  la  distance,  entre  deux  points  donnés. 

0?tte  temtiti^^  étft  importante  pour  lès  jeûnes  gens  qui  voudraient  faire 
quelques  applications  de  ces  principes. 

\   -t 

§  lll^,  j[^ç  f^qmtiûn  dif  plan  et  de  ses  combinaisons 
ai^ec  lèsi^^qu^tiûfis du  point  et  de  la  ligne  droite • 

426.  De  même  qu*une  ligne  droite  est  fixe'e  de  portion  sur 
un  plau  pei(  un«  équaktion  du  premier  degré  entre  les  coprdon- 
iides  or,  J'y  de  chacun  de  ses  points  rapportés  à  deux  axes,  nous 
nl]on«  recotnAattre  qa'iwa.plaiLse  détermine  nisissl.de  position 
par  rapport  à  trois  autres  plaiis ,  au  moyen  d'une  équation  du 
premier  degré'ett  or,  y^  S;  èes  variables  désignant  les  distances 
de  chacun  des  poiiits  du  plan  aux  trois  plans  coordonnés. 
Flg.î38..  Soient  DB.  DC  (fi^,  23p)  les  traces  d'un  plan  qfiçlg^nque^ 
c'est-à'-dire  les  interseclions  de  ce  plan  avec  deux  des  plans 
coordonnés  (qui  peuvent  être  indifférerainent  rectangulaires^ 
ou  obliques). 

.  Parmi  }es  diffeVciites  manières  de  concev.pir  une  surface 
^)èane,  il  en  est  une  qui  consiste  à  la  regarder  cornooke  [engen-- 
ilrée  par  le  mouvement  d'une  droite  indéfinie  qui  glisse  le 
long  d'une  autre  droite^  aussi  indéfinie  j  sans  cesser  d'être 
parallèle  à  elle-même. 

Ainsi,  par  exemple ,  si  par  les  différens  points  de  la  droite 
1)B ,  on  imagin<f  un,e  suirte  d'autres  droites D'C,  D^C...^  paral- 
lèles à  DG ,  il  est  (évident  que  cette  suite  de  droites  appartient 
au  plan  que  nous  considérons;  par  conséquent^  ce  plan  peut 
être  regardé  comme  engendré  par  le  mouvement  de  la  trace  DC^ 
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]e  lonn  de  la  trace DB ,  de  rtfàtli%Vd  SI  i^tëlr  CrtfilMàtndiiéht  pà- 
rallèle  à  sa  direction  primitive. 

C'est  cette  propriété  caractéristique  que  août  allons  essayer 
de  traduire  en  analyse. 

Comme  la  droite  DB  se  troiive  tcmt  entftrê  dans  le  plau 
des  xzj  ses  équations  sont  (n^  411$)  de  la  forme 

j- =  o,     z  =  mx  +  p....  iil, 

Par  une  raison  analogue ,  les  équatiops  de  la  trace  DC  sont 

X  =  o,     a  =  n^-  4- />..»..  (2) 


'K   -\ 


(Nous  supposons  ici  les  équations  résolue^  par  rapport  à  z» 
parce  que  les  deux  traces  doivent  passer  pat  un  point  D, 
dont  le  2  (ou  p)  est  commun  aux  seconds  membres  de  ces 
équations.) 

Cela  posé,  considérons  la  trace  DG  dans  uKie  situation  quel- 
conque, B'C  par  exemple;  on.  a  nécessairement  (n®4l8), 
pour  les  équations  de  cette  droite  parallèle  à  DG  y 

a:  =  • ,     z.  =  «7^  +  C; .  • .  *  (3) 

tf  y  C,  sont  des  quantités,  constantes  pour  tous  les  points  d'une 
inêmc  position  JÏC  de  la  génératrice,  msàs  variables  d^ne 
position  à  une  autre  D^C.  .  ' 

Il  nous  reste  encore  à  exprimer  que  la  génératrice  rencontre 
dans  toutes  ses  positions  la  trace  DB  ;  et^  pour  cela>  il  faut 
(  11*419)  écrire  en  analyse  que  les  équations  (ij  et  (3)  ont 
lieu  en  même  temps  ;  ce  qui  donnera  une  relation  entre  les 
indéterminées  «,  ^,  et  les  quantités  connues  rn^Uj  p.  Com- 
binons dpnc  ensemble  ces  quatre  équations. 

La  seéonde  des  équations  (3)  devient,  à  cause  de  la  pre-^ 
mière  des  équations  (i)  ,       z  =  f ,  1       • 

Portant  les  deux  valeurs  rr=« ,  z^^C ^  dans  la  seconde  de& 
cquations /i),  on  obtient  pour  la  relation  demandée, 

r 

fi  =  mî6  4.  /o. . . .  (4), 
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Obtervon»«^i«eUestte»t  ^e,  pour  chaque  position  de  k 
génératrice^  l«)i  équationt  (3)  et  Téquatioa  (4)  doivent  être 
«tlîsfidteo  giuMpltanémenli ;  doi^c  (|i<»  âi4}^  si  Ton  élimine 
entre  ces  équations  les*  indéterminées*,  S^  l'équation  résul- 
tante en  oPfj^f  ^»  et  quantités  connues-,  appartiendra  aussi 
à  tous  les  points  du  plan. 

'    Or,  les  équattoi»  (3)  dcmnani   «=ca?,  S.z=zz^^y,  Ué- 
quation  (4>  devient 

z  —  /y^  =1  mx  -f^  />; 

oubieu,  z  =  mx+  nf  -f-  />,.,  (5) 

Telle  est,  en  général,  Téquation  qui  exprime  la  position 
d'un  plan  dans  l'espace ,  et  qui  en  est ,  pour  ainsi  dire ,  la 
représentation  analytique^ 

Pour  faire  concevoir  comment  cette  équation  représente 
.  chacun  des  points  de  la  surface  plane ,  supposons  qu'on  ait 
pris  pour  les  variables  Xy^r^  un  système  de  valeurs  ^pxszKdy 
j  =  d!c\  Si  du  point  c'  on  élève  c'E'  perpendiculaire  au  plan 
des  xy^  et  égale  à  la  valeur  correspondante  de  %  »  tirée  de  l'é- 
quation (5),  le  point  £%  ainsi  déterminé,  appartiendra  au 
plan ,  et  ne  peut  appartenir  qu'à  lui. 

Même  raisonnement  pour  d'autres  valeurs  attribuées  à  x 
et  à  J-.  • 

2V.  ^.  «^  De  tous  les  iiioyens  qu'on  emploie  ordinairement 
pour  trouver  l'équation  du  plan,  nous  avons  préféré  le  pré- 
cédent, d'abord ,  parce  qu'il  a  l'avantage  d'être  indépendant 
de  l'inclinaison  des  axes  coordonnées,  et  ensuite,  parce  qu'il 
s'applique  à  la  recherche  des  équations  d'autres  surfaces  dont 
la  génération  offre  de  l'analogie  avec  celle  du  plan.  Nous  en 
verrons  des  exemples  par  la  suite. 

427.  Les  constantes  m,  n,  />,  -qui  entrent  dans  Féquatioa  du 
plan,  sont  faciles  à  définir.  Aiosi^  les  quantités  m  et  n  ne 
sont  autre  chose  que  les  tangentes  des  angles  que  forment 
les  traces  DB ,  DG,  avec  les  axes  des  x  et  des  j-.  Quant  à  la 
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quantité  p ,  on  l'appelle  le  z  à  l'origine  ;  c^est  la  disiance  de 
l'origine  au  p(dnt  où  le  plan  rencontre  l'axe  des  z* 

Lorsque  le  plan  passe  par  l'origine  >  on  a    p  ses  o  »     ei  IV- 
qualîon  se  réduit  à  ^ 

z  =  mx  +  n^, 


équation  qui  est,  en  effet ,  vérifiée  par  xtsgtOj  y^^o^  z^^o, 

428.  Je  dis  que,  réciproquement ,  toute  équation  du  premier 
degré  à  trois  variables , 

kx  +  Bjr  +  Cz  +  D  =  Oy 

appartient  à  un  plan. 
£n  effet,  on  en  déduit 

_        A  B  D 

z  —  ^  -^X  ^^jr—^. 

Or,  ri  Ton  considère  deux  droites  dont  les  équations  soient 
pour  la  première,       ^  =  o,    z  c=s  —  ?r  ^  •"  pr» 
et  pour  la  seconde,      xsso,     z=5-^jrJ'-**F» 

on  peut  regarder  ces  droites  comme  les  traces  d'un  plan  sur 
ceux  des  xz  et  des  j^z;  et  si  Ton  recherche  l'équaticm  de  ce 
plan  d'après  la  méthode  du  n®  426 /on  trouvera  nécessai- 

A  B  D 

rement  z  =  -  ^  x  -  ^  j^  ^  ^,   ^ 

ou  bien,        Aa;4-B7"+Cz  +  D  =  o...  (i) 

Donc ,  réciproqnemeot ,  etc. 

N.  B.  —  Quoique  Féquation    «  =s*maj  +  f^  +/>    ne  rcn-^ 


ferme  que  trois  constantes ,  tandis  que  Téquation  (i)  en  ren- 
ferme quatre j  elle  n'en  est  pas  moins  aussi  générale  que  celle- 
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ci,  doD^  iè  prettiiér  membre \)eut  toujours  être  divisç  par  l'un 
de  ses  coefficieus.  jtfais  nou^  considérerons  presque  toujours 
l'équation  du  plan  sous  Ija  forme  (i) ,  parce  qu'elle  est  plus 
symétrique^  et  qu^én  otltfe',  loi^qu'on  aura  à  déterminer  un 
plan  d'après  certaines  conditions ,  comme  Téquation  (i)  ren- 
fermera vme  ùOHàtattié  tir^kitt\ztre  de  plus  que  Téquation... 
z = mx  +  ^y  +  p^  on  en  profitera  pour  introduire  certaines 
simplifications  dans  lés  calculs^ 
Cette  remarque  est  très  utile. 

Faissop4SÙcce$4yementâr=3'0,  j-i=:o,  2=0,  dans  Téquation 

* 

Ax  +  Bj-  +  Cz  +  D  =  o; 

il  eu  résulte  pour    xc=:o,         B7*  +  Cz  +  D  =  o, 
pour   j-  =  o,         Aoî  +  C*+  D  =  o, 
et  pour     2  =  0,         Ao?  +67-+  D  =  0; 

ce  sont  les  équations  des  traces  du  plan  sur  les  trois  plans  des 

jrz  y  des  xz  et  des  ^cj". 

En  posant  à  la  fois  0?=  o,  j-=o,  l*on  obtient  z=— ^  • 

ce  qui  donne  les  coordonnées  du  point  où  le  plan  rencontre^ 
Taxe  des  z. 

On  aurait'de  même  • 

X  =s  o,     Z  =z  o^     dou   ^  =  —  g-, 

'     ,  .  D 

j-  =  o,     z  =p;*o,     d'oa     a?  =s  —  -7-, 

A 

pour  les  coordoniiées  des  pointa  où  le  plan  rencontre  Taxe  des 
j-  et  Taxe  des  x. 

489.  On  peut  faire  entrer  dans  Téquation  du  plan  les  dis* 
tances  de  l'origine  à  ces  trois  points  d'intersection  ;  et  l'équa^ 
tion  prend  alors  une  forme  très  élégante. 

Posons  y  en  effet , 


D  '  'ty  ''^         D 

il  en  résulte    A  = 9     83=  — -~>    C.^ss-^— ; 

d'où  substituant  dans  l'équaiion  du  plan^rédaisorit, 

r8.x  +  qs.j  +  .jr.z  =s  ^ra,  . __   ,. 


Il  l'i 


équation  analogue  à  celle  qui  a  été  obtenue  pour  la  ligne 
droite  (n^  ^^)i  ^Ànsx  que  pour  lesr  équations  déT^llipse  et 
de  rhyperbole ,  rapportées  à  leurs  axes. 

Elle  ne  renferme ^  comme  Téquatioii  zrszmX'^nj-  +/>» 
que  trois  constantes  \  mais  elle  est  plus  syriiétriqae. 

450.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  résolution  d^une  série 
de  questions  relatives  au  point,  à  la  ligrie  droite ^  et  au  plan,  qui,  ayec 
celles  que  nous  avons  déjà  traitées  {pP  417  et  suivans),  constituent  ce  qu^on 
appelle  les  préliminaires  de  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

PRQiiàaB  QUESTION.  ^-  Fairc  jhffs^,  tta  pf^n^v  trwS'pûmif:  dotméJ, 

Désirons  par  (a/,  y,  »'),  («*,  r",  «"),  (**,  y,  f*),  hs  ooofdonnées 
des  trois  points ,  et  par 

.      .  »l     ■ 

Ar  H- I|r  H- C*  +  D  =  0....     (i) 

réquation  du  plan  cherché;  A,  Ë>  C,  D,  sont  des  constantes  qu^il  s^agit 
de  déterminer. 

Puisque  le  plan  est  assujetti  à  passer  par  les  trois  points ,  son  équation 
doit  être  vérifiée ,  lorsqu'on  y  remplace  successivement  x,  Xi  't  Pur  les 
coordonnées  de  chacun  de  ces  points  ;  ainsi  y  Von  a  les  trois  relations 

A*'  +  Br'  +  (V  H-  D  =  o,    A*"  +  Br"  +  C*"  -f.  D  =  o. 

As» -f.  Qr^  4.  Cs*  +  D  as  0/ 

qui  peuvent  être  transformées  de  la  manière  suivante  : 

D*  +F^  ■♦"ET*^  =-'- 

A  ,«  _.   ^  „»  _i.  ^  ,•' ■ 


s 
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En  AppRqviatft  à  en  éN{iiai6oii8  iai  fiormulfl»  Aa  prenfar  defpré  à  traiff  iii- 
eonniMs  ( Jl%. ,  diap.  1^  )  »  ^t  obserrant  que  le  coefficient  D  étant  fovt-èrfiiit 
■rbitnirei  on  peat  régaler  à  la  quantité  qui  sert  de  dénominateareommiia 

A       R      f 

anx  trois  expresaions  <^  n»  Tf»  if  *  ^°  trouve ,  tout  calcul  fait, 
C  =  —  «'r"  +  «y*  — «V+  yx*  — r'«^  +  j^'^c*. 

Il  ne  s^agiralt  plna  naintenanl  que  de  substituer  ces  valeurs  dans  Téqua- 
tion  (i)y-et  Ton  aurait  Féquation  demandée. 

45t.  3BC0aDi  OVEsnOM.  —  Faire  passer  un  plan  par  un  point  et  une  droite 


Soient    x^,  y,  ^y    les  coordonnée»  dit  point , 


"7  **  \,. .  (i) ,  les  équations  de  la  droite; 
^  «s  -f-  % ,   J 


«  s=  os 


«elle  du  plan  cherché  sera  de  la  forme 

Ax -f  Br  +  Cs  +  D  «  o...  (î)  \ 

Gomme  ce  plan  doit  passer  par  le  point  {x^yy'y  y},  on  a  pour  première 
relation  9 

A^r-^Ib^  +  Cs'  +  Dss  o;...  (3) 

«l^où,  retranchant  les  équations  (a)  et  (3)  Tune  de  Pautre^ 

A(x-a/)-f.B(r-r')  +  C{s-.0  =  o  ••  (4) 

Cest  la  forme  caractéristique  de  Téquation  d^un  plan  passant  par  un  point 
donné;  nous  aurons  souvent  occasion  d''en  &ire  usage. 

Maintenant,  il  &ut  exprimer  par  Panalyse,  que  la  droite  donnée  se 
trouve  tout  entière  dans  le  plan  cherché  ;  et ,  pous  cela ,  il  suffit  d^écrire 
que  les  coordonnées  x^y^  e,  de  tous  les  points  de  la  droite  vérifient  Té- 
quation  du  plan.  Or ,  en  substituant  pour  x  et  x  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (i),  dans  Téquation  (a),  il  vient 

A  (««  4-  rt)  -h  B  (ft5  +  0  -f-  C«  H-  D  =  o; 

ou  bien ,  effectuant  les  calculs  et  ordonnant  par  rapport  à  z , 

( A.a  4.  B&  +  C)  z  +  A«  +  BC  +  D  =  o. 
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Mais  cette  équation  doit  so  vérifier  ind^ndanuneiit  de  toute  valeur  parti- 
culière attribuée  à  5;  ainsi  chacune  des  quantités  Aa«f  Bi-^G,  A«-f  BC+D, 
doit  être  mile  séparément;  et  Ton  a  les  deux  nouvelles  ^relations 

Aa  +  B5  +  G  33  Oy.,TS  (5) 
A«-h  BCH-  D  =  o,....  (6) 

pour  exprimer  que  la  droite  est  comprise  teut  entière  dans  le  plan. 
En  soustrayant  la  dernière  de  ces  relations  d^  Téqùation  (3),  on  obtient 

A(x'-«)  +  B(/  —  C)  ^-G*'  =  0,....  (7) 

équation  qui  ne  renferme  plus  D^  «t  qu'on  peut  substituer  à  Péqnation  (6). 

La  question  se  réduit  donc  à  trouver  les  valeurs  de  A ,  B  ^  G ,  ou  plutôt, 

A    B 
des  rapports  tt»  ^>  ^  Taide  des  deux  relations 

-g.  a  +  ^  B  Ht  1  =  o,     ^  («'  —  «)  H-  ^  (y  —  C)  +  «'  »  o. 

Or>  on  trouve  par  Télimination , 

A  y  —  c— ft*' 

10  mmm     — ^ 


et  comme  on  peut  disposer  arbitrairement  de  Tun  des  trois  coefiiciens  A, 
fi^  C>  il  n'y  a  qu'à  poser 

C=:5(a/-.*)-.fl(y-C); 
ce  qui  donne  A  =  y  —  C  —  i^, 

et  B  =  ~  (ar'-rt  —  «5'); 

d'oA^  substituant  dans  l'équation  (3), 

(y  _  C  -  hz')  (x  --  *^)  -  (*'  -  »-  as')  ir  -  y) 

^  t*  c*'  —  *)  —  «  (y  -  c)]  {z  -  o  =  o. 

Telle  est  Féquation  du  plan  demandé. 

452.  Remarque.-^  Dans  la  question  précédente,  nous  avons  établi  deux 
relations ,    A«  +  B5  +  G  :=  o,    A«t  +  BC  4-  D  =  o ,    qui  méritent  quelque 

attention ,  parce  qu'elles  sont  fréquemment  employées  dans  la  Géométrie 
analytique  à  trois  dimensions. 
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Reprenons  les  équâtioBs  de  la  droite  et  du  plan  : 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  point  où  la  droite  rencontre  le  plan. 

Comme  on  a  trois  équations  entre  x^  jr,  s^  il  suffit  de  remplacer  daot 
la  [troisième  ^  «  et  r  par  lonrs  Ttleurs  tirées  des  deux  premières.  U  Fient, 
par  cette  substitution  » 

(Aa  +  B»  -4-  G)  s  +  ÂA-H  BC  +  D  =  o; 

«(A«-I-BC-I- D) 
et  par  suite,         x  «a- -j^-j-gj-^^ , 

a(Aa  -I-  B&  +  C)  —  a(A«+  BC4-  D) 
oubien,  x  = ; j____ , 


puis, 


_         ft(Aa  +  BC--HD) 
■^""^         Aa  +  B4  -è-G     ' 


,.                          C(A«  +  B*  +  G)  —  *(A«-#- BC  +  D) 
ou  bien,  jrr=^ __2__i- i. 

Gela  posé ,  si  Ton  veut  exprimer  que  la  d^'otte  et  le  plan  sont  parallèles, 
il  fiiut  écrire  que  les  valeurs  do  Xy  y  y  Zy  correspondant  au  point  d^in- 
tersectiony  sont  infinies;  ce  qui  se  fiiit  en  posant  Aa  +Bi  +  G:=Oy 
car  ces  valeurs  deviennent  alors 

•  *  o  * 

—         (Aa  4-  BC4-  D) 


Si,  an  lieu  de  la  condition  Aa-f-B5+€=o,  on  établit  la  suivante, 
Aa  +BC  +  D  =  o,  les  valeurs  de  â?,  ^^  s^  se  réduisent  à 

zaso,    x  =  a,    y  z=z  C 

Or>  il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  point  correspondant  à  ce  système 
de  coordonnées,  est  celui  où  la  droite  rencontre  le  plan  des  a^^;  car  si 
Ton  pose ,  dans  les  équations  de  la  droite ,    «  b=  o ,    il  en  résulte    x  =  «, 

;r=ç.       '  . 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  à  la  fois 

Aa  +  B6  +  G  =  o,    Aa  -h  BC  -f-  D  =s  0} 
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}o8  valeurs  de  x,j^,  m,  se  réduisent  à  la  formé  -^  signe  à^  {^indéter- 
mination; ce  qui  prouve  qu^àlon»  la  drelte  se  trovVe  «ont  estime  dans  le 
plan. 

On  peut  conclure  de  là  que ,  des  deux  relations  ci-dessns ,  la  première 
exprimé  seulement  que  la  droite  et  ie  plan  som piBtalîèUi ;  la  seconde,. que 
le  plan  passe  par  un  point  déterminé  de  la  droite  (iscltti  où  la  droite  perce 
le  plan  des  ait);  et  que,  toutes  les  deux  conjointement,  expriment  que 
la  droite  et  le  plan  se  confondent. 

455.  Troisième  question.  —  Un  plan  et  un  point  hors  de  ce  plan,  étant 
donnés,  on  demande,  i^.-^éPahMsser  du  point  une  perpendiculaire  sur  le  plan; 
a^.  —  de  trouver  la  longueur  de  cette  perpendiculaire,  c^est^à-dire  la  distance 
du  point  au  plan  donné. 

Soient  j/,  r',  «',  les  coordonnées  de  ce  point,  et 

Aa:  -h  3)"  -H  C«  +  D  ==  o. . . .  (i) 

réquation  d^un  plan  supposé  connu  de  position. 

Les  équations  de  la  droite  cherchée  seront  (n<^  417  )  de  la  forme 

ir  —  *'  =  «(*  —  5'),   jr  "  r^  s=  b(è  —  .5');....  (a) 

t 

a 

a,  h,  étant  deux  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer^  / 

Pour  cela,  nous  rappeleirons  un  des  principes  de  Ift  Géométrie desiprip- 
tive,  lequel  consiste  en  ce  que,  si  une  droite  0»% pèrpeindicu^ire  à  un  plan 
dans  r^pace,  la  projection  de  la  droite  sur  un  des  plails  coor49^né^,*,  ^ 
perpendiculaire  à  la  trace  du  plan  dorme  sur  le  même  plan  coordonné. 

En  effet ,  considérons ,  par  exemple,  la  projectiQb  de  la  droite  et  la  trace 
du  plaâ  slir  celui  des  xg. 

Imaginons  par  la  droite,  le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  des  jts;  la 
trace  de  ce  plan  projetant  n^est  autre  chose  que  la  projection  de  la  droite. 
Or^  ce  plan ,  passant  par  une  droite  perpendiculaire  au  plan  donné ,  est 
lui-même  perpendiculaire  au  plan  donné  ;  d^iUeurs ,  il  est  aussi  perpendi- 
culaire au  plan  des  xs  ;  d'où  il  suit  que  l'intersection  commune  du  plan 
donné  et  du  plan  des  xz,  c^est-à>dire  la  trace  du  plan  donné,  est  perpendi-. 
culaire  au  plan  projetant  ;  donc  cette  trace  est  perpendiculaire  à  la  projec- 
tion de  la  droite,  puisque  la  projection  se  trouve  dans  le  plan  projetant, 
«t  qu'elle  passe  par  le  point  où  le  plan  projetant  et  la  trace  se  coupent. 

Lie  mêïhe  raisonnement  pourrait  s^appliquer  à  la  projection  de  la  droite 
d  à  la  trace  du  plan  sur  celui  des  yz. 

Cela  posé,  si ,  pour  obtenir  les  traces  du  plan  donné,  on  fait  successive - 
xnent  yz=zo  et  x=:o,  dans  l'équation  (i),  il  vient 

Ar  +  Ci-f-D^e,    Ilr+.C«-hD  =  o, 
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M»u1«m^t;^^^<^|çi)  f  >HU<PP  #'A^rçiB«4^»té^  sur  1q&  plans  e^or^DDëB  par 
dos  perpeDdiculaires  à  c«s  plans ^  le  sont  (nP  410  )  parallèlçment  aux  axes; 
et  les  q^antités  a,  b,  n^exprîraent  plus  dès  tangentes  trigonométriques, 
jA9iérdÂg>raf^fM»aSf^fmi^yïk^Mkkiiiiii^u,  Q,  consenrent  la  même  accep- 
tion. 

Xfs  é^at|f^$  ^ifn^  d^itf^^sAQ^|^r«deux  points  doiuiés^des  conditions 
de  parallélisme  de  deuz,dr<^it€fi,  etc^  sont  aussi  indépendantes  de  rincli- 
naison  des  axes  ;  mais  il  n'^en  est  pas  de  même  de  la  question  qui  a  pour 
objet  la  détermination  de  Fangle  de  deux  droites  y  et  de  toutes  les  consé- 
quences qui  en  ohé  ^té  déduites ,  pulsqu^on  a  fait  entrer  en  consîdératroA 
'  Texpression  de  la  distance,  entre  deux  points  donnés. 

Cette  remarqué  és^  importante  pour  lès  jetines  gens  qui  vosdraient  faire 
quelques  applications  de  ces  principes. 

^  -t 

§  III«,  I^ç  fj^qucition.  dif  plan  et  de  ses  combinaisons 
avec,  lés^^4qu^twins du  point  et  de  la  ligne idroUe^ 

j         s  f  •  •  * 

4^26.  De  même  qu'une  ligne  droite  est  fixe'e  de  pcâtion  sur 
un  plau  pêiv  un^  équa^tion  du  premier  degré  entre  les  coprdon- 
nëes  or,  j*,  de  chacun  de  ses  points  rapportés  à  deux  axes,  nous 
niions  reconàaitre  qu' «m. plaa.se  détermine  ausslde  positon 
par  rapport  à  trois  autres  pktns ,  au  moyen  d'une  équation  du 
premier  degré  •&  a?,  j",  2  ;  ces  variables  désignant  les  distances 
de  chacun  des  points  du  plan  aux  trois  plans  coordonnés. 
Fig.ïîa.  Soient  DB^  DC  (fi^,  23o)  les  traces  d'un  plan  qf|ç1çf>Aque» 
c'est-à-dire  les  intersections  de  ce  plan  avec  deux:  des  plans 
coordonnés  (qui  peuvent  être  indifféremment  recjt^ngulaires 
ou  obliques). 

Parn^î  les  diffeVehtes  manières  de  conce v.pir .  unf  52Ar/àce 
pêànej  il  en  est  une  qui  consiste  à  la  regarder  comme  [engen- 
drée par  le  moiiuement  d'une  droite  indéfinie  qui  glisse  le 
long  d'une  autre  droite  ^  au^i  indéfinie ,  sans  cesser  d'être 
parallèle  à  elle-même. 

Ainsi ,  par  exemple  y  si  par  les  différens  points  de  la  droite 
DB ,  on  imagin^  un^e  suinte  d'autres  droites  D'C,  D^C"*..^  paral- 
lèles à  DG ,  il  est  évident  que  cette  suite  de  droites  appartient 
au  planque  nous  considérons;  par  conséquent^  ce  plan  peut 
être  regardé  comme  engendré  par  le  mouvement  de  la  trace  DC^ 
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)e  1on{7  de  la  traceDB ,  de  f«fàtiiliVéll  t^télr  C^iAftàttfnréiit  bà- 
raîlèlc  à  sa  directian  primitive. 

C'est  cette  propriété  caractéristique  qae  Bou»  allons  essayer 
de  traduire  en  analyse. 

Comme  la  droite  DB  se  troiive  ttmi  enOktè  dans  le  plau 
des  a:z,  ses  équations  sont  (n°  418)  de  la  forme 


^  =  G,     z  =  mx  +  p..^.  (i>. 


) , 


Par  une  raison  analogue ,  les  équations  de  la  trace  DC  sont 

a:  =  o,     z  =s  ny  +  p (a) 


(Nous  supposons  ici  les  équations  résolue^  par  rapport  à  z, 
parce  que  les  deux  traces  doivent  passer  par  un  point  D, 
dont  le  z  (ou  p)  est  commun  aux  seconds  membres  de  ces 
équations.) 

Cela  posé  9  considérons  la  trace  DG  dans  une  situation  quel- 
conque, WC  par  exemple;  on.  a. nécessairement  (n^4I8)» 
pour  les  équations  de  cette  droite  parallèle  à  DG  y 

a:=:«,     zs=n7^  +  C;...,(3) 

a,Z,  sont  des  quantités,  constantes  pour  tous  les  points  d'une 
même  position  D'C  de  la  génératrice ,  msiïs  variables  d'une 
position  à  une  autre  D^C.  . 

Il  nous  reste  encore  à  exprimer  que  la  génératrice  rencontre 
clans  toutes  ses  positions  la  trace  DB  ;  et^  pour  cela,  il  faut 
(11^419)  écrire  en  analyse  que  les  équations  (i]  et  (3)  ont 
lieu  en  même  temps;  ce  qui  donnera  une  relation  entre  les 
indéterminées  «,  C,  et  les  quantités  connues  rn^Uy  />. Com- 
binons donc  ensemble  ces  quatre  équations. 

La  seéonde  des  équations  (3)  devient,  à  cause  de  la  pre-^ 
mière  des  équations  (i) ,      z  =  f.         *i       • 

Portant  les  deux  valeurs  j:=  « ,  z=f ,  dans  la  seconde  de& 
ffquations  .'^i),  on  obtient  pour  la  relation  demandée, 

r 

C  =  mjfi  -1-  /i. . . .  (4)  ^  , 
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Observôn»  «eiaeUemeiit  ^e ,  pwr  chaque  position  de  b 
génératrice ,  kli  équations  (3)  et  l'équation  (4)  doivent  êCie 
satisfiûteo  rioMiltaiiémen^  ;  doqc  {ja""  214)^  si  Ton  élimine 
entre  ces  équations  les^  indé terminées  «,  ff,  Téquation  résul- 
tante en  oSfj^,  z,  et  quantités  connues-,  appartiendra  aussi 
à  tous  les  points  du  plan. 

'    Or,  les  équations  (3)  doumnl    »=sir,   C=z  — ii;^^ré- 
quation  (4^  devient 

2  —  71^  =  mx  -f*  p\ 

ou  bien,  z  =  mx  +  nf  -f-  />. . ,  (S) 

Telle  est,  en  général ,  l'équation  qui  exprime  la  positioi» 
d'un  plan  dans  l'espace ,  et  qui  en  est ,  pour  ainsi  dire ,  la 
représentation  analytique.  ^ 

Pour  faire  concevoir  coiûnsent  cette  équation  représente 
cbacun  des  points  de  la  surface  plane ,  supposons  qu'on  ait 
pris  pour  les  variables  Xjjr^  un  système  de  valeurB  XzsXd^j 
j  =  ^a^  Si  du  point  c'  on  élève  c'E'  perpendiculaire  au  plan 
des  xfy  et  égale  à  la  valeur  correspondante  de  %  »  tirée  de  l'é- 
quation (5),  le  point  £%  ainsi  déterminé,  appartiendra  au 
plan ,  et  ae  peut  appartenir  qu'à  lui. 

Même  raisonnement  pour  d'autres  valeurs  attribuées  à  x 
et  à  J-.  • 

iV.  j&.  *-  De  tous  les  ifioyens  qu'on  emploie  ordinairement 
pour  trouver  l'équation  du  plan,  nous  avons  préféré  le  pré- 
cédent, d'abord,  parce  qu'il  a  l'avantage  d'être  indépendant 
de  l'inclinaison  des  axes  coordonnées,  et  ensuite ,  parce  qu'il 
8*applique  à  la  recherche  des  équations  d'autres  surlaces  dont 
la  génération  offre  de  l'analogie  avec  celle  du  plan.  Nous  en 
verrons  des  exemples  par  la  suite. 

4S7,  Les  constantes  m,  n^  />,  qui  entrent  dans  Téquatioii  du 
plan,  sont  faciles  à  définir.  Ainsi ^  les  quantités  m  et  «t  ne 
sont  autre  chose  que  les  tangentes  des  angles  que  forment 
les  traces  I>B ,  DG,  avec  les  axes  des  x  et  des  j-.  Quant  à  la 
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quatitilé  p,  on  l'appelle  le  z  à  Venant-,  C^tladUMice  de 
l'origine  au  point  où  le  plan  rencontre  l'axe  des  z. 

Lorsque  le  plan  passe  p»r  l'origine i  on  a    ps=o,    etlé- 

quation  se  réduit  à  ' 

■     z  =  ma  +  lir» 

équation  qui  est,  en  eÉfet,  vétiÛée  par  araio,  J's^o,  sï=o. 
4«8.  Je  dis  que,  réciproquement ,  toute  équation  du  prenief 
degré  à  trois  variables , 

Aa;  +  Br  +  Cz  +  D  =  o, 

appattient  à  un  plan. 
En  effet,  on  en  déduit 

A  B  D 

Or,  «l'on  considère  deux  droites  dont  les  équations  soient 

A  D 

pour  la  première,      j"  =  o,    zs=s  —  g-*        q» 

et  pour  la  seconde,     x  =  o,     a  —  "^  'c  ■^  "^  C 

on  peut  regarder  ces  droites  comme  les  traces  d'un  plan  sur 
ceux  des  arz  et  desj-z;  et  si  l'on  recherche  l'équation  de  ce 
plan  d'après  la  méthode  du  n»  486,  oli  trouTe»  nécessai- 

A  B  D 

rement  '^^'~"C^""C^'^'~C'* 

ou  bien,        A»  +  Br  +  Cz  +  D  =  o...  (i). 

9»nc ,  réoproquement ,  etc. 

ISfB.  —  Quoique  l'équation  «  =»ma;  -f  «r  +P  ne  ren- 
ferme que  trois  constantes ,  tandis  tpie  l'équation  (i)  en  ren- 
ferme guatre^eXle  n'en  est  pas  moins  aussi  générale  que  celle- 
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ci,, dont fé  prethiér  membre \>eut  toujoarsêCte  divisç  par  Fun 
de  ses  coefficieiis.  j\lais  nou^  considérerons  presque  toujours 
l'équation  4<i  plan  sous  \pL  formé  (i) ,  parce  qu'elle  est  plus 
symétrique^  et  ^^én  ootfe',  loi^qu'on  aura  à  déterminer  un 
plan  d'après  certaines  conditions,  comme  l'équation  (i)  ren- 
fermera vtne  ùonàtatUé  tit^hittSnfe  de  plus  que  l'équation... 
z  =:  nix  +  «7*  +  />5  on  en  profitera  pour  introduire  certaines 
simplifications  dàt^  les  calculs. 
Cette  remarque  est  très  utile* 

Faisspx^  aôçç^^yemen t  ot  =3<»,  ^^-=0,  sss  o,  dans  re'quation^ 

Ax  +  Br'  +  Cz  +  l^  =  o> 
il  en  résulte  pour    x  c=:  o,         B;^  +  Cz  +  D  =  o, 
pour   j-  z=  o,         kx  -f-  Cz+  D  =  o, 
et  pdur     2  =  0,         Aa;  +  B;^  +  D  ==  o  ; 

ce  sont  tes  équations  des  traces  du  plan  sur  les  trois  plans  des 

jrz ,  des  a?z  et  de»  scy^ 

En  posant  à  la  fois  aT=  o ,  j*=o ,  l'on  obtient  z=  —  ^^  • 

ce  qui  donne  les  coordonnées  du  point  où  le  plan  rencontre- 
l'axe  des  z. 

On  aurait  de  même  • 

■  '    "       ■      "  D 

x  =  o,     z  =  o,     d^où   ^  =  —  g-, 

D 

j*  =  o,     z  :ç=-o,     d^oè    a?  =S3  —  —, 

A 

pour  les  coordonnées  des  pointsi  où  le  plan  rencontre  Taxe  des^ 
jr  et  l'axe  des  x. 

429.  On  peut  faire  entrer  dans  l'équation  du  plan  les  dis- 
tances de  l'origine  à  ces  trois  points  d'intersection  ;  et  Véqoa-^ 
tion  prend  alors  une  forme  très  élégante. 

Posons ,  en  effet , 


AB=»-^  =  ?,     AC=— ^  =  r,    AD  =  — ^  =  5; 
il  en  résulte    A  =  — — ,     B:ï=  — -->  .C-=s;-^— i; 

d'où  substituant  dans  l'équalioii  du  plan  et  réduisant, 

.  j;<  in  no  .    '     ,<»  -*  "  '^  -^ 

équation  analogue  à  celle  qui  a  été  obtenue  pour  la  ligne 

droite  (n°  I4)S),  ainsi  que  pour  les  équations  de'TeUipse  et 

de  rhyperbole ,  rapportées  à  leurs  axes. 

Elle  ne  renferme^  comuie  TéquatioA    z=ma;-f-'îr  4'i>9 

que  trois  constantes  ^  mais  die  est  plus  syrtiétrique. 

>i50.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  résolution  d^une  série 
de  questions  relatives  au  point,  à  la  ligiie  droite,  et  au  plan,  qui,  avec 
celles  que  nous  avons  déjà  traitées  (n^  417  et  suivans),  constituent  ce  qu^on 
appelle  les  préliminaires  de  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

pREMiÈiuB  QUESTION.  «—  Fairc  pofsçr,  un  pffin  ^w  trW'pokHfi  ibnaéé. 

Désignons  par  (a/,  y,  «'),  («^,  r",  «"),  (a:^,  y>  •*),  hs  ooordonnées 
des  trois  points ,  et  par 

.1     • 
Ar-(- ^  H- Cff  +  D  =  o....     (i) 

■ 

réquation  du  plan  cherché;  A,  B,  C,  D,  sont  des  constantes  qu^il  s^agit 
de  déterminer. 

Puisque  le  plan  est  assujetti  à  passer  par  les  trois  points ,  son  équation 
doit  6tre  vérifiée,  lorsqu^on  y  remplace  successiTement  jt,  j^,  5,  par  les 
coordonnées  de  chacun  de  ces  poûits  j  ainai,  Ton  a  les  trois  relations 

Ay  +  BZ  +  CV  +  Dso,    A*''  +  Br"  +  (V  +  D=:o, 

Aji*  4.  Qr^  4.  Cs^  +  D  as  o,' 

qui  peuvent  être  transformées  de  la  manière  suivante  : 

'    A     ,    ,    B  _,     ,    C    - 

d'  +S-^  •*-W^  =-'• 


>l 


S4a  PROBbÈXESr  SUR  LA  D&OITE 

En  appliquant  à  e«B  éqoKCioiw  i€s  foramie»  eu  pnadm degnékixvis  in- 
connnds  (4%-  ^  <^P-  i^  )  »  et  observant  qve  la  eoeffieient  D  étant  toot-j^fiiit 
arbitndre  9  on  peut  Tégâler  à  la  quantité  qui  sert  de  dénominatearoonùnui 

A      R     f 
aux  trois  expressions  de  -^^  »-,  ^^  on  trouve,  tout  calcul  fait, 

A  = -r^^  +  ^V -4fy +  r'«*-r'V'-i- «y, 
c  = — «O'"  +  *>»  — «'y + yx*  — r'«^  +  j^*jc». 

Il  ne  B^girait  plus  maintenant  que  de  substituer  ces  valeurs  dans  Téqua- 
tion  (i)^  et  Ton  aurait  Féquation  demandée. 

4Si.  3ecohdi  QVEStUM.  —  Faire  passer  un  plan  par  un  point  et  une  droite 


Soient   ^^y'^^y    les  coordonnée»  du:  peint , 

# 

*  ""  1^  T  V    /•••  •  (0  y  '®s  équations  de  la  droî^; 

JT   ss  «s  -f-  t,    J 

eène  du  plan  cherché  sera  de  la  forme 

t       Ax  4-  Br  4-  C«  +  D  «3  o. . .  (a) 

Gomme  ce  plan  doit  passer  par  le  point  (a/,  y'y^)^  on  a  poor  première 
relation  9 

A*'-hIlr'  +  C«'-HD=3:  o;...  (3) 

«l^oùy  retranchant  les  équations  (a)  et  (3)  Tune  de  Fautre, 

A(x  — x')-f.B(r— y)  +  C{5  — 0  =  0  ..  (4) 

» 

Cest  la  forme  caractéristique  de  Féquation  dVn  plan  passant  par  un  point 
donné  ;  nous  aurons  souvent  occasion  d^en  fisiire  usage. 

Maintenant  9  il  faut  exprimer  par  Tanalyse,  que  la  droite  donnée  se 
trouve  tout  entière  dans  le  plan  cherché  ;  et ,  pous  cela ,  il  suffît  d^écrire 
que  les  coordonnées  x ,  ^ ,  f ,  de  tous  les  points  de  la  droite  vérifient  Fé- 
quation du  plan.  Or ,  en  substituant  pour  x  et  ^  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (i),  dans  ^Féquation  (a),  il  vient 

A  (tf*  +  rt)  -4.  B  (iir  +  C)  -f-  C«  +  D  =  o; 

ou  bien ,  effectuant  les  calculs  et  ordonnant  par  rapport  à  z , 

( Aa  4-  B&  +  C)  8  +  A*  4-  BC  -f-  D  =  o. 
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Mais  cette  équation  doit  bo  Térifier  indépéndamaiflat  de  toiite  valeur  parti- 
culière attribuée  à  g',  ainsi  chacune  des  quantités  Aa^Bh-^C,  A«-f  BC+D, 
doit  être  nulle  séparémmit;  et  Ton  a  le»  deux  nouvellet  ^relations 

Aa  +  B&  4-  €  =s3  o,..irs  (5) 
AA-f  BCH-  D  =  o,....  (6J 

pour  eiqirimer  que  la  droite  est  comprise  teut  entière  dans  le  plan. 
En  soustrayant  la  dernière  de  ces  relations  d^  Féqùation  (3),  on  obtient 

A(*'  _  «t)  +  B  (y  -  e)  +  Ci'  =  o,....  (7) 

équation  qui  ne  renferme  plus  D,  et  qu'on  peut  substituer  à  Péquatîon  (6). 
La  question  se  réduit  donc  à  trourer  les  valeurs  de  Â ,  B  ^  C,  ou  plutôt, 

A      D 

des  rapports  tti  ^y  à  Taide  des  deux  relations 

^  «  4-  .^  B  4,  ,  ~  o,     ^  («'  —  «)  -f-  -ç  (y  —  C)  -f.  s'  SB  o. 

Or,  on  troure  par  rélimination , 

A y  ^c^bzf 

"  *     t:  -  i  (y  ^  *)  -^  a  (j/  -  o" 


ao. 


B 


1C-        »(a/-«)— «(y-C)' 


et  comme  on  peut  disposer  arbitrairement  de  Tun  des  trois  coeificiens  A, 
fiy  G>  il  n'y  a  qu'à  poser 

C=:ft(4/-a)-i,(y-.C); 
ce  qui  donne  A  =  y  --  C  —  b^, 

et  B  =  ~(*'-«-.tfir'). 

d'^où^  substituant  dans  l'équation  (3)^ 

(y  _  C  -  hz')  (x  -  a/)  -  («'  -  *-  «')  (r  -  y) 
4.  t*  («^  —  «)  —  «  (y  -  C)]  («  -  O  =  o. 

Telle  est  l'équation  du  plan  demandé. 

45S.  Remarque. -- Dans  la  question  précédente,  nous  avons  établi  deux 
relations ,    A« + Bfc  -f-  C  :=  o,    A*  +  BC  +  D  =  o ,    qui  méritent  quelque 

attention ,  parce  qu'elles  sont  fréquemment  employées  dans  la  Géométrie 
analytique  à  trois  dimensions. 
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Reprenons  les  équations  de  la  droite  et  du  plan  : 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  point  où  la  droite  rencontre  le  plan. 

Comme  on  a  trois  équations  entre  x,  jr,  m,  il  suffit  de  ren4>laoer  dam 
la  'troisième ,  x  et  r  par  Imn  valeurs  tirées  des  deux  premières.  U  vient, 
par  cette  soiistitution  » 

( Aa  4-  Bft  4-  C)  s  +  Aa 4-  BC  +  D  =  o; 
(Ai«4-BC  +  D) 

^^^  '  =  -  AnTBTHrr' 

«  (A«-»-BCH- D) 
et  par  suite,         ^  »—    Aa  4- Bfe  +  C    ' 

«(A«  4-  Bi  4-  C)  —  a(A«4-BC4-D) 
ou  bien,  *  = ; j____ , 

■         6(Aee  4- BC4- D) 

ou  bien                ^_C{Aa4-Bt4-C)-ft(A^4-Bg4-D) 
ou  bien,  jr^-  —AJTbT+C 

Cela  posé,  si  Ton  veut  exprimer  qne  la  droite  et  le  plan  sont  parallèles, 
il  &nt  écrire  que  les  valeurs  de  x ,  y,  z,  correspondant  au  point  d^in- 
tersection ,  sont  infinies  ;  ce  qui  se  foit  en  posant  Aa  4-  B6  4-  G  ^=  o, 
car  ces  valeurs  deviennent  alors 

rAA4*BC4-D)  a(A«4-BC4-D) 

«  = — r— f     *  «= » 

o  o 

—         (Aa  4-  BC4'  D) 


Si ,  an  lien  de  la  conditk)n  Aa4*BS4*C=o,  on  établit  la  suivante, 
Aa  +BC4-  D  =  o,  les  valeurs  de  x,  y^  g^  se  réduisent  à 

«aso,     xr=A,    y  "=:  C. 

Ot,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  point  correspondant  à  ce  système 
de  coordonnées,  est  celui  où  la  droite  rencontre  le  plan  des  sçy^  car  si 
Ton  pose ,  dans  les  équations  de  la  droite ,    s  ^  o ,    il  en  résulte    x  =  «, 

Supposons  maintenant  qu^on  ait  à  la  fois 

Afl  +  B&  +  C  =  o,    A«  4-  BC  4-  D  rs  0  j 
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les  Yaleurs  de  x,rj  *>  «e  réduisent  à  ia"  forme  -,  signe  de  f  indéter- 
mination; ce  qvS.  prouve  qu^àlors  la  droite- se  trouve  40111  imtière  dans  le 
plan. 

On  peut  conclure  de  là  que ,  des  deux  relations  ci-dessns ,  là  premii&re 
exprimé  seulement  que  la  àroitë  et  le  plan  toni pafaliètei ;  la  soeèude^.que 
le  plan  passe  par  ttn  point  déterminé  de  la  intte  (velài  où  la  droite  perce 
le  plan  des  â:r)j  et  que,  toutes  les  deux  conjointement,  expriknent  que 
la  droite  et  le  plan  se  confondent. 

455.  Troisième  ouéstion.  —  Un  plan  et  un  point  hors  de  ce  plan,  étant 
donnés,  on  demande,  i*^.-^éP abaisser  du  point  une  perpendiculaire  sur  le  plan; 
a<^.  —  de  trouver  la  longueur  de  cette  perpendiculaire,  c^esUà-dire  la  distance 
du  point  au  plan  donné. 

Soient  a/,  r',  «',  les  coordonnées  de  ce  point,  et 

inéquation  d^un  plan  supposé  connu  de  position. 

Les  équations  de  la  droite  cherchée  seront  (n<>  417  )  de  la  forme 

àc  —  ar'  =  »  («  —  5') ,   >-  —  r'  =  *  ( «  —  5')  ; . . . .  (a) 

a ,  hy  étant  deux  constantes  qu^il  s'agit  de  déterminera  > 

Pour  cela,  nous  rappelerons  un  des  priuçipes  de  Ift  Géométrie 4esiorip- 
tive,  lequel  consiste  en  ce  que,  si  une  droite  eut  perpendiculaire  à  un  plan 
dans  reBpace,  la  projection  de  la  droite  sur  un  des  plaH$  coordtmn^l».  ^ 
perpendiculaire  à  la  trace  du  plan  donné  sur  le  même  plan  coordonné, 

£n  effet,  considérona,  par  exemple,  la  projectii^n  de. lu  droite  et  la  trace 
du  plaii  sUr  celui  des  xz. 

Imaginons  par  la  droite,  le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  des  xs.\  la 
trace  de  ce  plan  projetant  n'est  autre  chose  que  la  projection  de  la  droite. 
Oify  ce  plan ,  passant  par  une  droite  perpendiculaire  au  plan  donné ,  est 
lui-même  perpendiculaire  au  plan  donné  ;  dHiiUeurs ,  il  est  aussi  perpendi- 
culaire au  plan  des  xz  ;  d'où  11  suit  que  l'intersection  commune  du  plan 
donné  et  du  plan  des  xz,  c'est*à-dire  la  trace  du  plan  donné,  estperpendi-  - 
culaire  au  plan  projetant  ;  donc  cette  trace  est  perpendiculaire  à  la  projec- 
tion de  la  droite,  puisque  la  projection  se  trouve  dans  le  plan  projetant, 
«t  qu'elle  passe  par  le  point  où  le  plan  projetant  et  la  trace  secoupent. 

Lie  mêihe  raisonnement  pourrait  s'appliquer  à  la  projection  de  la  droite 
«t  à  la  trace  du  plan  sur  celui  des  yz. 

Cela  posé,  si ,  pour  obtenir  les  traces  du  plan  donné,  on  fait  successive- 
znent  y=o  et  x=:o,  dans  l'équation  (1),  il  vient 

AjT+Cif-l-D^ae,    Iir-i-Cx-+.D  =  o, 

35 
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sculmn^t^^^^çf^l^  f%U9fi  ^*|^re,  gcoj^té^  surlQ&i^Ufia  e4arik>iiDÀ  par 
dos  perpeDdiculâifes  à  ces  plana ,  le  sont  (n^  410  )  parallèlement  uux  aares; 
et  les  quantités  a,  h  y  n^expriraent  plus  dès  tangentes  trigonométriques, 
TMîèPdgifyraf^QikiSSf&fmï^j'lkd^kMilàiâ^Uy  Ç,  conservent  la  même  accep- 
tion. 

Xçs,  é^at^fljs  ^if^  dïpit^  j)f^SA^^j^»deux  points  dozmés^âes  eondîtions 
de  parallélisme  de  deuxjdroite^,  0tc*>  sont  aussi  indépendantes  de  Pincli- 
naison  des  axes  ;  nl2u^  il  n'^en  est  pas  de  même  de  la  question  qui  a  pour 
objet  la  détermination  de  Fângle  de  deux  droites,,  et  de  toutes  les  consé- 
quences qui  en  ohi  été  déduites ,  pnisqu^on  a  fait  entrer  en  considëratioa 
'  Texpression  de  la  distance,  entre  deux. points  donnés. 

Cette  remflf^ii^  ës^  itpportanté  pour  les  jeanes  gens  qm  voudraient  faire 
quelques  applications  de  ces  principes. 

§  ni^,  I^ç  fj^quation  dif  plan  et  de  ses  conibirufisons 
avw,  Usnéqu^tkkns  du  point  et  de  la  ligne. droite • 

•1*1  *  »  •  •  "       - 

426.  De  mêinc  qU*une  ligne  droite  est  fixe'e  de  poaition  sur 
un  plan  pftv  un«  equa^tion  du  premier  degré  entre  les  coprdon- 
nëes  or,  j*,  de  chacun  de  ses  points  rapportés  à  deux  axes,  nous 
niions  recofiikaitre  qn'iiiu.plaase  détermine  aussi  de  position 
par  rapport  à  trois  autres  plans ,  au  moyen  d'une  équation  du 
premier  degré'^  ^jJKy  ^î  ^^s  variables  désignant  les  distances 
de  chacun  des  points  du  plan  aux  trois  plans  coordonnés. 
Fîg.ï3S.  Soient  DB^  DC  (^^.  238)^/^5  traces  d'un  plan  qf9ç1g^iic[ue^ 
c'est-à'>dire  les  intersections  de  ce  plan  ayec  deu;^  des  plans 
coordonnés  (qui  peuvent  être  indifféremment  rectangulaires 
ou  obliques). 

Parn^î  les  diffeVcntes  manières  de  concev^pîr  une  surface 
^/hne^  il  en  est  une  qui  consiste  à  la  regarder  comnic  [engen-- 
tirée  par  le  monuement  d'une  droite  indéfinie  qui  glisse  le 
long  d'une  autre  droite  ^  aussi  indéfinie ,  sans  cesser  d'être 
parallèle  à  elle-même. 

Ainsi ,  par  exemple  y  si  par  les  différens  points  de  la  droite 
1>B ,  on  imagin^  un,e  suUe  d'autres  droites  D'C,  D^C.,,^  paral- 
lèles à  DG ,  il  est  évident  que  cette  suite  de  droites  appartient 
au  plan  que  nous  considérons;  par  conséquent,  ce  plan  peut 
être  regardé  comme  engendré  par  le  mouvement  de  la  trace  DC» 
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le  lonrt  delà  trace DB,  de  rtVèHîHVdll 'i^ètélr  e^iMàttidnént  pii- 
rallMe  à  sa  direction  primitive. 

C'est  cette  propriété  caractéristique  qae  BOUa  allons  essayer 
de  traduire  en  analyse. 

Comme  la  droite  DB  se  troiire  t(rat  ent%tè  dans  le  plan 
des  xz^  ses  équations  sont  (n^  415)  de  la  forme 

jr  z=:  Oy      Z  =  mx  +/)..,•(!).  , 

Par  une  raison  analogue ,  les  équations  de  la  trace  DC  sont 
x  =  o,     z  =:  «T'  +  jP (î) 


w  •;      •  » 


(Nous  supposons  ici  les  équations  résolue^  par  rapport  à  z, 
parce  que  les  deux  traces  doivent  passer  par  nn  point  D, 
dont  le  z  (ou  />)  est  commun  aux  seconds  membres  de  ces 
équations.) 

Cela  posé  9  considérons  la  trace  DG  dans  une  situation  quel- 
conque, H'G  par  exemple;  on.  a, nécessairement  (n^4I8), 
pour  les  équations  de  cette  droite  parallèle  à  DG  y 

X  =•  my     z=  n;^  +  C;..  . ,    (3) 

u^Z,  sont  des  quantités,  constantes  pour  tous  les  points  d*une 
même  position  D'G'  de  la  génératrice,  mais i^an'tz^/es  d'une 
position  à  une  autre  D^C".  , 

Il  nous  reste  encore  à  exprimer  que  la  génératrice  rencontre 
dans  toutes  ses  positions  la  trace  DB  ;  et^  pour  cela>  il  faut 
(  11^419)  écrire  en  analyse  que  les  équations  (ij  et  (3)  ont 
lieu  en  même  temps;  ce  qui  donnera  une  relation  entre'  les 
indéterminées  «,  C,  et  les  quantités  connues  rrtyny  p. Gom» 
binons  dpnc  ensemble  ces  quatre  équations. 

La  sedonde  des  équations  (3)  devient,  à  cause  de  la  pre-^ 
mière  des  équations  (i)  ,      z  =  f.  ^ 

Portant  les  deux  valeurs  j;= « ,  z=C ,  dans  la  seconde  dea 
équations  .'^i),  on  obtient  pour  la  relation  demandée, 

r 

C  =  ms£  +  p. .. .  (4)^  , 


Sga  G1ÊlâaAtN>ll  D8S  OEITS  PARABOLOlftEft. 

Le  paramètre  de  cette  parabole  mobile,  ou  ^-  -^r»  reste  constant  :  mai» 

M  ' 

comme  le  sommet  qui,  d'abord,  est  situé  à  Torigind,  occupe  ensuite  une 

position  quelconque  sus  la  ditectrice,  il  sVnsuit  que  la  seconde  équation 

doit  renfermer  un  terme  a  indépendant  de  x  et  de  j^. 

Gela  posé ,  remarquons  que ,  j>our  tout  point  de  la  surface ,  placé  sur  h 
même  génératrice ,  la  distance  an  plan  des  xz  et  la  position  du  sommet  dp 
cette  génératrice  restent  les  mêmes  ;  mais  lorsque  le  point  passe  «Pane  géné- 
ratrice à  une  autre  «les  deux  élémens  dont  nous  venons  de  parler  changent 
nécessairement  ;  donc  les  quantités  C  et  «,  qui  correspondent  à  ces  élémens  ^ 
sont  des  quantités  constantes  ensemble  et  variables  ensemble  ;  ainsi  elle» 
doivent  dépendre  d^une  certaine  manière  Pune  de  Pautre.  Or  on  obtiendn 
.  cette  relation  en  exprimant,  par  Fanalyse,  que  la  génératrice  et  la  direc- 
triee  se  rencontrent^  ce  qui  revient  à  dire  que  les  équations 

r  =  C,  'Mir*  +  N^Jc  +  «=  o,...  (0 
r  =  o,    M'^'-fN'xrso (aX 

ont  lieu  en  même  temps. 

D^âbord,  la  valeur  5=:  o,   portée  dans*  la  seconde  des  équations  (i), 

a  A 

donne    x^z-^-:^»    Substituant  ensuite  les  valeurs  r  =  C,    jc  =  —  •=^, 

dans  la  seconde  des  équations  (2) ,  on  trouve 

M'C*— a=i0...  (3). 

Telle  est  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  quantités  a,  C,  et  qui  doit 
exister  en  même  temps  que  les  équations  (i)  pour  toutes  les  positions  de  la 
génératrice ,  c''est-à«dire  pour  tous  les  points  de  la  surface. 

Il  ne  sVgit  plus  que  d^éliminer  a,  C  entre  ces  trois  équations ,  et  pour 
cela,  il  suffit  de  remplacer  a,  C  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i); 
ce  qui  donne 

MV*  —  (  — Mu*  -  N'^o:)  =  0,'      ou      M^»  +  Wy*  -|-  fî^x  =  o; 

c'*est  réquation  ôommune  aux  deux  paraboloîdes. 
p.      •         Lorsqu'on  a  M,  M'  {fig,  a5o)  positifs,  et  TS" négatif ,  les  paramètres  de 

la  parabole  génératrice  et  de  la  parabole  directrice  sont  W,  -s^,  quantités 

de  même  signe;  donc  les  axes  sont  dirigés  dans  le  même  sens: 
p.      .         Mais  si  Ton  a  M  (fg.  a5i)  positi/,  W  négatif  et  N"  n^atif  les  paramètres 

sont  V7-9  '-zin—i  ou  de  signes  contraires:  donc  lés  axes  de  ceSf paraboles 

MM 

sont  dirigés  en  sens  contraire  rùn  par  rapport  à  Fautre. 
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lèles  •  d'ailleurs  l'angle  BAI  n'est  autre  chose  que  l'angle  des  deux  droites 

LL',  KK'.  Donc  enfin 

ab  =  AB  cos  f  ; 

c'est-à-dire  que  la  projection  d'une  droite  sur  une  autre  est  égale. au  produit 
de  la  droite  multipliée  par  le  connus  de  Vangle  qu'elle  forme  avec  sa  pro- 
jection. 

Appliquons  ce  résultat  à  la  question  proposée. 

Soient  AX ,  AY,  AZ  (fg.  a4a)  trois  axes  rectangulaires  ;  AX',  AY',  AZ',  Fîq.^i. 
trois  axes  obliques.  Menons  d'un  point  quelconque  M  de  la  sur- 
face les  anciennes  coordonnées  MP,  PQ ,  AQ,  et  les  nouvelles  MP', 
FQ',  AQ^,  puis  des  points  M,  P',  Q',  concevons  trois  plans  perpendicu- 
lairei  à  AX.  Il  est  évident  que  le  plan  mené  par  le  point  M  coupe  AX 
au  point  Q,  puisqu'il  se  confond  avec  le  plan  MPQ.  Quant  aux  deux 
autres  ,  soient  /,  7',  leurs  points  de  rencontre  avec  AX. 

Il  résulte  de  cette  construction  que  la  distance  AQ ,  ou  x ,  se  compose 
de  trois  parties  A/,  qY,  /Q,  que  l'on  peut  regarder  comme  les  projections 
respectives  des  coordonnées  AQ',  PQ',  MF,  ou  j/,  y,  z',  sur  l'axe  des  x. 
Donc,  en  convenant  de  désigner  par  (x',  x),  (/,  x),  {s",  x)  les  angles 
que  les  nouveaux  axes  forment  avec  l'ancien  axe  des  x,  on  aura,  d'après 
le  théorème  précédent, 

X  =  x'  cos  (x',  x)  4-  y  cos  (/,  x)  4-  iî'  cos  (/,  x), 

Concevons  actuellement  qu'on  ait  projeté  de  la  même  mai^ière  les  coor- 
données x',  y,  «',  sur  chacun  des  deux  axes  des  y  et  des  «y  et  employons 
des  notations  analogues  aux  précédentes  ;  on  obtiendra  également 

y  =  x'  cos  (x',  y)'\-  y  cos  (y,  ^)  -H  ^  cos  (ir',  y\ 
«  =  x'  cos  (x',  5)  -»-  j'  cos  (y,  g)  -h  ^  cos  C*',  m). 

Les  neuf  constantes  qui  entrent  dans  ces  trois  formules,  sont  d'ailleurs 
liées  entre  elles  (  n©  422  )  par  les  relations 

C05*  (x',  x)  -I-  cos»  (x',  r)  +  cos»  (x',  z)  =  I, 
cos«  (y,  x)  -^  cos»  (y,  y),  -h  cos»  (y,  z)  zs.  j, 
cos»  («',  x)  -f.  cos»  (Zy  y)  4-  cos»  («',  z)  =  I. 

431.  Troisième  cas.— Pflwer  d'an  système  rectanffilaire  à  un  autre  ^stème 
rectangulaire  de  même  origine. 

Les  formules  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  qui  précède  ;  mais  il  faut 
joindre  aux  relations  déjà  établies  entre  les  cosinus ,  celles  qui  expriment 
(  n9^  421  et  425  )  que  les  nouveaux  axes  sont  perpendiculaires  deux  à 
deux;  ce  qui  donne,  en  vertu  des  numéros  que  nous  venons  de  citer, 
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•Oft  (J/,  «>  OQ^(y,  *;  -f-  CÔè  fi',  y)  CÔ8  (y,^)  +  COS  (x',  i:)  COS  (-y,  if)— 0, 
C08  (x',  X)  C08  (5',  Jr)  +  COS  (s/jj^)  COS  («',r)  +  COS  (j/,   «)  COS  («%   if)  =0, 

COS  (j'y  x)  eo8  {/y  X)  +  ces  [/^y)  COS  (iî',r)  4-  COS  (r',  «)  cos  (r',  z)=o. 

On  voit  donc  que  les  constantes  qui  entrent  dans  les  formules  relatÎTa 
au  cas  aetnel ,  sont  liées  entre  eHes  par  six  relations  différentes;  cfoù  il  soit 
que  de  ces  Rett^  cosinus ,  il  n*y  en  a  que  trois  dont  on  puisse  disposer 
arbitrairement. 

.  Il  existe ,  en  effet ,  d^autres  formules  propres  à  faire  passer  d^un  système 
rectangulaire  à  un  autre  de  même  espèce ,  et  dans  lesquelles  on  ne  fait  en- 
trer en  considération  que  trois  constantes,  savoir: 

I  ^.^L^anglc  que  la  trace  du  plan  des  x'y  sur  le  plan  des  a:r>  forme  arec 
Tancien  axe  des  x;  . 

a^.  —  L'angle  que  font  entre  eux  le  plan  des  x^y  et  celui  des  o^r; 

3^.  Enfin  —  Tangle  que  fait  Taxe  des  x',  avec  la  trace  dont  tious  Te- 
nons de  parler. 

II  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  données  suffisent  pour  fixer  la  position 
des  trois  nouveaux  axes ,  par  rapport  ftux  anciens  ;  mais  ces  formules  étant 
très  compliquées  et  peu  symétriques ,  nous  renvoyons ,  pour  leur  détermi- 
nation, au  tom.  II,  numéro  1®'  de  la  Correspondance  de  l'École  Polr tech- 
nique,  ouvrage  dans  lequel  nous  avons  puisé  également  la  méthode  suivie 
dans  les  deux  derniers  cas  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Cas  particuliers  du  précédent. 

4^2.  On  peut,  en  conservant  Pun  des  anciens  axes,  celui  des  ;b  ,  pu- 
exemple  ,  changer  la  direction  des  deux  antres  axes  dans  le  plan  des  xx- 

ï'ig.a43.  -  Dans  ce  cas,  on  a  évidemment  (^.  343 ) 

cos  (y,  x)  =  COS  [loo®  -+-  (x',  x)]  =t:  —  sin  (j/,  x), 

COS  (5',  x)  =  o, 

cos  (x',  y)  =  sin  (x',  x),     cos  {y,  y)  ==.  cos  {^,^)y 

cos  («',  x)  =  o, 

cos  (x',  z)  =r  o,     cos  (y,  z)  •=■  o,     cos  (  «',  5)  =  I  ; 

ce  qui  donne ,  pour  les  formules  correspondantes , 

X  =:  x'  cos  (x',  x)  —  y  sin  (j^,  x), 
y  •=!  af  sin  (x',  x)  -f-  y  cos  (y* y  x). 

Les  deux  premières  sont  identiques  avec  celles  du  n^  9M ,  parte  qu'en 
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effet  toiit  se  réduit  iei  à  ane  simple  Irantlbrmatkm  de  coordannées  en  deux 
dimensions. 

455.  Nous  TerronlB,  par  la  suite,  que,  pour  discuter  «ne  surface  courbe 
dont  la  position  est  déterminée,  au  moyen  d'une  équation  F(jc,  ^,  «)  =  o 
entre  des  coordonnées  rectangulaires ,  il  faut  déterminer  les  intersections 
de  cette  surface  par  des  plans  menés  soua  différentes  ifiGliBaiflODa^  Or,  en 
combinant  Féquation  F  (x,/,  5}  =  o  avec  Téquation  d'un  plan, 

A;r  4- Br  +  C« -I- D  sss  o, 

.^  \  ■  . 

et  éliminant  Tune  des  variables ,  z  par  exemple ,  on  obtient  une  équation 
F'  (x,  j')  =  o ,  q^i  représente  (no  44ô)  la  projection  de  la  courbe  d'in- 
tersection sur  le  plan  des xj^,  mais  qui,  en  général,  n'apprend  rien  sur  la 
courbe  elle-môme.  Four  connaître  la  nature  de  celleHsi ,  il  faudrait  tâcher 
d'en  aToir  l'équation  dans  le  plan  donné  ;  et  c'est  à  quoi  l'on  peut  parvenir 
aisément  par  la  transformation  suivante. 

Prenons  pour/^Zan  des  x^y'y  le  plan  dont  on  demande  l'intersection  avec  la 
surface  ;  pour  axe  des  *',  la  trace  AC  \fy.  a44  )  de  ce  plan  sur  celui  des  xjr\  f^g  ^^;. 
Taxe  des  yi  est  alors  une  perpendiculaire  AD  méfiée  à  oette  trace  dans  lé 
plan  sécant,  et  l'axe  des  ^  une  perpendiculaire  à  ce  plan.  Nommons 
d'ailleurs  4»  l'angle  CAX,  et  fl  l'angle  que  forme  le  plan  sécant,  ou  le  plan 
des  ai  y*  y  avec  celui  des  xy. 

Ces  deux  angles ,  dont  la  connaissance  suffit  pour  fixer  la  position  des 
trois  nouveaux  axes ,  peuvent  être  donnés  h  priori  |  on  bien ,  on  peut  les 
obtenir  facilement  d'après  l'équation 

Ax  +  5r  +  C«  +  D  =  o. 

En  effet ,  on  a  d'abord  (  no  4il  )  pour  l'angle  6^ 

V^a»-hb»h-c« 

Quant  à  Tangle  ^,  comme  l'équation  de  la  trace  du  plan  sur  celui  des  xy 
«et  Ax  +  BrH-D  —  o, 

îl  s'ensuit  que  —  ^  exprime  la  valeur  de  tang  Jp, 

Cela  posé,  pour  rapporter  la  surface  courbe  au  nouveau  système  d'axes, 
on  a  les  valeurs  de  x, ^,  z,  établies  n^  4^,  qu'il  ne  s'agirait  que  de  subs- 
tituer dans  l'équation    F(x,r,  5)  =  o. 

liais  puisqu'on  a  pour  but  de  trouver  l'intersection  de  la  surface  avec  le 
plan  des  xV»  il  faudrait  fairereUBtirte  «'  =ï  o  dans  l'équation  transformée  j 
et  Ton  voit  que  cela  revient  à  poser  sur-le-champ    z'^=zo    dans  les  for- 
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ttalei  do  n*  m  ;  ce  qui  les  réduit  à 

*  5=  «'  C08  (a/,  x)  ■+  j^  ce*  (y,  x), 
^  =  *'  C08  (*',  r)  +y  cos  (//7), 
«  =3  y  co»  (x',  -c)  H-  y  co»  (y,  »), 

1)1  à  porter  cet  râleurs  dans  réquatton 

F  (*>  ^»  «)  =  o. 

Mais  il  reste  encore  à  exprimer  les  constantes  qui  entrent  dans  tes  fw- 
mules ,  en  fonction  des  seules  données  nécessaires  p  et  6. 
Fic.944*  ^'  ®^  ****>  considérons  ToriginoÀ  comme  le  centre  d^nne  sphère  doot 
les  intersections  avec  les  plans  Y'AY,  XAY,  Ï'AX^  Y'AX,  soient  les  am 
de  cercle  DE,  BE,  DC,  DB  ;  on  forme  ainsi  deux  triangles  sphériqnes  DBC, 
DCE ,  dans  lesquels  on  a , 
I  <*»  --  Pour  le  premier ,  DBC , 

DC  =  looo,    BC  =  (x',  X)  =  ^, 

•t  DB  as=  (y,  x),     angle  DCB==Ô; 

fto.  ^ Pour  b second,  DCE, 

DC  =  iooo>    CE  =  (y,  jr)  =  ïooo  _  ^^ 

iH  DE  ss  (y,  r),     angle  DCE  ==>  aooo  —  0. 

Ces  mêmes  triangles  donnent  d'ailleurs  {Trig,  sph,,  n9  1525) 

\  cosDB  =  cosDC.cosCB  +  sinDC.sinCB.cosDGB; 

d^où,  à  cause  des  valeurs  ci-dessus, 

cos  {y,  x)  =s,  sin^  eosd  î 

puis  cos  DE  =  cos  DC.cos  CE  +  sin  DC.  sin  CE.cos  DCE  ^ 

d'oè  cos  {y,  jr)  =  —  cos  p  cosfl. 

Enfin,  comme  Taxe  des  z  est  perpendiculaire  à  Taxe  des  x^  (puisque 
celui-ci  se  trouve  dans  le  plan  des  oer);  et  quUl  forme,  avec  Taxe  des  y, 
un  angle  égal  au  complément  de  Pangle  6 ,  on  a-encore 

cos  (y,  #)  =  o,    cos  (y,  s)  ss  sin  9. 

Il  vient  donc,  par  la  substitution  de  ces  diverses  valeurs, 

\ 
X  ss,  af  cos  9  -f-  y  sin  ^  cos  9,    ' 

jr  es  j/  sin  ^  --  y  cos  ^  cos  9, 

«  =  y  sin  9. 
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Tcttet  ton*  W  formules  dont  noue  9xaon$  à  feîre  usage,  toute»  K)6  fois 
cme  nous  voudrons  déterminer  la  nature  de  l'interiection  d'^ne  surface 
^urbe  par  un  plan  quelcon<ïue.  Elles  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  for- 
mules dont  nous  avops  parlé  (no  4»!  ). 

ÉM  Remarque.  ^"Daub  les  transformations  précédentes,  nous  avons 
8uDt)oJé  que  rorîgine  fût  la  même.  S'il  en  éUit  autrement,  il  faudrait 
f  no  449)  introduire  dans  les  seconds  membres  de  toutes  les  formules,  les 
Lantités  a,hy  c,  qm  expriment  les  eoordcmnées  de  la  nouvelle  origine 
rapportée  aux  anciens  axes. 

485  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  la-  transformation  des  coor- 
donnée's  linéaires  en  coordonnée  ^Z«re,.(Vores  no  545.) 

Soient  O  (Jlg  245)  ^^  P<>*^*  appelé ;>oïc,  et  donne  déposition  dans  l'es-  Fig.a^S. 
nace  au  moyen  de  ses  coordonnées  a,  h,  c,  ou  AC,  CB,  OB,  rapportées  k 
^is  axes  rectangulaires  AX>  Alf,  AZ;  OM  =  r,  un  raron  vecteur,  c'est-à- 
dire  une  ligne  menée  de  ce  point  fixe  à  un  point  quelconque  d'une  surface 
courbe,  F(*,r,  0  =  0?  *»-^»'>  représentant  lea  coordonnées  AQ,  PQ, 
MP ,  de  ce  dernier  point  rapporté  aux  mômes  axes. 

lignons  d'aUleurs  par  (r,  x),  (r,  r),  (r,  f)t  les  angles  que  forme  le 
rayon  vecteur  OM  avec  cbacun  des  trois  axes. 

Oft  a  évidemment ,  d'après  la  figure , 

AQ  ou  «  =  AC  +  CQ  =  a  +  CQ; 

mais  {no  450), 

CQ  =  OM.cos  (r,  x)  =  r  cos  (r ,  x)  ; 

donc  X  «  «  +  r  cos  (r,  x)....  (t) 

On  obUendiait  de  môme  pour  les  autres  coordonnées , 

j  s:  ft  -h  r  cos  (r,  jr). . . .  (a) 
i  sa  c  4- r  cos  (r,  «),.,.  (3) 

Substituant  les  valeurs  de  x,  r,  5,  dans  l'équation  delasurfoce,  on 
aurait  une  relation  entre  le  rayon  vecteur  r  et  les  angleé  que  ce  rayon  vec- 
teur forme  avec  les  trois  axes  ;  cette  équation  est  ce  qu'on  appelle  une  équa^ 
tion  polaire  de  la  surface. 

IV.  B.-Les  angles  (r,  x),  (r,  r),  (r,  ^)^  sept,  comme  on  l'a  vu 
(  n9  422  ) ,  Hés  entre  eux  par  la  relation 


cos^ 


(r,  x)  H-  cos*  (r,  jr)  +  cos»  (r,  *)  =;  i. 


456   Aux  formules  (i),  (2),  et  (3) ,  on  peut  en  substituer  d'autres  qui  ne 
renferment  que  deux  angles  indépendans  l'un  de  l'autre,  savoir,  l'angle  B 
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qne  forme  le  wyon  OM  at«c  sa  projection  BP  sur  le  plan  det  :^  et  Pangte  ^ 

qM  cette  projection  forme  oveol'Me  des  x. 

En  effet,  menow  OH  ptnillâelL  BP>'et  BR  pûUl^èlè  à  AX;  cm  a  én- 
detnment 

AQ  ss  <i  -h  BR,    QP  =3  ^  4^  HiP,    MF  =  c  -f.  MAj 

nais 

BR  =s  BP  coB  ^  r=  OH  C08 ^  s=  r  cos  9  cos  ^, 

RP  =r  BP  siii  ^  &=  OH  sin  ^  =  r  eoft  A  sin  «« 
MHi=  OM  Bin  MOH  ss  r  sin  6; 

donc  enfin  9  « 

AQ  ou  »  =  a  -1-  r  cos  0  cos  f^ 

QP  ou  y  rsz  h  ^  r  cos  6  sin  ^^ 

MP  OQ  s  s=  c  +  r  sin  d. 

^  IT^  pes  différens  genres  de  surfaces^ 

Quoique  nous  ayons  pour  principal  but,  dans  cecliapitrê)  disposer  h 
théorie  des  svr&ces  da  second  degré ,  c'est-à-dire  des  surfaces  qui  sont 
exprimées  par  des  équations  du  second  degré  à  trois  variables ,  nous  Croyons 
devoir  entrer  dans  quelques  détails  sur  certaines  surfaces  auxquelles  on  est 
souvent  conduit  par  la  résolution  de  problèmes  indéterminés  en  trois  di- 
mensions y  parce  que ,  dans  la  discussion  de  Féquation  générale  da  second 
degré  y  nous  aurons  occasion  de  retrouver  les  caractères  qui  appartiennent 
à  ces  sortes  de  sur&ces. 

J)«  la  Surface  sphérique  et  au  plan  tangent  à  cette  surfààe. 

457.  On  appelle  y  en  Géométrie ,  surface  sPBéRiQins,  ceUe  dont  tous  les 
points  sont  également  éloignés  d'un  même  point ,  nommé  centre  de  la  surface. 

Cette  propriété  caractéristique  peut  être  aisément  exprimée  par  Tanalyse. 
En  effet,  soient  x,  f,  fi,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  îa  sur- 
face, A  y  C,  >>  celles  du  centre,  et  r  la  distance  constante,  ou  le  rayon  de 
la  sphère. 

On  a  (no  411)  pour  Péquation  de  la  smfface, 

(*  -  «)•  +  (r  —  C)«  +  (s  —  >)•  ==  r«,. A  (0 

en  supposant  qne  les  axes  ioîent  rectangulaires; 
et  si  les  axes  sont  obliques  (  u^  4I1S } , 


{x  —  «)•  +  (r  -  C)*  +  (s  ->)• 
+  2{x  — .  *)  (r  —  C>.  cos  (x,  y) 
-j-  a(jr  —  a,)  (z  —  >) .  cos  {x^  z) 
4-  !i(r  —  C)  (»  —  -y). cos  (r,  z) 


=  r»;...  (î)5 
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mais  1^ forint  compUiivMto  do^tle  darniève  équation partuel rarement  d^en 

faire  usage. 

Cas  particuliers.  Lorsque  Forigine  est  au.eentve,  les  coordonnées  «» 
C,  -^y  sont  nulles  9  et  Téquation  (i)  se  réduit  à 

^  -+•  r»  +  «•  =s  r«  ;. . , .  (3) 

c^est  réquation  que  Ton  emploie  le  plus  fréquemment. 

Le  centre  peut  être  placé ^  soit  sur  un  des  plans  coordonnés,  soit  sur 
Tun  des  axes.  ^ 

Supposons-le,  par  exemple,  sui^  le  pi v^. des  xj*,  auquel  cS»  on.  a  )>  s=  o^ 
et  réquation  devient 

(*  — ,«)  •  +  (r—  C)«  +  «»  s=  r»..,.  (4) 

Admettons  encore  que  le  centré  soit  situé  sur -l'axe  des  x.,  ce  qui  donne 
C  =  0  ,>  =s  o  i  il  en  résulte 

(x  -r.  *)»  +  r*  +  <*  =  r».,. .  (5) 

4^.  L^équatlon(i)  étant  développée,  donne  un  résultat  de  la  forme^^ 

ac>  +r*  +  «■  +  Aj»  -I-  ftr  4-  C«  +  D  s=  o.,..  (6) 

Réciproquement ,  toute,  équation  de  cette  forme ,  lorsque  les  axes  sont 
rectangulaires ,  représeiite  la  sur&ce  d^une  sphère  dont  les  coordonnées  du. 
centre  sont 

A      ^  B  G 

et  qui  a  pour  rayon .  . 

La  démonstration  de*  cette  réciproque  est ,  en  tous  points ,  semHable-  à 
celle  du  n<*  177  ;  ainsi  il  est  inutile  de  la  répéter* 

4S9.  Pour  déterminer  la  nature  de  Pintersection  d'une  sphère  par  un 
^lan ,  il  suffit  (  n^  4^  }:de  combiner  Téquatioa  x»  *j^j^»^g%  =  r*  avec 
es  formules 

X  s  x'  ces  #  4-  y  sin  ^  CQS  6  +  <»» 
r  =a  x'  sin  ^  *-  y  cos  ^  ces  d  -f-  (, 

t  lléquation  résultante  en  x',  y,  sera  celle  de  la  courbe  d'intersection. 
Or>  ea.  aubstituant  dans  la  pfemièrOi  pour  x,  /,  2  ^  leurs  valeurs  ^  oa 
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feconnatt;  lo.— ^uele  coeffleiâikt  de  j/y  eêî  éjjjàl  à  o^  i»*-^«(M  Im  eoeflicièiu 
de  y*,  r^*,  80Dt  égaux  à  runité;  ainsi  (qo  177}  cette  équafiott  mt  C8D< 
d%n6  eâreonl^neo  de  oerele. 

460.  Recherchons  actuellement  Inéquation  du  pUm  tangent  k  là  i]f>hiN, 
en  un  point  (a/,  y  y  z')  de  cette  snr&ce  rapportée  à  dea  axes  rectaogo- 
laires. 

Soient      (x  —  «)•  4-  (r  -*  C)»  -f-  («  —  >)•  «  r»,..  (t) 
réqnation  de  la  sphère , 

réquation  dHin  plan  assujetti  à  passer  par  le  point  xy  j'y  ^, 

On  sait  y  ch  Géométrie ,  que  le  plan  tangent  à  la  sphère  est  perpendicn- 
loise  an  raymi  qui  passe  par  le  point  de  contact.  Diaprés  cela ,  les  équationi 
d  u  rayon  étant  (  n^  417  ) 

les  relations    A  es  oÇ,  B  ss  ftC,  du  n<^  455,  donnent 

X'     -    «    ^  «  y    —    ff" 


A  = 


F-I--.-C'  «  =  irrr-^î 


d^où  ,s/iubstituant  dans  (a)  et  diyisant  par  C , 

Telle  est  la  première  forme  sous  laquelle  on  peut  présenter  Féftuatioe 
du  plan  tangent  ;  mais  on  peut  lui  en  donner  une  autre^  diaprés  la  re- 
lation 

{^  -  *)«  +  (y  -  ty  -h  (i^  -  >)•  =  rs 

qui  exprime  que  le  point  (y,  y,  ^)  se  troure  sur  la  sphère. 
En  effet,  cette  relation  revient  à 

{^  -  «)  (*'  ^  «)  ^  (y  -.  0  (y-  C)  +  (/-->)  (^'  —  y)  =r.f 

et,  igoutée  àTéquoition  (3)^  eHe- donsfr 

(x'  -  «)  (X  -  *)  +  (y- 6)  (^  -r)+f4K-.;.)  {*-  >)  =  rS...S 

résultat  qui  ne  diffère  de  Téqu^tion  do  la  sphère  qu^en  eé  qn^les  «an* 
(*  —  «)•,  (j'—CXs  (-s^>)«,  ©«(»  —  •)  (x  — «),.(j'  — C>  (>—€' 


V 


(s  ^y)  (^-^v)»  ^oiA  xevo^oé»  par  Iw  i^ectanuloc {»'-<-«}  («  —  «): . 

Si  Voriginèest  au  contre  même  de  la  sphère,  on  a 

«  =s  o,    C=a>    >  =  o; 
et  réquatioD  (4)  se  réduit  à 

e^est  Téquation  que  Ton  emploie  le  plus  souTent  dans  les  applications^ 

D«s  Surfaceç  cjrliridriques. 

461.  On  nomme  ainsi  toute  surfacà  engendrée  par  U  mouvemeni  d*un& 
droite  qui  glisse  parallèlement  à  une  autre  droite,  donnée  de  position  le  long 
d'une  certaine  courbe  appelée  la  DiftEGTRicB  de  la  sur&ce;  la  droite  m«il)ile 
«^appelle  gékératpjge. 

Tâchons  dVxprimer  ce  caractère  général  par  Tanalyse. 

Soient  x  =  «5  +  «,    r  =  *«'  ■+  €> 

tes  équatione  de  ht  génératrice  considérée  dans  une  position  qucleoi^que  , 
et  F  (oî,  r,  «).=«  o,     F  (or,  ^,  ir)  =3  G, 

celles  de  la  courbe  qui  sert  de  directrice. 

Puisque  la  génératrice,  dans  son  mouvement,  ne  doit  paa  cesser  d^tre> 
parallèle  à  elle-même ,  U  «ensuit  (n®  418)  que  les  quantités  a,  h ,  restent 
les  mêmes  pour  toutes  les  positions  de  la  génératrice;  mais  les  quantités 
tf,  €,  qui  (no  452)  expriment  les  x  et  y  du  point  où  la  génératrice  ren- 
contre le  plan  des  oLf",  aoAt  constantes  pour  tous  les  points  d^une  même  po- 
sition de  la  génératrice^  et  varient  lorsque  le  point  passe  d'une  génératrice 
à  une  autre.  Il  doit  donc  nécessairement  exister  une  certaine  relation 
entre  ces  quantités  *,  ff ,  ou  leurs  égales  x — as,  y-^hz^  puisqu'elles  sont 
constantes  ensemble  et  variables  ensemble. 

Afin  de  parvenir  à  cette  relation ,  remarquons  que  la  génératrice  devant, 
dans  toutes  ses  positions,  rencontrer  la  courhe  qui  sert  de  directrice^  lea 
équations  de  cette  courbe  et  celles  de  la  génératrice  doivent  exister  simul- 
tanément pour  les  points  d'intersection  ;  et  comme  elles  sont  au  nombre  de 
quatre,  si  Ton  élimine  les  coûrdonnéee  x,  ^,  #,  on  parviendra  à  une 
équation  entre  «,  €y  et  des  quantités  connues ,.  qui  ne  sera  autre  chose 
que  la  relation  cherchée. 

Cette  relation,  que  nous  pouvons  représenter  en  général ,  par/(«^  O^Ck 
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ou    Csif{A)y    dovfent,   KMqtf du ^ lioiHpiEios  «>!f^  par  lem«  Tftleim 

X  — ils,     JT'^bgf 

/{r  ^  «5,  r  —  *«)  =  o,     ou    ^  -^  *5  =/(*  —  «z). 

Pour  fixer  les  idées,  proposoos-nous,  par  exemple ,  de  trouTer  Téquation 
da  ejlindre  oblique  à  base  circulaire. 

Soient  «■  -f- r»  «  r«,    et  vi»  sa  o,.,..  (i) 

les  équations  du  cercle  qui  doit  servir  de  directrice,  et  que  noua  8iippo«oDs» 
pour  plus  de  simplicité,  placé  dana  le  plan  des  xjt^Xq  centre  étant  d'^aUlonn 
situé  à  Torigine. 
•Les  équations  générales  de  la  génératrice  «ont  toujours 

X  —  as  ziz  m,    /•—&«  =  Ç. ,.  (a) 

Or,  pour  exprimer  que  la  génératrice,  .dans  toutes  ses  positions  ,  reaeontre 
le  cercle,  il  faut  combiner  entre^lles  les  quatre  équations  (i)  et  (a). 
D^abord,  Thypothèse  2  =  0,  introduite  dans  les  équations  (a),  donne 

*  ==  <*f    r  ==  S; 

dVù,  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (1), 

«•  ^  g»  =  I»;...  (3) 

c^est  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  quantités  «,  €,  que  nous  avone  re- 
connu devoir  être  constantes  ensemble  et  variables  ensemble. 

Si,  maintenant,  on  reporte  à  la  place  de  et,  C,  leurs  valeurs  x —  asj 
y  —  fts ,  dans  (3) ,  il  viept 

(x  —  «4»  ^  (j<  ^  ht)\  —  r», 

pour  Téquation  du  cylindre  oUique  à  base  circulaire. 

462.  Nous  pouvons  reconnaître,  à  posteriori ^  que.  toute  équation  de  la 
forme  "" 

appartient  &  une  sur&ce  composée  d^une  infinité  de  lignes  droites  partUièles, 
entre  elles;  ce  qui  caractérise  la  surface  cylindrique. 
£n  effet ,  oovpQns  cette  surface  par  un  plan  qui  ait  pour  équation 

X  ->  «tf  =  Xij 

il  en  résulte  nécessairement 

y  ^  bjs  x::/{k)  =  COnst.  =  i\ 


D'où  Ton  volt  que  la  Jigfte  dUmmiMc^Qliv4Hi^    )<,,' .  *      « -^  «<  «  *» 

avec  la  surfoce,  se  troure  sur  un  autre  plan  ^r  —  &r  =î:  f  ; 

donc  cette  intersection  est  une  ligne  droite. 
Considérons  maintenant  une  suite  d^autres  plans 

X  —  az  z:^  l^y    X  —  «5  =;  A:*,    X  —  a«  =  Vys . , 

parallèles  au  premier,  qui  coupent  la  sur&M. 
L'équation  devient  successivement 

y  ^hi^=s,Vy    j^  —  M  =  1^,    jr  —  *^  s»  !•.,,  ; 

c'est-à-dire  que  les  intersections  de  la  surface  par  les  plans  parallÀlea  au 
plan  X  —  A2  =  A: ,  se  trouvent  situées  dans  des  plans  parallèles  au  plaii 
7  —  i«  =  /. 

Par  conséquent,  toutes  ces  intersections  sont  des  lignea droites  parallèles 
à  celle  qui  a  pour  équations 

X  —  tf£  =  ft    et    y  '^  hz  •=■  h 

1^^ généralement.  Je  dis  que  toute  équation  de  la  forme 

Mr  -l-Nr -f  P*  «»F(Ax-|.  ^  +  C«),....  (i) 

et  dont  réquation  x  —  hz  ^sf(x^^  az) ,  n'est  qu'un  cas  particulier,  ap- 
partient à  une  surface  cylindrique. 

En  effet,  si  l'on  coupe  la  surface  par  une  suite  de  plans  parallèles  entro 
eux,  et  ayant  pour  équations 

Ax  -4-  5r  H-  Q  =  D,  D',  D",  D^,... 
l'équation  (i)  devient ,  pour  chacune  des  valeurs  D ,  D',  D*,. . . 

WUr  +  rtr  4- P«  =  Q,  Q',  Q%  Q*..*. 

Ainsi  les  lignes  d'intersection  se  trouvent  sur  une  autre  suite  de  plans  pa- 
rallèles entre  eux,  et  sont,  par  conséquent,  des  droites  parallèles  entre 
elles. 

Nous  aurons  occasion,  par  la  suite,  de  revenir  sur  ee  oaractère  général 
des  surfaces  cylindriques. 

jpes  Surfaces  coniques» 

405.  Trouver  f équation  générale  des  surfaces  coniques  ,  c'est-à-dire  expri- 
«ner  par  Panalyse,  qv^nne  tfuface  en  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
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Substituant  06»  valeurs  dans  IM^iiatioB  (5) ,  on  client  enfin , 

Mr'(s  -  /)  -h  My  (r  -  y)  -♦-  MV  (*  -^  «^  pa  o.. .  (Q 
ou  (iéveloppant  et  ayant  égard  à  la  relation  (2)  y 

équation  qui  ne  diffère  de  Péquation  de  la  surface ,  qu'en  ce  que  les  eanés 
5*y  /*,  x*y  sont  remplacé»  par  les  rectangles  £i/y  jy*,  xj^. 

tfOl.  Passons  actuellement  aux  surfoces  dépourvues  de  centre. 
]Li*é<|[uation  générale  des  pan^bolofdes  éti^nt 

M«»  •+-  M>»,+  2N"x  =  o...  (1) 

(on  verra  bientôt  pourquoi  Ton  suppose  le  coefficient  dee  égal  à  aH*},  oSi 
a  pour  le  point  de  la  surfoce  dont  les  coordonnées  sont  y,  y  y  ^y 

Mu'»  +  My>  +  aN*a:'  =5  o...  (2) 

)Les  équations  des  intersectîozis  de  la  surfoce  par  deux  plans  parallèles  aia 
plans  des  sz  et  des^z,  passant  par  le  point  {^yj^y^^y  sont 

j-  r=  /,    VU*  -f-  aNTr  +  MV  •  =  o, 
X  =  «^,    M«>.,+  M'r*  +  aNV  =  o; 

et  celles  des  tangentes  à  ces  courbes:,  menées  par  lé- in6me^pofait>  sont 

4no59a) 

jr  s=  y,    M*^  -f.  N"  (x  4-  x')  -f  My«  s=  ô, 
x  r=  x',    M«^  +  M'jj?-'  4-  aNV  s*  o. 

Maintenant,  le  plan  tangent  devant  passer  par  le  point  sfy  y  y  £y  son  équa- 
tion est  de  la  forme 

A  (X  -  x^^H-  B  (r  -r  y)  +  C  (s  -  s')  =1  o;,..  (1) 

les  relations  qui  expriment  que  ce  plan  est  parallèle  aux  deux  droites  y  étanl 
toujours  Aiz  +  B&+C=:o»  A^  +  B6'-hÇ=o,  on  a  évideminesft  ici 

ce  qui  donne  pour  les  deux  relations ,  ■  *      ' 

A  X  —  -jjiT  +  C  =  o;    d'où    A  =  jjpr-C, 
Mb'  MV 
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e^est  Téquation  de  c(^dltion  qui  doit  exister  entre  les  quantités  a,h,  wi 
même  temps  que  les  équationfi  (a)  de  la  génémtriee.  t 

SubstUuftnt  pow  u,h,  leurs  Valears -7 , ^ ,  on  obtIeiH 

ty  (5-.iO  -5^  (*-*'}]  •+!/  («-ir')  -*'  (r-^y)T  «=  '••  («-*> 


pour  féquation  demandée. 

Dans  le  cas  du  c6ne  dtoit,  c^est-à-dire  lorsque  le  centre  duedne  est  situé 
Sur  Taxe  des  j»,  on  a  à  la  ibis  x'  t=:  o ,  y  ==:  o  ;  et  Féquation  préeédente  se 
fédaità 

y»  «•  +  s'>r»  =  r*  (s  — /)•. 

Kous  pourrions ,  en  combinant  cetl»équation  avee  les  formules  du  nP  453> 
obtenir  les  diOerens  genres  dMnterseotion  de  la  surface  coniquo  par  un 
plan;  mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  discussion^  qui  a  d^à  été  ex- 
posée diaprés  une  autre  méthode. 

465.  Réciproquement,  toute  équation  à  trois  Tariabtes ,  de  la  forme 

y 
I 

(x',  y^  i  désignant  les  coordonnées  d^un  point  fixe  dans  respaee),  CArse> 
térUe  une  surface  conique. 

En  effet,  coupons  la  surface  par  une  suite  de  plans  qui  aient  pour  équa- 
tions ,  X 

X  •—   JT                        JP    •—    X            ,,           X  —   X*         .„ 
i    *■        _  -_ —  ^  V .—  Ir-  • 


s  —  «' 


comme  Péquation  (i)  devient  alors 

îï  s''ensuit  que  les  lignes  d'^intersectîon  de  la  surface  par  les  plans  corretpmt- 
dans  à  la  première  série  d^équations ,  se  trouveront  également  situés  dafts; 
les  {^ftns  exprimés  par  la  seconde  série.  Donc  toutes  ces  intersections  sont 
des  lignes  droites.  D'ailleurs,  un  système  quelconque  de  deux  équations  dé> 

la  première  et  de  la  seconde  série,    -^ >  =  *,     -— — ^  ^  '  #  par 

exemple,  représente  une  droite  passaut  par  le  point.., .  (V^^s'). 

Donc  enfin,  on  peut  regarder  la  sni^faoe  comme  composée  d^une  infinité  de^ 
lignes  droites  qui ,  toutes ,  passent  par  ce  même  point. 
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•  Des  Surfaces  conot4es. 

460*  On  appelle  ainsi  toute  surface  engendrée  par  îe  mouvement  d'une  droite 
qui,  sans  cesser  _^éuv^^pnrallèle  à  un  plan  donné,  gUsse  à  la  fois  le  long 
d'une  droite  fixe  de  position  dans  l'e^tace  et  appelée  prkkbu  DiKEcraiCE , 
puis  le  long  d*une  courbe  aussi  donnée,  et  appelée  seconds  DiaEcraics. 

Poor  fiure  eoneotoir  une  semblable  génération^  supposons  qne  Ton  ail 
mené  dans  i^paee  une  infinité  de  plans  parallèles  au  plan  donné;  chacHn 
d^eox  coupe  la  droite  fixe  en  un  point ,  et  la  eourbe  en  un  ou  plusieurs, 
points.  En  joignant  cesdemierQ  points  aTec«elni  de  la  droite  fixe,  et  répétant 
cette  môine  opération  pour  tous  les  plans  parallèles,  on  obtient  une  infinité 
de  droites  dont  rensemble  constitue  la  surface  conoïde,  La  dénomination  de 
ces  sortes  de  surfaces  vient  de  Fanalogie  qu'elles  ont  avec  les  suriaoes  co- 
niques. Le  centra  ou  le  sommet  du  cône  se  trouvé  ici  remplacé  par  la  pre-* 
mière  directrice* 

Passons  à  la  recherche  de  leur  équation. 

Pour  plus  de  simplicité ,  nous  prendrons  pour  axe  des  z  la  droite  qui  doit 
servir  de  première  directrice,  pour  plan  des  xy^  celui  auquel  la  génératrice 
ou  la  droite  mobile  doit  être  constamment  parallèle.  I^es  axes  des  x  et  des  jr 
seront  d'ailleurs  deux  droites  menées  à  volonté  dans  le  plan  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  et  par  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec  la  droite  prise 
pour  axe  des  £,  On  voit ,  diaprés  cette  construction ,  que  la  surface  sq 
trouve ,  en  général  y  rapportée  à  des  axes  obliques. 

Cela  posé,  soient 

les  équations  de  la  courbe  prise  pour  seconde  direetrice. 
/    Celles  de  la  droite  mobile,  considérée  dans  une  position  quelconque^  se- 
ront de  la  forme 

y  =s  mx,     5  =  n, . . .  •  (a) 

puisque  sa  distance  au  plan  des  xy^  comptée  suivant  Taxe  des  5,  doit  être 
constante ,  et  que  sa  projection  sur  le  plan  des  a^  passe  nécessairement  par 
rorigine.  ^ 

Or,  il  est  évident  que,  pour  tous  les  points  d'une  certaine  position  de  la  gé- 
nératrice ,  les  quantité  m  et  n,  ou  leurs  valeurs  --  et  js ,  restent  les  même»  : 
\  X  '  ' 

mais  elles  varient  dWe  position  à  une  autre.  Ces  quantités  étant  constante^ 
ensemble  et  variables  ensemble ,  sonf  fonction  l*n&e  de  Tautre.  Ainsi  ^ 

f(^,    ,)  =  o,    ou    «=fQ 
est  la  fouine  génénde  de  Féquation  des  surfiuies  conoïdes. 
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f^tfujr  déteMniner  la  nature  de  cette  fonctioii  dans  chaque  cas  par^eutier, 
obeenron^  que  les  équations  (i)  et  (â)  doWeol  exiger  en  même  temps  pour 
les  points  communs  à  la  génératrice  et  à  la  première  directrice.  Donc  y  si 
Ton  élimine  x^y^  z  entre  ces  équations, on  obtiendra ^une relation  entrent 

et  n ,  telle  que,  si  Ton  y  remplace  ces  quantités  par  leurs  Taleurs  -,  « ,  on 

obtiendra  Téquation  demandée. 

467.  Supposons,  pour  première  application,  que  Tune  des  directrices  étant 
toujours  Taxe  des  ty  on  ait  pour  seconde  directrice,  unn  ligne  droke  dont  tes 
équations  soient 

Combinons  ces  équations  ayec  celles  de  la  génémtriMi  savoir  : 

yss-naty    £siji»..«  (a)         ^  < 
D^abord ,  la  Taleur  a  =  n ,  portée  dans  les  équations  (1) ,  donne 

d^od,  substituant  dans  la  première  des  équations  (a) , 

ftn  -f-  C  =:  ùn^m  ^  ««m. 

Telle  est  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  quantités  m,  riy^l  qui  doit  exis* 
ter  pour  toutes  les  positions  de  la  génératrice,  en  même  temps  que  les 
équations  de  cette  droite.  ^ 

Remplaçant  enfin  m  et  n  par  leurs  valeurs,    -,  et  is,  on  trouve 

y         y 

OU  transposant, 

hxz  —  ayz  -f-  Cx  —  flfy  =  o, . . . .  (3) 

pour  Péquation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallè^ 
lement  à  un  plan,  en  !^ appuyant  toujours  sur  deux  autres  droites. 

468.  On  peut  obtenir  une  équation  beaucoup  plus  simple,  de  cetta  même  ^ 
surface,  en  choisissant  les  axes  d^une  manière  convenable. 

Soient  G(7,  DD"  (fg.  ^46)  les  deux  directrices.  Imaginons,  par  la  pre- 
mière, un  plan  parallèle  à  la  seconde,  et  prenons  ce  plan  pour  celui  des ^2.  ^'?*^4^* 
Li^un  des  plans  auxquels  la  génératrice  doit  être  parallèle ,  rencontrant  les 
directrices  en  A  et  B,  par  exemple,  rien  n^empêche  de  prendre  pour  axe 
des  xla  ligne  AB,  qui  représente  une  des  positions  de  la  génératrice.  Ce 
même  plan  coupe  le  plan  doni  nous  avons  parlé  d^abord ,  suivant  une  cer- 


qw 


7^  «mwcBs  coiwïae». 

faine  *oUo  qu'on  p^  pvMi*.  pour  m»  J-.  v.  -i  •  . 

U  première  directrice,  «,„«,  pWcéd^„«.-^'  "*"'  «^  '  ««  «Tâilta» 

Cela  posé,  il  rt«dte  de  1.  ^ta«i„„  «U«  de»  j|«^,  • 
Pl«a  coordowKS. ,  qw  le»  A,mm^  ^  ^  ZL^-^***  *"  "«*"  "" 

'  =  .,     -^  =•*»....:(.;      . 
piibqm  M  projectioii  aur  le  dIsb  ^  w^-.  i. 

ras  m*, 
^«leup   qui^  substituée  «n  mAm^  ♦. 
--  *^,    conduit  à  "''^  *-P-  ^  *-»,  dans  ré^uon... 

Sob.«ta«nt,àlapUe«ae-     .     u- 
tfons  (a),  OB  obtient  enfin  '     '   "**•  *'*  **»" 


"■*-*'>    «■    »«-<y  =  o. 


*»»fe.t,  dans  cette  équation, 

'   -^-^Oj    u  en  résulte 


&:rs 


OJ     d'où     xz=:n 

—  0,     ou 


O. 


î^e  premier  système  ^s=o    *^ 
^  =  0,  ^^o,  l'axe  des  :r;  ce'aur.''' '''^'^*'"^*^  l'axedes*.  et  l« 

>    conorde.  """'  °''«""°'»  de  revenir  sur  cette  «    a 

cette  espèce  de  s^g,^ 


»«  ^«CT^ce,  de  N^dution. 
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âonl  le  plan  est  perpendit{ulaire  à  Vaxê  de  réivhHwti  ««  qM  a  mn  eetttre  sur 
cet  axe. 

Il  résulte  éridemment  de  cette  dëfiiiiti«a  9  qa'e»  opupfuU  h  surfaca  p«r 
un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  r«i6y'  <m»  ol^^nl  j^kt  section  une 
circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est  dans  l'axe  ;  c'eat  ce  caractère  qui 
Ta  nous  conduire  k  Téqnation  générale  dès  surfaces  de  révolution. 

Pour  y  parvenir,  observons  d^abord  que^  quelle  que  soit  la  position  de 
Tune  des  circonférences  qui  composent  la  sur&oeiy  en  peut  toujours  (n'^  489) 
regarder  cette  circonférence  comme  résultant  de  Pintersection  d'une  sphère 
ayant  son  centre  dans  Taxe  ^  et  d^un  plan  perpendiculaire  à  cet  a^^e. 

Cela  posé ,  soient 

y  —  C  =  5  («  —  >.), 

I 

les  équations  de  Taxe  de  révolution  ;  «,  C,  y^  désignant  les  coordonnées 
dHin  point  pris  à  vcdonté  sur  cette  droite. 

On  a  (  n^*  453  )  pour  Téquation  d^un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire, 

ax  +  bjr  -{^  s  =:  A:,....'(l) 

et  pour  Péquation  d^ine  sphère  ayant  son  centre  au  point  (  «,  C,  >)> 

(x  —  «)•  4.  (r  —  ff,«  '+  (z  —  >)•  =  r«.. ..  (a) 

Le  système  de  ces  deux  dernières  équations  représentant  Tune  quelconque 
des  circonférences  de  cercle  placées  siir  la  surface ,  on  doit  regarder  k  et  r* 
comme  des  quantités  constantes  ensemble  pour  tous  les  points  d'une  même 
circonférence,  et  comme  variables  ensemble  lorsque  le  point  de  la  sur- 
fiice  de  révolution  passe  d'une  circonférence  à  une  autre.  Ainsi  ces  deux 
quantités,  ou  leurs  égalea,  ax^^by^s,  (x  —  «)»  -f-  (^— CJ* 4-(«— y)'» 
sont  nécessairement yônct/oR  Tune  de  l'autre. 

Donc  enfin 

«^  +  Ar  +  «  =  F  [(x  —  «)•  4.  {y  ^  C)*  +  («  —  >)•], 
on  bien  y 

(x  -  *)»  +  (r  —  C)«  +(«  —  >)•=»  F  («:  -f-  ^^  +  «)f 

cet  Péquation  générale  des  sur&ces  de  révolution. 

Ja  nature  de  la  fonction  F ,  c'est-à-dire  la  manière  dont  les  quantités 
«^  +  A^  -f-  «,  (x  -^  «)»  4-  (j^  —  C)»  4-  (  »  —  yYy  doivent  être  liées  entre 
elles,  se  déterminera  facilement  dès  que  l'on  connaîtra  la  nature  de  la  gé- 
nératrice; 

£n  effet ,  soient  % 

'     /(*»  ^»  *)  =  O,    f  (jr,  y,  e)  se  o,*..  (3) 
les  équations  de  la  génératrice. 
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Qnnne  la  cireqiAÎénoee  représentée  par  les  équations  (t)  et  (2)  est  eli- 
geodrée  par  l'un  des  points  de  la  génératrice  (3) ,  il  faut  exprimer  que  U 
génératrice ,  considérée  dans  sa  première  position ,  et  la  circonférence  ,  ont 
un  point  commun,  et,  par  conséquent,  que  les  équations  (i),  (a)^  ^3), 
ont  lieu  en  môme  temps.  ^ 

On  a  donc  ahisl  quatre  équations ,  eotpj  lesquelles  on  peut  éliminer  x, 
r>  1  ;  ce  qui  donnera  une  équation  de  eondition  entre  k  et  r»,  dans  laquelle 
il  ne  s'agira  plus  que  de  sulwtituer  à  la  place  de  ces  deux  quantités  leurs 
Toleurs,  pour  avoir  Téquatlon  de  la  surfoce  de  révolution  individuelle  que 
Ton  eoBBÎdère. 

470.  On  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'axe  de  révolution 
se  confonde  avec  l'un  des  lues  coordonnés,  celui  des  5,  par  exemple. 

Dans  ce  cas ,  l'une  quelconque  des  circonférences  placées  sur  la  surfiice, 
se  trouvant  dans  un  plan  paraUâle  au  plan  des  .rr,  et  ayant  son  centre 
sur  Taxe  des  « ,  peut  être  représentée  par  le  système  des  deux  équations 

«  r=  *,    X»  -h  ^»  =  r«, 

dont  la  première  exprime  un  plan  horizontal ,  et  la  seconde  la  surlace  d'us 
,   cylindre  droit  dont  l'axe  se  confond  avec  l'axe  des  5. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  génératrice  de  la  sur&oe,  on  a  pour  l'équa- 
tion da  cette  surface , 

a  =  P  (ar«  -f-  /•),     ovl    *•  +  J'*  =  F  {«)j 

on  trouverait  de  même 

X  =  F  (r*  +  «•),    ^  =  F  (*•  +  4f*), 

pour  les  équations  des  surfiioes  de  révolution  qui  auraient  pour  axe  ,  celui 
des  X  ou  celui  des  j^» 

471.  Prôposonfi-nous^  pour  premier  exemple,  de  trouver  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  quelconque  autour 
de  l'axe  des  r. 

Soient  <  ^  m'  -J-  N  *  {  '^  équations  de  cette  droite  ;  les  équa- 
tions de  la  circonférence  décrite  par  chacun  des  points  de  la  droite,  se- 
ront de  la  forme 

z  =r  kf     ar«  -I-  J'*  =  r*. 
Les  deux  premières ,  combinées  avec  la  troisième ,  donnent 

X  ss  Ma  +  N,    r  =  M'A  +  N'; 


RTPEEBOiQlDE   D£  RÉVOlicTfOrr.  5^i^ 

cl^oA,  ftiibsiituantdanfrlaquatrijàme,  •     . 

(M*  +  N)*  4-  (M'*  +  IN'/  =  r»/  ' 
ou  9  mettant  à  la  place  de  k  et  de  r*  leurs  valeurs  générales  zei  x*  -i-^*, 

(Mi  +  N)«  +  (M>  +  N0«  =  a:*  -f.  j^*. 

1 

^ÎMr^^empéehe ,  dans  cet  exemple ,  de  prendre  pour  axe  des  x  la  ;?/k£ 
courte  dUtaïUie  entiis  la  étroite  donnée  et  Taxe  de  révolution ,  auquel  cas 
la  droite  est  parallèle  au  plan  des  ^z  ;  et  Ton  a  pour  les  éc^tions  de  la 
génératrice , 

«'est-^à-dire  qu^K  suffit  de  supposer.  M  =  o^    N'=:o    dans  Tëquatioti 
précédente;  on  obtient  ainsi  ' 


W»s*  +  N«  =  ar«  -j-y*, 


f. 


pour  Pequation  de  la  surface.  ,  , 

Soit ,  pour  «econd  exemple ,  une  hyperbol«  «ituée  dans  le  plan  des  x,e 

et  'rapportée  à  son  ax0  transverse  com]g;ie  axe  d«s  x^puis  à  son  axe  nwi 

transverse  comme  axe  des  r.  . 

Les  équations  de  cette  hyperbole  sont  (  nfi  240) 

>  x=  o,     B»x«  —  A»^*  =  A«B»  ; 
celles  de  la  génératrice  étant  d^ailleurs 

Jt  =:  A:,     or»  ^  y%  =.  r», 

on  obtient ,  par  l'élimination  de  x,  >',  5,  entre  ces  quatre  équations , 

B«r»  —  A*h  ^  A»B»  ; 
ou  y  mettant  pour  A;  et  r>  leurs  valeurs, 

3»  (x*  H-  >^»)  ^  ^'**  =«  A«B«, 
équation  identique,  pour  la  forme,  avec  colle  de  l'exemple  précédent, 

M'»if»  H-  N»  =  jr»  4.  ^», 
ou  jf»  +  ^1  — .  M'»^  =  N*. 

Donc  la  surface  de  révolution ,  engendrée  par  le  mouvement  d'une  ligne 
droite  autour  d'une  autre ,  n'est  autre  chose  que  la  surface  engendrée  par 
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le  mouvement  d^one  hyperbole  tournaat  autour  de  satk  axe  nos  tnmsrenc  ; 
cette  dernière  surface  est  ce  qu'on  appelle  Vkrperboloïde  de  révolution  k 
une  seule  nappe.  Nous  rcTiendrons  par  la  suite  sur  «ette  espèce  de  sur* 

laces. 

En  faisant  tourner  autour  du  premier  aie  principal ,  soit  une  ellipse, 
soit  une  l^yperbole,  soit  une  parabole ,  placée  d'abord  dans  le  plan  des  xz, 
on  parviendrait  avec  la  même  facilité  aux  équations  des  surfaces  de  ré- 
volution correspondantes* 

472.  La  dnr&ce  engendrée  par  une  parabole,  "ou  le  fiurahoioïde  de  ré- 
solution, mérite  une  attention  particulière* 

Soient  jr  sz  o,    x*  ^  opz^ 

les  équations  d'une  parabole  située  dans  le  pla»  des.  xg,  et  ayant  pour  axt 
principal  Taxe  des  5,  pour  sommet  l'origine  même  des  coordonnéet. 
En  combinant  ces  équations  avec  celles-ci  : 

•  «  =  A,     jr«  -f-  ^«  =  r» , 

on  trouve^  l'équation  de  condition 

■  '\  -  ' 

'  r»  =  2pk  ; 

et,  par  conséquent,  pour  équation  de  la  surfoce, 

a:*  +  ^*  =  9pz. 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec  celle,  du  plan,  qui  est  généralemeni 

de  la  forme 

s  =  Aar  -fi.  B/  +  Cy 

■» 
'     il  «n  résulte 

:r>  4- j»  =  ap(Aar  -f-  Bj'  -f  C)y 

équation  qui  représente  la  projection  sur  le  plan  des  or,  de  rintersectto» 
du-paraboloïde  avec  un  plan  ayant  une  direction  quelconque  dans  Pespace. 
Or  cette  équation  est  évidemment  celle  d'un  cercle  ;  donc  si  l'on  coupe  m 
paraholoïde  de  révolution  autour  de  Vaxe  des  i,  par  un  plan  quelconque^ 
la  courhe  d'intersection  se  projette  constamment  suivant  un  cercle  sur  le  pUn 

des  Vf* 


TRAMMllMKOtl   DX  L*éQDATM« ,   etC.  S^g 

f 

%  lll»  Discussion  des  Surfaces  du  second  degré. 


675.  Lob  bomçs  que  nous  «ommes  obligé  de  mettre  à  cet  ouyrage,  ne 
bous  permettant  pas  de  donner  ici  une  théorie  complète  des  sorAces  du  se- 
cond degré ,  nous  nous  attatdherons  surtout  à  faire  ressortir  Ip  circonatances 
relatives  à  leur  classification,  «ii^si  que  les  prc^riétés  qui  résultent  immé-. 
diatement  des  éqnationa  les  ploa  simples  anxquéHes  il  est  toil||>urs  possible 
«le  ramener  une  équation  quelconque  du  second  degré  à  trois  variables. 
Nonsanivrons  d'ailleurs  »  pour  la  disouasaîon  de  cette  équation,  «ne  marcha 
analogue  à  celle  que  nous  avons  employée ,  dana  le  qvatrième  chapitre^  pour 
Féquation  à  deux  variables. 

L'équation  la  plus  générale  des  suriaces  du  fféooi^d  degré  étant 

As*  ;+.  A'r*  +  ATx*  H-  lira  -f*  B'j»  -*-  fi"*?'  \  _ 

on  peut  d'abord  (n^  230} ,  par  une  première  transformation  de  coordon- 
nées, faire  évanouir  loa  trois  rectangles  ^a^  taiy  syr^  o'est-à-dire  ramener^ 
l'équation  à  la  forme  , 

Ma»  H-  'hlfr*  +  M'x»  -h  N^  -J,  NO^  H-  N**  -f.  D  =  o. . . .  (a) 

(  Voyez,  pour,  cet  objet ,  le  deuxième  volume  de  la  Correspondance  de  VÊtoU 
Polytechnique,  3*  puméro ,  ouvrage  dana  lequel  j'ai  consigné  la  démonstra- 
tion complète  de  cette  proposition,  ainsi  qu'une  note  assez  étendue  sur  les 
surfaces  de  révolution  du  second  degré.  ) 

Il  résulte  de  cette  proposition ,  que  les  suf  faces  représentées  par  l'équa* 
tion  (a)  sont  identiques  avec  celles  que  comprend  l'équation  (i). 

YoyDns  actuellement  si ,  au  moyen  d'une  translation  d'origine,  nous  ne 
ponrri<mtf  pas  (  n^  21Si  )  &ire  disparaître  les  termes  linéaires  eux,  y  y  s. 

Or,  en  substituant  les  formnles 

xsx-f-a,  y=^y  +  hj   zzzt'^e, 

dans  cette  équation ,  et  on  égalant  à  oies  coefliciens  de  r,^,  a,  on  obtient 
les  éqvations  de  condition 

aM^a  +  N^sso,    aM'i  +  N'rzo,    aMc  +  N  =  o; 
d'où  l'on  déduit 

_        N*       ,  __         N'  _  N 
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Tant  quQ  la  disparition  des  trois  rectangles  no  donne  lieu  à  la  disparitii» 
d^aucun  des  trois  carrés,  les  quantités  M,  M',  M",  sont  différentes  deo^ 
et  la  nonvelle  transformation  est  possible  :  en  d^antces  termes ,  réqnatioD 
|>eat  Itre  ramenée  à  la  forme 

M<«  4-  M>«  +  M'x*  -f-  P  =p....  (3) 

(P  ayant  pouiv^  valeur 

Mtf»  4-  M'fc»  +  M'a»  +  Ne  +  N'*  +  A''«  +  DJ. 

474.  Si  Ton  suppose  que  Pun  des  carrés  s^éranouisse  en  même  temps  qvt 
les  rectangles  ,  que  l^on  ait,  par  exemple.  M"  s=b ,  la  trantformatioa  pré- 
cédente ne  peut  4tre,  exécutée,  puiaqn'alors  a  devient  infini» 

Dans  ce  cas ,  l'équation  étant  de  la  forme 

Bb»  +  Wy»  4-  N^  -h  N>  +  N"x  -f.  D  s  o, 

en  peut  tftcher  de  faire  disparaître  les  termes  en  e  et  en  j'y  ainsi  q\ie  U 
quantité  toute  connue. 
On  obtient  en  effet ,  par  K  substitution  des  foramles 

et  en  égalant  à  o  le  coefficient  de  z,  celui  dey,  et  la  quantité  indépendante 
de  jf,^,  s, 

aMc  +  N  =  o,    aM'5  4.  TSf'  =  o, 

Me»  -+-  Wh^  4-  Ne  -#•  N'*  +  N'a  +  D  =  o  J 

« 

ce  qui  donne 

N       ^  N'  (Me»,H-M'A«4-Nc4-N'6-4-D) 

^  =  -51'    *  =  ""SF'    «  =  "-^-- Si f 

valeurs  réelles  et  yùiief^tant  que  N"  n^est  pas  nul;  et  Téquation  se  réduite 
<;eUe-ci  : 

Mz«  -+.  MV»  H-'N"*  =  o. . , .  (4) 

47^.  Lorsque  Ton  a  en  même  temps  M*  =  0,  N*  =  o,  la  dernière 
transformation  est  impossible ,  puisque  a  est  encore  infini;  mais  ^  dans  ce 
cas  particulier,  l'équation  (a),  devenant 

M**  4  W/*  4.  N«  4-  N>  4.  D  =:  o. 
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§ 

n«  |ieaf(»l9iè  pli»  qua  ^ui  var tables ,  et  représente  é?idenimoni  (  n^  44tt  ) 
ut»mujk€e  çjrlindriifue  dont  les  aiètes  sont  î>^pend!culf|ires  au  plan  des  ^5, 
et  qui  a  pour  base ,  soit  une  ellipse  ^  soit  une  hyperbole,  suivant  que ,  dans 
l'équation  ci-dessus,  les  coefficiens  M,  Wy  sont  de  même  on  de  signe  con- 
traire. 

476.  Supposons  encore  que  deux  des. carrés  y  it  x*  aient  aisparu  en 
même  temps  que  les  trois  rectangles,  c'est-à-diM  qtue,  pvr  la  première 
transformation  des  coordonnées ,  Téquation  se  soit  réduite  à  la  forme 

JAjb*  -f.  N«  4-  Nf^  +  Wx  -f.  D  =:  o.; 

on  potirrait,  dans  ce  cas,  chercher  à  opérer  l'évanotaiasement  de  quelques 
termes  ;  mais  cela  est  inutile  pour  la  détermination  de  la  sur&oe  représentée, 
par  cette  équation.  "  ^ 

En  effet ,  posons  successivement 

ce  qui  revient  à  coupei'  la  surfkce  par  une  suite  de  plans  parallèles  au  plan> 
desa^Ty  réquation  devient,  pour  ces  «Uffih*entes  hypothèses, 

K'r  ■+•  Wx  =  L,    N>  +  N'x  =  L%    N>  -h  W"'  «  L^. ..  ; 

d'où.*il  suit  que  les  intersections  de  la  surface  par  des  plans  horizontaux, 
«ont  des  droites  ;7ara/2^/âf  entre  elles.  Ainsi  {ti9  468)  la  surface  est  encore, 
de  1» ..nature  des  surfaces  cylindriques  ;  et  si  Ton  veut  connaître  une  direc- 
trice d*  cette  surface,  il  suflit  de  poser  7=%o,  pur  exemple,  dans  son» 
équation. 

Il  lient,  par  cette  hypothèse,. 

M«*  -^  N«  +  N"x  +  D  =  o, 

» 

dqua^n  qui  exprime  une  parabole  située  dans  le  plandes  xs. 

Donc,  enfin ,  la  surface  n'est  autre  chose  qu'une  smfisce  'cylindritiue  k-. 
base  pasabolique. 

477.  En  réfléchissant  sur  la-  discussion  précédente ,  on  doit  conclure  que 
toutes  les  surfaces  du  second  degré  se  trouvent  implicitement  renfermées^ 
dans  les  deux  classes  d'équations 

Mi»  -H  M'r'  4-  M"x»  -f  D  =  o,    M«»  -#-  M>«  H-  N*x  s=  o, 

»«  ' 
iirexception  de  oelles  qui  correspondant  aux  équations 

Mz»  H-  ]!^>«  +  N*   H-  NO'  +  D  =  o, 
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et  quA  nous  avons  reoanatt  appartenir  à  des  8ttr£|o«s  «ylÎMdbiquiqft  à  Jbm» 
cUiptifluei  IkyperlMkliqua  y  ou  parabolique. 

ifTB.  N.  B.  — 11  est  bieo  entendu  que  nom  eéttpMnons  dan»  ce»  tfoia 
vartétâ»  générale»,  eellc»  qur  (a®  SM)«Mt«Bpoiident  aux  Tariété»  de 
l'ellipse ,  de  Phyperbole  et  de  la  parabole.  Ainsi  ^  lorsque  TeUipse  se  ré- 
duit à  un  oerela  ou  à  uii  point,  la  svurllAe^-cyUndtiqae  deidiB»!  su  eyliadre 
i^  basa  eifoalaire,  «vt  use  seuta  dt^itè.  Si  VhfpeghÊtkd  défère  en  m  «ya- 
tème  â»  deux  droite»  qui  se  eoupont,  H  swfiiee  «jiJiadriqii»  a»  Mdiiil  à 
un  système  de  deux  plans  qui  se  coupent.  Enfin  >  quand,  la  parabole  s» 
réduit  à  deux  droites  pacalHles  ou  è  uoe  seul*  droite,  la  surCsœ  cylin- 
drique devient  un  système  de  deux  plans  parallèles  ou  un  pUutunûfue, 

479.  Avant  de  passer  à  la  discussion  de  chacune  des  équation» 

M««-|-M0'*-4-M''x»^-'P=io...  (I),    M«-4-M>«+N«W  =  o...  (î»), 

noua  ferons  quelques  observations  générales  sur  la  nature  de»  supÊiees 
qu^elles  représentent,  et  sur  les  systèmes  d'axes  ou  de  plans  coordonnés 
auxquels*  les  surfaces  sont  actuellement  rapportées. 

FaEHi&HEiiENT  y  réquation  (i)  ne  renfermant  plu»  le»  tevtte»  da  ppomlcr 
degré  en  x^x^  z^  reste  la  même  lorsqu'on  y  change  H-  ^  ?  -f-.f ,  -4«»^  en — x, 
*— J^9  *— «;  ce  qui  prouve  que  toute  droite  menée  par  la  noovetlo  origine  et 
terminée  de  part  et  d'autre  par  la  surface,  est  divisée  en  deux  partie»  égales 
en  ce  point.  Donc  (n<^  57$)  toute»  les  sur&oe»  comprises  dans  Féquation  (i) 
ont  un  centre,  qui  n'est  autre  chose  que  l'origine  actuelle  des  eoordomâes. 

Rwnarquons  d'ailleun  que  l'équation  pourrait  renfermer  les  reetangles 
des  variables  ainsi  que  les  earrés  >  sans  que  la  surlhee  cessât  d^^ir  un 
centre,  et' d'être  rapportée  à  ce.centi*e  comme  origine,  puisque]»  c<»ii^ 
tioh'  caractéristique  du  centre  serait  encore  remplie.  On  poonaU  4nêane 
supposer  la  surface  rapportée  à  des  axes  obliques,  menés  par  cette  origine^ 

Ainsi  y  dans  le  cas  d'axes  quelconques ,  une  équation  tçlle  que 

As»  -H  A>»  ^  Â.^jp*  -f  I^»  ^  Wx»  -f*  W*x^  -f.  R  =«  o, 

dont  plusieurs  cooiQeieAs  peuvent  être  n^ttls>  représente  «m  mrfittm  9W4 
u.«  eeaire  ;  et  ce  centre  est  l'origine^ 

SscOEaMOiEiVT,  on  appelle /yJaii  diamétral  d^uoe  fturfaSbef  un  pfam  q$A  dîTiae 
en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  de  la  snrftiee  parallèles  entre  elles  el 
menées  sous  une  direction  quelconque.  Or,  d'après  la  forme  de  l'équation  (i) 
qui ,  étant  résolue  successivement  par  rapport  àî  chacune  des  vfiriabtes ,  donne 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  cette  vatbllite,  il  est  évident 
que  chacun  des  trois  pkins  coordonnés  divise  en  deux.paKies  égales  toutes 
]es  cordes  menées  parallèlement  à  l'intersection  commiup^e  dos  deux  autres. 
Oonc  ces  trois  plans  sont  des  plans,  diaméfrttujç  ^-à^  p\\JLs  ^^  on  peut  les  re- 
garder   comme  formant  un  système  as  plans  dlafkéfji^ux:  atujugués]  perpenm. 
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^icuhi^res*  entre  eux  y  eonforméni^t  à  la  défiBiUon  donnée  (n^  S^}  d^un 
système  de  deux  diamèiret  conjugués. 

TtoisiÈvsiiKnr. ---Considérons  Téquatlon  (a).  Puisque  le  troisième  terme 
change  de  signe  lorsqu'on  rMnplaoe  +  x,  -4-^,-^5,  par  — •  a:>  — -/'^.—-  «,  il 
s'entait  que  Torigioe  oetiidle  des  coordonnées  n'est  pas  un  centre.  On  a  tu  ' 
d'ailleurs  (n°  4T4)  que,  dès  qu'un  des  carrés  manque  en  mâme  temps  que 
les  rsctangle»,  il  est  impossible  de  fafte  disparaître  à  la  fois  les  trois  termes 
du  premier  degré  ;  donc  les  surâices  représentées  par  l'équation  (a)  sont  des 
surfaces  dépourvues  de  centre. 

Observons  eneo>e  que,  des  trois  plans  coordonnés,  deux  seulement,  les 
plans  des  xy  et  des  «b,  peuvent  4tre  regardés  comme  des  plans  diamétraux  ^ 
puisque  le  premier  divise  en  deux  pairCtes 'égales  toutes  l'es  cordes  parallèles 
à  l'axe  des  «,  et  le  second/  toutes  les  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y. 

Concluons  dé  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  les  surfaces  du  second  degré  se 
partagent  en  deux  classes  distinctes ,  savoir  :  les  surfaces  qui  ont  mif  (^JiiTaE, 
etJes^furfacesdépow'fms  de  cgntre, 

Msamsioif  DB  l'équation 

480.  Afin  de  déterminer  les  différents  genres  de  surfaces  représen.iéeft  par 
réquation  (i)^  noug  ferons  successivem^t  {wfi  4fô} 
{         ' 

x-siconst,    jrssconst,    z=siConst; 

ce  qui  reviendra  à  eoupor  la  sur&ce  par  des  plans  respectiv^uent  parallèles 
à  chacun  des  trois  pions  coordonnés  ;  mais  on  sait  (no  2^)  que  la  nature 
de  ces  intersections  dépend  surtout  des  signes  dont  les  coeiliciens  M,  M%  M" 
sont  affectés  ;  ainsi  nous  sommes  conduits  à  £aii9  les  hypothèses  suivantes  : 

i«  *^. . .  M,  M',  M" ,  poàiifs  à  la  fols. 

Dans  cett^ .hypothèse  générale,  le  derniep- terme  P  peut  être  lui-même 
.négatif,  égal  à  o,  ou  positif. 

Soit  ^'alnré  P  négatif,  e|  mettons  le  signe  en  évidence  ;  l'équation  devient 


M^'  +  M'y'  +  M^x^ssP...  (a)    ^ 

\ 
Cela  posé,  faisons  successivement  dans  cette  équatioo>  »    , 

X  =  a,   -j  r  M*»  +  M^*  s=  P  -  MV, 

r  ==  C,    \    il  en  résulte     {  Mi^»  +  M"x«  =  P  -  M'Cs 
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d'où  Von  ¥oii  qtie  les  intenectl*ii«  de  la  suv&ee  p«r  des  plans  pandlèles  aux 
trois  plans  coordonnés ,  sont  des  ellipses  qui  devieniient  imaginaires  lors- 
qu'on suppose  '«    '  '  ,^     ' 

P  P  P 

*">WP'       ^•>5j;.       >*>^, 

c'est-à-dire,  «>  C,  y  positifs  ou  négatif,  mais  numériquement  plus  grands 

•""  Vw'  Vw'  \/v- 

Ces  mêmes  ellipses  se  réduisent  à  un  point,  p*our  les  hypothèses 

puisqu'alors  les  équations  des  intersections  se  réduiient  à 

Ms«+M>«  =  o,    Ms«-j-M"*«  =  o,    M'r»^*MV  =  o. 

La  surfince  que  nous  considérons  est  donc  limitée  dam,  tous  les  sens;  d& 
pjluft ,  elle  est  inscrite  au  poraltélépipède  qui  a  pour  £eices  les  plans 

'^^vZ-sF'  '**Vw'  '=*v^- 

La  nature  des  intersections  de  cette  surface  avec  les  plans  peraUèles  aux 
trois  plans  coordonnés ,  lui  a  fait  donner  le  nom  d'uLUPSû&M.     « 

Pour  déterminer  ^0^  trois  sections  principales,  en  d'autres  termes ,  les 
trfiCM  de  la,fittrface  sur  les  plans  cooidonnéSy  il  suffît  de  poser  suooeasi* 
Yement  {fg.  247) 

X  =  o,  1  f  M2»  H-  My«  =  P, 

7  =s  o,    >     ee  qui  donne      I  M**  +  M"ar»=  P, 
»  =  0;  J  l  M>«+  M*x«=  P. 

Quant  au  point  d'int«rsectlott  avec  les  troisaxes ,  on  obtient  pOttr 

X  r=  o,      ^-^  o,      Wx*  =  P  ;      d'où      X  =  dz  v/-jfii 
X  =  o,      «  =  o,      M'r*  =  Pi      d'où      /  =  :fc  V  "Sp» 
-     *  c=  g,     ;:  s=  o,      ]MU>    =  Pî      d'où      z  =  db  y -^. 
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Las  lignes  AA'  =  a  V^  j^r,  BB'  =  a  y/^,,  CC  =.a  y  ~ ,  sont  ce 

qu^on  appolle  les  axes  principaux' de  la  surface;  et  leur  introduction  dans, 
IMquation  lui  donne  une  forme 'symétritlue  et  aiialofue  à  celle  de  Inéquation 
«le  Pellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 
Posons  en  effet 

il  en  résulte    M"  = -^,    M'=^'    ^=^î 
d^oîl,  Substituant  dans  Téquation  (a),  et  chassant  les  dénominateurs,  ' 
A*B»z*  +  A»Cv»  +  B»C«x*  =  A^B«C« ...  (3j 

481.  Cas  particuliers.  Supposons  deux  quelconques  des  trois  coefliciens 
M ,  Mf ,  M"  égaux  entre  eux;  M  =  M'i  par  exemple,  ce  çyai  donne  G  =  B; 

Féquation  devient       A»B»z*  +  A^B'j'»  +  B<j:»  =  A*B<, 

ou  y  divisant  par    B*»         A>i;*  -l»  A*r*  -f-  B*x*  =s  A*B* . 

Cette  équation,  qu^on  peut  mettre  sous  la  forme 

•i 

h* 
t*   4-  ^»  =  p  (A»  —  or»),     ou    r*  -f-  5*  =  F  (ar), 

caractérise  (n<>  47'0}  une  surface  de  révolution  autour  de  Taxe'des  or;  cat  en 
•  faisant    x  =a  const;  on  obtient    jr*  -f-  je*  2=  constj  ins  qui  prouve  que  toute 
section  faite  perpendiculairement  à  l^e  des  x  est  une  circonférence  d0 
cercle. 
Les  d«nx  hypothèses  successives   r  =  o,  «  =  o,    donnent 

A««*  ♦+  B«««  s=  A«B«,    A»/»  +  B»x*  =  A'B». 

« 

.    Ce  sont  les  équations  de  la  génératrice  considérée  dans  deux  de  ses  po- 
sitions ,  savoir  :  dans  le  plan  des  xs  et  dans  le  plan  des  jçr* 

Si-  Pon  avait  Mae  M",  ou  M'=ïM*,  on  reconnaîtrait  de  même  que  la 
surface  sevait  de  révolution  autour  de  Paie  des  j^,  on  bien,  autour  de  Paie 
des  z* 

48S.  Supposons  maintenant  M=:M'=M",  d^où  C=:B  =  A;  Péqua- 
tion  (3)  se  réduit  à  z*  -f-^^  +•<*  =  A>,  et  représente  une  surface  sphérinuc 
dont  le  centre  est  à  Porigine  des  coordonnées. 

485.  Les  eoefiicicns  M,  M^,  M"  étant  toujours  positifs  et  quelconques^ 
égaux  ou  inégaux,  on  peut  avoir  P  s  0^  ou  P  positif. 
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Dans  le  preiiller  oas^  réquatfon  devient 

et  n^admet  qu'un  système  unique  de  valeurs  réelles,  savoir^ 

donc  la  surface  se  r^nlt  à  un  point. 
Dans  le  second^  l'équation 

M«»  4-  M(r"  +  M*x»  -f  P  =  ô, 

n^admet  aucun  système  de  valeurs  réelles.  Ainsi  la  surfliee  est  inu^huÙFc. 

Concluons  de  là,  qu^à  Thypothèse  générale  M  y  M',  M"  positifs  à  la  fois  y 
correspond  un  seul  genre  do  surfaces,  PELLiPsoIbs,  comprenant  comme  va- 
riétés, Vellipsoide  de  révolution,  la  sphère ,  \m  point  et  une  surface  imagimaire, 

ao  «,. , .  M,  M'  positifs  et  M*  négatif. 

484.  Supposons  d'abord  M,  M%  P  positifs  et  W  négatif. 
L'équation  (i)  du  n^  480  devient  «après  qxCou  a  mis  les  signes  en  évi- 
dence , 

Ms«  +  uy*  -.  Wx*  =  ^  P..  (a) 

Or,  si  Ton  fait  successivement  «  =  «,  j^  =;  C,  s  :;?  ^,  il  vienl  peur 

x  =  »  ...  M5»  4-  MV*  =  M"*»  —  P (3) 

j'  =  C  •,.  -M*»  —  M"x»  —  —  (M'C*  +  1?)....  (4) 
*«>•..  M>«  —  M"x»  =s  —  (M>«  4.P)....  (5)     * 

Les  équations  (4)  et  (5)  prouvent  que  toute  section  faite  dans  la  Burfisce, 
pai*allèlement  au  plan  des  xs ,  ou  au  plan  des  o^,  est  une  hyperbole  dont 
Taxe  transverse  est  dirigé  suivant  une  parallèle  à  Taxe  des  x. 

Quant  à  l'équation  (S) ,  elle  représente  évidemment  une  ellipse  réelle  y  tant 
que  l'on  donne  à  «  une  valeur  positive  ou  négative ,  numériquement  plut 

^  /T 
grande  que   \/  ^%  ^  4^  ^^^^  ^û«  que,  si  aux  dtiux  distances 

Fig.a48.  ^^  =  \W  >  ^^'  ==  —  V  fip  Ofe-  î»48) ,  on  imagine  deux  plans  pa- 
rallèles au  plan  des  jr9y  la  surface  n'a  aucun  point  compris  entse  ees  plans  ; 
mais  elle  s^étend  indéfiniment  à  droite  et  à  gauche  de  ces  deux  plansydans  le 
sens  des  x  positifs  et  dans  le  sens  des  x  négatifs  ;  d^où  Ton  peut  conclure 
que  cette  surface  se  compose  de  deux  parties  distinctes ,  égales  et  o^^pos^es. 
On  l'appelle  pour  cette  raison ,  et  à  cause  de  la  nature  de  ses  intersections 


.) 


HtPEEBOLOlDE  A  W&pL.  VAPFfS..  $87 

par  des  plans  parallèles  à  deux  des  plana  tsoord^nnés,  HyfsbboloIdk  à  ieux 
nappes,. 

Les  trois  sections  principales  s'obtiennent  en  faisant  successivement  dana' 
réquatlon(2),«s=:o,^=;:Q,  £^o;oe  qui  donne 

au*  +  MV*  =  —  P» 

M««   —  M'x»  =  —  P, 
Wy*  ^  Wx*  =3  —  P. 

La  première  section  est  imaginaire  ;  mais  les  deux  autres  sont  des  hypeir- 
boles  MâM'  et  J9iAm%  NAK'  et  nAr/,  rapportées  à  Taxe  dea  x  comme  axe 
transrerse,  ' 

Sôit  posé 

il  en  résulta    M"  =  -~  ,    M'  =  -g^,    M  =  ^; 

d'oà  y  gikstltuant  dans  Téquation  (a)  et  réduisant , 

A«B«5«  +  A«C«r«  —  B*C«*»  =  —  A«B*C*. 

Des  trois  lignes   9bA^   ^B,  aC,  appelées  les  ^oxei  principaux  de  la  sur* 
face,  la  première  seulement  à  ses  deux  extrémités  A,A^  {fig,  248)  pla-  Fig.240^ 
«sées sur ia surface.  Quant  aux  deux  autres,  on  conyient  de  les  r^fu^ésenter  «^ 

sur  la  figure  par  deux  distances  BB',  CC%  comptéea  sur  les  axea  des  y  et 
des  s  ;  mais  les  points  B,B^,G)G^,  n^appartiennent  pas  à  la  surface,  comme 
dans  l'ellipsoïde.  En  un  mot ,'  lliyperboloïdfi  à  deux  nappes  a  un  seul  axe 
trajwfer$e  et  deux  antres  non  tatmi^ersêjf, 

48i$,  Soient  actuellement  U^W  positifs  etM",P  négatifs  y  Féquation  (i) 
devient    * 

Mz«  -f-  M>«  —  Wx*  =5  -#-  P; 

et  Ton  en  4é4aît  successivemâiH  pour 

«^  =  it  ...  M«»   +  NKr*  =:  M''*»  +  P, 
r  =3  C'  ...  MU*    —  M"ar«  =  —  M'C»  4-  P,        •        ^ 
I  «  afc=  >  ...  MV*  —  M"*»  =2  —  M>*  -f-  P. 

La  première  équation  représente  une  ellipse  toujours  réelle^  quel  quo 
scft  4  ;  et  les  deux  autres ,  des  hyperboles  rapportées  à  Taxe  des  x ,  commo^ 
axe  trtmsverse,  ou  non  trant¥erse,  suivant  que  l'on  a  *" 


1 


u<ttie  (û<>  ^5)  la  surface  se  troure ,  daiM  ce  cas ,  dégénérée  en  lias  swfaee 
conique,  W^nX  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

4tt.  En  résumant  ce  qui  vient  d^étre  dît  par  rapport  à  la  féconde  hypo- 
thè84P)^énéraIe ,  on  voit  que  cette  hypothèse  donne  lieu/à  (ieux  genres  prin- 
cipaux de  su^'faces ,  les  hyperboloïdes  à  une  ou  deux  nappes  ,  renfermant 
toàime  variétés ,  Vhfperholoïde  de  révolution  et  la  smface  conitfue. 

489.  Remarque*  Nous  n«  considérerons  point  iei  le  cas  où  deux  des  coef- 
ficiens  -M ,  M',  M"  seraient  négatifs  ,'  '  puisqu^en  changeant  les  signes ,  on 
retomberait  nécessairement  sur  celui  où  deux  de  ces  coëfficiens  sont  posi- 
tifs ,  P  étant  d^aillears  positif  ou  négatif. 

Ainsi  Téquatîon  M^*  +  M'r*  -f-  M*j?»  -f-  P  =  g,  ne  renferme  réelle- 
joaent  que  trois  genres  principaux  de  surfaces. 

DISCUSSION  DÉ  l^Ét^UATlON 

M««  4.  M>«  +N"ar  =  o. 

11  peut  également  se  présenter  deux  cas  principaux  :  M  et  M'  peuvent 
être  de  même  signe  ou  de  signes  contraires, 

lO  — . . .  M,  M'  positifs  à  la  fois. 

490.  bans  cette  première  hypothèse,  N" peut  être  indifleremmcnt  négatif 
ou  positif.  Supposons-le  d'abord  négatif,  et  mettons  le  signe  en  évidence; 
l'équation  prend  la  forme 

En  faisant  successivement    *=«,  ^  =  C,  r^ssy,    on  obtient 

La  première  équation  est  évidemment  celle  d'une  ellipse  toujours  réelle 
tent  que  *  est  positif,  et  de  plus  en  plus  grande  à  mesure  que  «augmenté. 
Si  1  on  suppose  *=  o,  l'ellipse  se  réduit  à  un  point,  et  elle  devient  imagi 
naire,  dès  qu'on  suppose  *  négatif.  On  voit  donc  que  la  surface  s'étend  in- 
définiment dans  le  sens  des  x  positifs ,  et  n'a  aucun  point  à  la  gauche  du 
plan  denjrz,  auquel  elle  est  tangente,  ù  l'origine  même  des  coordonnées. 

Les  deux  autres  équations  représentent  des  paraboles  dont  l'axe  prin- 
cipal est  dirigé  parallèlement  à  l'axe  des  x,  et  dans  le  sens  des  x  positife.     ' 

Les  paraboles  correspondantes  à  l'hypothèse  ^  =  C,  ont  toutes  le  même 
paramètre  ^  ;  et  celles  qui  répondent  à    ^  x=  ^,     ont  piur  paramètre 

N" 
constant,  -^^7. 
M' 


Fi0.a5t.     EnpoAini  j^sso,    ptttd    5  =  0,    on  trouve  (^.  sSo)        ^ 

pour  les  deux  sections  principales,  suivant  les  plans  des  xs  et  des  j^« 

D'après  ces  données ,  il  est  facile  de  se  former  une  idée  nette  du  noureBO 
genre  de  surfaces  auquel  on  a  donné  le  nom  deJpARABdvolDBiuipTiQcBk 

Soit  actuellement  M"  positity  aucpiel  cas  I?éqaaiî(HLievieBt  à 
comme,  en  changeant  or  en  —  x ^  on  la  ramène  à  la  forme 

il  s'^ensuît  que  la  surface  est  la  même  qpB  dans  le  cas  de  N*  négatif  :  seo' 
^  lement  elle  s'étend  dans  le  sens  des  x  négatifs  comme  elle  s'étendait  d'abord 

dans  celui  des  a?  positifs. 

491.  Le  paraboloîde  elliptique  devient  une  surface  de  révolution  autour 
de  l'axe  des  x ,  dans  le  cas  particulier  de  M  =  M' 4  car  alors  on  a  pour 
son  équation 

i 

ce  qui  démontre  que  toute  section  faite  perpendiculairement  à  l'axe  des  x, 
est  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est  sur  cet  axe. 

ao— . ..  M  positif  et  Mf  n^^. 

49S.  Il  nous  suffira  de  considérer  dans  cette  nouvelle  bypothèsey  comme 
dans  la  précédente,  le  cas  où  N"  est  négatif;  puisque  si  N''  était  positif,  00 
remplacerait  x  par-«x,  ce  qui  changerait  simplement  la  situation  de  la 
llurface,  mais  non  sa  nature. 

£n  mettant  les  signes  en  évidence ,  on  a  pour  Péquation, 

Gela  posé ,  soit  fait  successivement  x  =  ii,  jrz=Cf  '  =  >;  il  vient 

Les  deux  dernières  équations  représentent  encore  des  paraboles  dont  Taxe 

principal  est  parallèle  à  l'axç  des  x  ;  mais  celles  qui  correspondent  à  ^=C 

N* 
sont  dirigées  dans  le  sens  des  x  positifs ,  et  ont  pour  paramètre  constant  -^ , 

M. 
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laiidiB  <ine  les  parajboles  correspondantes  s^=yg  sont  au  contimire  diriges 

dans  le  sens  des  x  négatifs ,  et  ont  pour  paramètre  constant  —  jrs;'. 

Quant  à  la  première  équation ,  c^est  celle  d^une  suite  d^hyperboles  ayant 
pour  axe  transverse ,  une  parallèle  à  Taxe  des  2^  tant  que  «est  positif ,  et 
une  parallèle  à  Taxe  des  j,  pour  toute  valeur  négative  de  «. 

Les  deux  sections  principales  par  les  plans  des  xe  et  des  a^  sont  Mj^*s^"x, 
M'j^'=  —  N*'x  (Jig.  25i)  ;  c>t-à-dir«  deux  paraboles  COC,  B'OB.  Fip.aSt 

La  section  par  le  plan  des  ^2  ayant  pour  équations 

ar  =3  o,  Ut*  — M'^»  £=0,      ou      ^  =  db^  \/w* 

se  réduit  à  un  système  de  deux  droites  qui  se  coupent  à  Vorlgine. 

Il  est  remarquable  que  les  hyperboles  représentées  par  Péqdation.... 
Mi»  —  M'y»  =N''«,  ont  pour  asymptotes  les  deux  droites  dont  Téquation 
est  Ms»  —  My*  «=•  o  ;  d'où  il  suit  que  les  plans  menés  par  ces  droites  et 
par  Taxe  des  x ,  déterminent  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  des  a;y  deux 
angles  dièdres  y  qui  comprennent  la  surface  tout  entière  ;  et  Ton  peut  con- 
sidérer ces  deux  plans  comme  dés  plans  asymptotes  par  rapport  à  la  surface 

Ce  nouveau  genre  de  surfaces  étant  caractérisé  par  des  seeÉLons  parabo- 
liques et  hyperboliques,  se  nomme  paraboloîde  HYpBaBOUQUE. 

Comme  les  coefBciens  de  5» ,  et  de  y^  sont  de  signes  oootraf res ,  Fhypo- 
thèse  M  =:M%  ne  peut  donner  lieu  à  une  surface  de  révolution.  D'ailleui)B, 
nous  verrons  bientôt  que ,  quelle  que  soit  la  position  du  plan  par  lequel  on 
coupe  cette  surface ,  il  est  impossible  d'obtenir  pour  seeUon  une  courbe  limi» 
tée ,  et  par  conséquent ,  une  circonférence  de  cercle. 

495.  Le  paraboloîde  hyperbolique  étant  une  surface  assez  difficile  à  se 
teprésenter,  nous  allons  faire  connaître  un  moyen  de  génération  ^  commua 
aux  deux  paraboloïdes ,  qui  sera  très  propre  à  donner  une  idée  exacte  de  Pun 
et  de  Tautre.  Ce  moyen,  qui  offre  beaucoup  d'analogie  avec  celui  qui  a  été 
employé  (n»  4î26)  pour  le  plan,  consiste  k  faire  glisser  une  parabole  a^ïiX 
pour  équations,  *  ** 

j=:o,    M5»  +  N"«  =  o,  ' 

I 
parallèlement  à  elle-même,  suivant  une  autre  parabole. 

et  de  manière  que  le  sommet  de  la  première  ,  appelée  g^n^m^nVc,  se  trouve 
constamment  placé  sur  la  seconde  qu'on  peut  appeler  la  directriee. 

D'après  ce  mode  de  génération ,  il  est  évident  que  les  équatio)is  de  la 
génératrice  considérée  dans  l'une  quelconque  de  ses  poeitioiiS;^  seront  de* 
la  forme  ï'  *         ^ 

r=C,     Mi»+N**  +  4=ro. 


Sga  cémteAfioif  ots  oeok  i»aka8oloi6es. 

Le  paramètre  de  cette  parabole  mobile,  on  —  -ts-,  reste  constant  ;  iiub 

comme  le  sommet  qui,  d-abord,  est  situé  à  Forigine,  occupe  ensuite  mu 
position  queleonque  sue  la  diteetrice^  il  s^ensuit  que  la  seconde  ëquatioa 
doit  cenfermer  un  terme  a  indépendant  de  x  et  de^. 

Cela  posé ,  remarquons  que ,  povr  tout  point  de  la  surface ,  placé  sur  h 
inème  génératrice ,  la  distance  au  plan  des  xs  et  la  position  dn  sommet  de 
cette  génératrice  restent  les  mêmes  ;  mais  lorsque  le  point  passe  d?ane  géné- 
ratrice à  une  autre  «les  deux  élémens  dont  nous  venons  de  parler  changent 
nécessairement  ;  donc  les  quantités  C  et  «c,  qui  correspondent  à  ces  élémens ^ 
«ont  des  quantités  constantes  ensemble  et  variables  ensemble  ;  ainsi  elle» 
doivent  dépendre  d^une  certaine  manière  Pune  de  Pautre.  Or  on  obtiendn 
.  cette  relation  «n  exprimant  >  par  Fanalyse,  que  la  génératrice  et  la  dire^ 
irioe  se  rencontrent  y  ce  qui  revient  à  dire  que  les  équations 

^  =  C,  'M^»  +  N^x  +  «=  o,...  (0 
«  =  o,    M^'+N-'xsso, (a), 

» 

ont  lieu  en  même  temps. 
D^âbordy  la  valeur  5=0,    portée  dans'  la  seconde  des  équations  fi), 

donne    x=  —  -3=^.    Substituant  ensuite  les  valeurs  r  =  C,   xr=— --=^, 

dans  la  seconde  des  équations  (a) ,  on  trouve 

M'C*  — *  =  o...  (3). 

Telle  est  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  quantités  «,  C,  et  qui  doit 
exister  en  même  temps  que  les  équations  (i)  pour  toutes  les  positions  de  It 
génératrice,  c''est-à*dire  pour  tous  les  points  de  la  surface. 

Il  ne  s''agit  iplus  que  d^éliminer  «,  C  entre  ces  trois  équations ,  et  pour 
cela,  il  suffit  de  remplacer  «,  C  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i); 
ce  qui  donne 

M'r*  —  (  —  M««  —  N'^x)  =  o,      ou     Mr«  4-  M'r*  +  Wx  ±=  o; 

cVst  réquation  êommune  aux  deux  paraboloîdes. 
p.      f,        Lorsqu'on  a  M,  M'  (fig.  a5o)  positifs,  et  1^"  négaty,  les  paramètres  de 

la  parabole  génératrice  et  de  la  parabole  directrice  sont  -3^=-,  r»,  quantités 

de  mSme  signe;  donc  les  axes  sont  dirigés  dans  le  même  sens: 
«.      -         Mais  si  Ton  a  M  {fg.  a5i)  poUtif,  W  négatif  et  N"  négatif,  les  paramétres 

sont  — >,  ■  ,-,    ,  ou  de  signes  contraires:  donc  les  axes  de  oea^ paraboles 
MM' 

sont  dirigés  en  sens  contraire  Fùn  par  rapport  à  Fautre. 
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494.  Il  résulte  de  la  discussion  précédente  que  les  surfaces  du  second 
degré  se  dlTisent  en  cinq  genres  î  TellipsoÏde,  ayant  pour  variétés,  VeU 
lipsdide  de  révolution,  la  sph^e,  un  point  ou  une  surface  imaginaire; 

L'htperboloïde  à  deux  nappes  et  rurpEftuOLOïDE  à  une  nappe,  aymt  tous 
deux  pour  variétés,  Vhrperboloïde  de  révolution  et  ta  surface  conique  de 

réi^olution; 

Le  paraboloïde  elliptioue  ,  ayant  pour  variété,  le  paraboloïde  de  révolution; 

Enfin,  le  paraboloïde  hyperbolique,  qui  n'offre  aucune  vjariété. 

Toutefois,  les  iwrfates  cylinâriquei  à  base  elliptique,  hyperbolique  ou 
parabolique  {yfi^  47IS,  476)  dont  des  surfaces  qui  se  rattachent  aux  para- 
boloïdes,  puisqu'on  les  a  obtenues  en  supposant  que  !'««  des  carrés,  ou 
deux  des  carrés,  aient  disparu  en  même  temps  que  les  rectangles,  dans 
réqoation  générale. 

498.  Cherchons  actuellement  de  quelle  natùïir^  peuvent  être  les  inter- 
sections des  surfaces  du  second  degré  par  des  plans  situés  d'une  manière 
quelconque  par  rapport  à  ces  surfaces,  en  considérant  d'abord  toutes  celles 

qui  ont  un  centre: 
D  suffit  pour  cela  (n^  4â5  )  de  substituer  dans  l'équation  . 

M5*  +  M'r«  +  M^x»  +  P  =  o,...  (t) 

â  la  place- des  xjr,  if>  \ém8  valeurs  tirées  des  formules 

«  =  X  oos  ^  4»  r  cos  ô  sin  4>  -h  «, 
^=:xsin^-*j^cosO  co«^  4-  *» 
s  =  r  sin  0  '^  c. 

On  obtient ,  par  cette  substitution,  un  résultat  4e  la  forme 

Ar»4-Bay  +  Car«  +  Elr-hEx  +  F=:o,...  (a) 

.-* 
les  coefficiens  de  cette  équation  ayant  pour  valeurs, 

A  =s  M  sin«e  4-  M'  cos'Ô  cos»*;»  -f  M"  cos» 5  sin»<î>, 

B  =  (M*  —  M'). 2  cosfl  sin^  cos<|>,  "^ 

G  =  M'  sin«  ^  -i-  M"  cos*  ^^ 

D  =  aMc  sin  0  —  aHfi  cos  fl  cos  ^  -f  aWa  cos  d  sin  ^, 

£  r=  qM'&  sin  ^  +  aM"a  cos  ^, 

F*  »  Me*  -i-  M'i»  +  M^a»  +  P. 

Or,  on  sait  (n«>  586)  que  la  nature  de  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (a),  dépend  principalement  de  la  quantité  B«  — 4^C,  qui,  suivant 
qu'elle  est  négative,  positive  ou  nulle,  correspond  à  une  ellipse,  une  hy- 
perbole, ou  une  parabole,  ou  bien ,  à  l'une  des  variétés  de  ces  courbes. 
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En  flftlonlftni  celte  eîpretsioa ,  on  obilent ,  tonte  rédncUeli  fiiité^ 

^  id^'W  eoe«0  -f  MM'  «in*  6  »in«<)i  +  MM''  «in*  a  eoB*^»)* 

«#■  • 

Gela  po8é|  si  |a  siiffaoe  est  un  eUiptoldé»  les  trois  coeifteîens  M»  M%  tf 
sont  positifs ,  et  Texpression  précédente  est  essentiellement  itégatiye.  Dons 
riDtereeotîon  d^un  eni|>solde  par  un  plan  est  toijoura  «ne  eUipae^  qq  r«ni 
des  variétés  de  cette  courbe. 

Mais  pour  les  hypcrboloides  à  une  ou  deui  nappes ,  deux  des  ti^is  coeffi- 
cipns  sont  positifs  et  le  troisième  négatif;  on  bien,  Tnn  est  positif  et  la 
deux  autres  négatifs  j  ainsi  Texpression  ci -dessus  renfermant  dies  târmei 
positifs  et  négatifs I  peut,  suiyant  les  Taleuis  namérij^es  deM,  H%  M*, 
^  et  6,  devenir  positive,  négative  ou  égale{  à  o.  L'intersection  d'an  hyper- 
bololde  par  un  plan' peut  donc  être  une  hyperbole,  une  ellipse  ou  uns 
][Nirabole. 

'  La  surbce  conique  qul^  comme  nous  l'ÉTons  vu ,  est  une  variété  de  es 
geni;e  de  surfaces,  donne  également  Heu  à  ces  trois  genres  de  courbes. 
(7ctr«^  A^  970  et  suivans.) 

490.  En  reprenant  les  mÂmes  calculs  par  rapport  au  parabolofdej  dont 
réquation  générale  est 

M5>  ^  M'jr»  -f  N"*  =  o, 

on  obtient  >  pour  les  çoeiBciens  d0>> ,  s^^  x*, 

A  fis  M  sin*  6  -f-  M'  cos»  è  eos*  ^, 
B  =s  —  aM'  oos  0  sin  ^  eos  ^, 
G=6:M'Bin*^; 

d'où      fi*  -*  4AG  a;  —  4MM'  sin*  9  sin*  i^. 

Dans  le  cas  ^u  parabololde  elliptique  «  les  coefficicfnà.  M  j  ttf  sont  di 
m^ite  signe;  ainsi  B*—- 4A.G  est  essentiellement  négatifs  et  l'intersection  est 
généralement  une  ellipse* 

Si  cependant  on  suppose  sin  ^=o ,  ou  sin  9  ;=:q  ,  il  en  résulte  B*-»4^G:;?o, 
et  Intersection  est  une  parabole.  ' 

L'hypothèse  sin^£=o  correspond  (n^  495)  au  cas  où  la  trace  du  phs 
sécant  sur  le  plan  des  jfXy  est  parallèle  à  l'axe  des  »  ;  ce  qoi  exige  q[ao  le  plsn 
sécant  soit  lui-même  parallèle  à  cet  axe. 

L'hypothèse  sin  0  =  o  signifie  que  l^  plan  sécant  doit  être  parallèle  as 
plan  des  :^, 

D^ot^  Ton  pcnt  oonclnre  que  les  intersections  d^u»  parabd^^da  ^Uptiqaa 
a^  peuvent  être  que  des  ellipses ,  des  paraboles  ou  des  tariétés  4e  eea  oonirbes. 

Quant  an  paraboioSde  hyperbolique  »  comme  M,  M' sont  de  siipnes  «do* 
trairet,  fi*^44Q  «u-- 4MM^  sin<  d  «in*  ^^  ne  peut  être  qpn  |M>sitU  «u  égsl 


d'énb  sûi>AC£  t)û  secorrD  degré.  5^ 

k  o.  Dofiâ  les  intersections  ne  sauraient  JamaU  être  des  ellipses  ou  des 
yariétès  ^e  pes  courbes.  (Fisr^f  ce  ç|ui  a  été  dit  n«  48S.} 

497.  Voyons  comment  il  faudrait  placer  le  plan  sécant,  par  rapport  à 
TellipsoldD  et  anx  deux  hyperbololdes ,  pour  que  les  taterseetions  Âissent 
des  circonférences  de  eerele, 

Pourodh»  pn  doit  (n<> 498)  posw  B9so.M\À3sC;  oe  qui  donne  lea 
deux  équations  de  condition 

(M*  —  M')*  cosd  sin^  co»^  es  o (t) 

M  sin*a  ^  M'  €o..e  eos.^  1        ^,  ^^^  ^.  ^  

■+.  M"  cos»  0  sin»  <f  J  ^  ^  ^  ' 

Comme,  en  général,  M^  est  difiEérent  de  M^  l'équation  (i)  ne  peut  dtre 
satis&ite  que  par  les  trois  hypothèses  eosO  =s  o,  sin  p  s=:  o^  ooe^ssOy 
que  non»  allons  «saminer  auccessiTement. 

lO... .  Cos  d  s=  o,    d'où  sin  0  ss  i  ;    l'équation  (a)  devient 

M  ss  HT  tin»  ^ -f- M"  oos*  ^; 
ou,  remplaçant  sin»^,  ooa»^,  par  leurs  valeurs  ,  ^  ^^,  ^ ,  TT^g^  ' 

M  (i  +  IMig»  f  )  a  M' tane»  <|»  +  M"  ;  d'oùtong^wd:  y5!^^; 

qo.  . . .  Sln  ^  sa  o ,  d'où  eoe  9  ss  I  ;  on  trouve  pour  l'équation  {%) , 

Msin>0  +  M'oos>0  =  M^ 
ou  Mtang*0  +  M'=:M''(i4*tang>0); 

donc  tang  0  =  :ii  y  g-~jj,,  î 

30.  ^  Enfin ,  oos  V  s=  o ,  d'où  sin  f  s=  I  ;  l'équation  (a)  se  réduit  à 

M  sin«  0  4- M'' oos«  0  s=M% 
ou  M tang»  9+Wt=W (i  +  tang» 0) ; 

donc  ^^^^"^y  SrZJSf' 

Discutons  ces  valeurs  de  tang  f  et  de  tang  0,  qui  peotent  6tre  i^elles  ou 
imagim^es^  suivant  les  hypothèses   qu'on  peut  faire  sur  les  coefidens 

M  y  fÊt$  M"« 

Or,  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  «(uant^és  sous  le  radical , 
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il  vient  pour  produit,  |H-3^;  résultat  essentiellement /;o5£tiJ;  ce  qui 

démontre  d'abord  que  Tune  de  ces  trois  quantités ,  au  moîni ,  ^t  posiiÎTe; 
mais  je  dis  que  si  la  première,  par  exemple ,  est  positive ,  leT deux  autres 
sont  négatives. 

Eu  effet ,  pour  que  ^"^W  '*"'*  ^'*"*'^'  **  '^•"*  que  M"  -  M  et  M  —  tf 
soient  de  même  signe,  c*est^-dire  que  Ton  ait  en  même  temps . 

r  M"  —  M  >  ou  <  a, 

-•«•-••^ •^V- \  »t   — M'>ou<  o; 

d'où,  ajoutant  ces  deux  inégalités ,        M*  —  M'  >  ou  <  ^o. 

On  voit  donc  que  M'  —  M'  et  M  —  M"  sont  de  signes  contraires  j 

Pareillement ,  M'  —  M"  et  M  —  M' sont  de  signes  contraires  5 
ainsi ,  j^  _  ^i  ^^  négatif. 

On  démbntreraît  de  la  môme  manière  que ,  si  la  seconde  on  la  tTWsiènM 
^tait -positive,  les  deux  autres  seraient  négatives. 
Concluons  de  là  que ,  sur  les  trois  systèmes 

_  .  /M  "  -  M' 
cos  fl  =  o,    tang  ^  =  d=  y  Mmf" 

_^  é  /M"  —  M' 
sin  4>-  =  o,     tang^ 8  =  =t  \^ ^- ^y 

.       ^  %  /M'  —  M* 
co8p  =  o,    tong9  =  =fcYjjj— -^, 

il  y  en  a  toujours  un  réel;  mais  il  n'y  en  a  jamais  qu'un  seul. 

D'ailleurs ,. puisqu'à  chaque  hypothèse,  cos  6=:o,  ou  8i|i^=ro,  on 
cos  ^  =  e ,  il  correspond  deux  valeurs  pour  la  tangente  de  l'autre  angle,  0 
s'ensuit  qu'on  peut  toujours,  par  chaque  point  êtune  des,  sur/aces,  du  secoai 
àeeré  qui  ont  VN  centre  ,  Jaire  passer  deux  plans  qui  coupent  cette  sttrfacr 
suivant  une  circonférence  de  cercle. 

S^  Ton  se  rappelle  l'acception  donnée  n^  4^^  ^^^  quantités  ^  et  0  »  on  k' 
connaît  sans  peine  que  les  hypothèses  cos  d  ==  o ,  cos  ^  =  o ,  sin  ^  =  0. 
correspondent  à  des  plans  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  de 
trois  sections  principales. 
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Ainsi ,  cos  9=  o,  indique  que  le  plan  ftécant  «si  perpendiccdslro  àà  plan 
clés  x/^  cos  ^  :=  o,  qa^ir  est  perpendiculaice  au  plan  des  xs^  et  sin ^  =3i> , 
c[uMl  est  perpendiculaire  an  plan  des  j^z.  >  • 

Admettons  maii^tenant  que  la  surface  solide  révolutian ,  c'*Q8t-à;-4ii>e  qi4o 
l<^on  ait  M  =  "Mf  {n9^  4^i ,  4^})  ^^  ^^^^^  systèmes  se  réduisent  à. 

cos  8  =  o,    tang  pj=z  oç,     ou  cos  ^  z=  o, 

sin  ^  5=  0,     tang  ô  =  rt  ^ —  i, 

cos  ^  =  o,    tang  Q  =s  00,    ou  cos  $  =r  o,^ 

Le  second  système  est  évidemment  imaginaire.  Quant  aux  deux  autres ,  ils 
irentrent  Ihm  dans  Tautre ,  et  signifient  qu^il  n'y  a  qu^un  plan  perpentUculaire 
à  Taxe  des  x  qui  puisse  p.voduire  une  circonférence  de  cercle. 

4SS.  Les  conséquences  précédeaftet  souffrent  quelques  modifications  pour 
les  deux  paraboloïdes. 

LieseOefflciens  Ay  B>  Cde  Péquation  transformée  en  3cjr  ont  (n»  4â6}  pour 
vaifBiirSy. 

A  =s  H  sin*  A  +  MT  cos»  0  eos*  <^  , 
B  r=  —  aM'  cos  6  sin  ^  ços.f^ 
C  =  M'  sin»  <^ } 

ce  qui  fait  voir  d^abord  que  Phypotfaèse  sin^  =  o  est  inadmissible,  si  Pa{i 
veut  que  Flnterseetion  soit^une  circonférence  de  cercle,  puisque  cette  sup- 
position, entraînerait  G  =  0,  et  que  f  dans  le^as  du  cercle,  ce  coeiBcient. 
doit  exister. 

Ainsi  les  deux  conditions  B  =  o ,  A  =  C ,  deviennent  ici 

ces  8  cos  9=0,    et    M  sin>  8  =.M'  sin*  ^ ,    - 
équations  auxquelles  on  peut  satisffltire, 
soît  en  supposant  cos  8  =  o  ,   'd\)à  sin  ^  =*d:  \/ jj^, 

soi t  en  supposant  cos  9  =  o^    d^où  sin  8  =  =b  i/-^> 

Ces  deux  systèmes  sont  nécessairement  imaginaires,  dans  le  ce^  âxiparaf 
boloîde  hyperbolique ,  puisque  M  et  M'  sont  de  signes  contraires  (résultat 
qui  a^arccorde  avec  ce.  qui  a, été  dU  n^  49^)*  ^^^^  1^  paraboloîdo  elliptique, 
le  premier  système  seul  est  admissible ,  et  le  second  inadmissible,  si  Ton  1^ 
M  <C^'>  ^®  contraire  a  lieu,  lorsque  M  est  ^  M^ 

Soit  enfin  M  s^M'  ;  il  en  résuHe 

cos  8  =^  o,    et    sin  0  =  ±:  T,  on  cof  ^  =:  o,  ^ 

ou  bicO;  cos  ^  =  o,  d^oii  sin  8  ==  :i:  i,  ou  cos '8  =:  q; 


M 

ïn 
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d^où  l^n  voH  qoa  ee»  déni  syiièmes  rentrant  Pun  daiô^tttra'^etik  sigsi- 
lient  ^oe  le  plan  sécant  est  perpeadlcplaire  à  Taxe  de9  7* 

499.  Remarque,  Gomme  les  conditions  B  ^^  o,A=sC,  nedétermlneBt 
qne  les  angles  $,  ^,  et  non  les  eooidonnées  a^.b,  c,  11  s'en«utf;pi9>pov 
eluupie  snrfiiee  dn  second  degré  (le  païa^loide  hyperlx>li^pie  e9OBpte)0 
existe  deux  ^'stèmes  de  plans  en  nombre  infini,  ^ui  donnent d/tteireanférenca 
de  cercle  ;  et  les  plans  de  chaque  estime  sont  parallèles  [entre  eux,  Tont^ 
fois  y  si  la  sorlkice  est  de  rérohitien ,  les  Henx  tystèmes-se  Tédnisent  kun  seà. 

On  peut  disposer,  par  exemple,  deë  constantes  indétenninées  a,  h ,  c,  de 
manière  que  Torigine  des  coordonnées  soit  au  centre  même  de  la  sectioi; 
ce  qui  exige  que,  dans  Téquetton  transformée  du  n^t'^S^  l^t«|lm»  D,£, 
soient  nuls.  Or,  si  Ton  pose 

aMir  a|n  9  -^  \Hfh  «m  â  oos  ^  «^  alfr« Q(oa  •  wi'f/s^»» 
aM' &  sin  0 -4- sM"  a  C08  9  =  0 , 

on  obtient  deux  équations  linéaires  en  ««'  ^,  e;  ce  qui  proftre'qae,  ps* 
chaque  système  de  pians  séeans ,  ïe$  centres  dn  tvns  Us  celles  vmt^Atnés  m 
une  même  ligne  droite.  En  dPautfes  termes,  t^ufe  snrfitçe^  du  seewASegri ,  \ 
Teiception  du  paraboloïde  hyperl>oUqne ,  pemt  être  engendrée  de-  ênmae  ma- 
nières par  le  mouvement  d'un  cercle  toujours  paraiUèle  à  |i|t-fnâiM  et  variaik 
de  rayon. 

Dei  Plans  tangens  aux  surfaces  du  second  \i^ni. 

900.  De  même  que  nous  avons  défiai  (n<»  195)  la  tangente  es  nu  poîit 
quelconque  d*une  courb*,  Vêlement  de  cette  courbe,  prolongé  indéfinimeiri, 
nous  considérerons  aussi  le  plan  tangent  en  un  point  déterminé  d^ume  surface, 
comme  Pélénent  de  cette  surface  prolongé  indéfiniment* 

H  résulte  de  oette  définition  que,  comme  l'élément  de  la  snrfiifee  en  os 
point  quelconque ,  se  compose  de.  tous  les  élémens  des  couzbea  qu'oo  ob- 
tient en  coupant  la  surface  par  «ne  suite  de  plans  qui  passent  par  m 
point,  et  que  ces  élémens  ne  sont  autre  chose  que  les  tangentes  au 
courbes,  en  ce  point;  il  en  résulte^  dis -je,  que  le  plan  tangent  est 
encore  le  lieu  de  toutes  les  ingénies  aux  ^fére^lkes  courbes  qt^ên  peti 
imaginer  sur  la  surface  par  le  point  donné,  et  que  ta  position  est  déter- 
niinée,  dès  que  Ton  connaît  celles  de  deux  des  tangentes. 

Cest  cette  dernière  considération  qui  Ta  nous  senrir  à  tronter  l^fcpitiai 
dii  plan  tangent. 

Soit  d'abord    M*»  -f-  Wy*  -f-  M'x«  ^  P  s«  a. . .  (fi 

Téquation  générale  des  surfaces  qui  ont  un  centre;  et  appelons  x',  y,  s' lu 
çoQldoQné^  4u  point  par  lequel  on  Yeut  mener  un  plan  tinç.^.^|^lsv  suriase; 
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on  4  déjà  lu  re|«lloA 

W^  +  My*  +  MV*  +  P  tt  o...  (a) 


% 


Malnteiwm,  sij  par  ce  point,  on  liliftgiiie  •iic6e8feh«me<i(  danx  plan* 
parallèlea  au  plan  des  a::»  et  an  plai»  det  yt,  on  «uni  pour  lea  équ«(iena  dw. 
intersections  de  la  surfiioe  par  ces  den<  plana  ^ 

■ 

0t  pour  les  éqni^tions  des  tangentcR  à  ces  sections  ^  i^\i  pelât  j/^y^g^  (vojc . 

noses), 

jr  =  y,  .    nau/ +  M'^x*'  +  My»  +  P  =  o...  (3) 
»  =  a<,      Ms/  +  W^y  +  MV»  +  P  =  0. ..  (4) 

Or,  le  plan  tangent  doit,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  passer 
par  ces  deux  tangentes  ;  ainsi  la  question  est  ramenée  à  trouver  TéquatioA 
d^  plan  passant  par  deux  droites  dont  on  a  les  équations. 

O^abordy  comme  le  plan  doit  passer  par  le  poi^nl  a^^y,  z\  son  équation 
#st  de  la  former 

A(«-^aO  4.  B{r  —  y) +  €(*—.«')  =  0...  (5> 

U  suiBt  maintenant  d'exprimer  que  ce  plan ,  qui  renferme  déjà  uQ  point 
commun  aux  deux  droites ,  est  parallèle  à  chacune  d^elle^*  On  a ,  ipour  cel^ 
(p9  45I]|  les  deux  çon4itions 

Aiî  4-  B»  4-  G  ss  o, 
Atf'4- By+ C  =  o; 

inais  les  équations  (3)  et  (4)  peuvent  te  mettre  sous  la  fbfma 

.    ^  Ms'  (MV«-+.P) 

*  «  0.5  4-  *'.     -r  ==  -  jgy.* My    ^ 

ceqmdomifr      «=:  — _p,  ft=-Q,    u'rso»   V^  —  ^j^p-,; 


îE? 


donc  les  d^nx  relations  ci-dessus  devienne^ 


A  X  — 


-f.  0  =  o;      d'où      A 


8K-^+«  =  Pi     d'oH      Bt=-^.C. 
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Il  vient  dette,  par  la  substitution  do  ofiéyaileurs  ilans  Téf^ïiatioB  {^)y  , 

N«  far  —  a:'}  +  MY  (jr  -/')  +  M*' («  —  O  «=  0, 
ou ,  ayanl  égard  à  la  relatiqn,  (3}      i .  .      . 

Uzs'  4-  M>y  +  N"  (x  4-  «'j  =»  a  j 
I9  ferme  aN'a?,  ou  N"x  +  N"x,  se  trouve  changé  en 

302.  Si  Ton  voulait  obtenir  les  équations  de  la  nomuHey  c^est-à-dlfe  de 
la  perpendiculaire  au  plantongent ,  menée  par  le  point,  de  contact  {a^y^y  t^)y 
il  suffirait  d'appliquer  les  principes  établis  (no  453) ,  ce  qui  n'offre  aucune 
difficulté.  Ainài  il  est  inutile  de  a^arréter  sur  cette  question. 

80kvOn  peut  se  proposer  de  mener  un  plan  tangent  à  une  surface  au  second 
deff*é,  par  un  point  pris  hors  de -cette  surface,  ^ 

Soient  x"y  y"f  z",  les  coordonnées  de  od  point;  x'^y^y  /,  désignant  toujoura 
celles  du  point  de  coiitaet.  On  a  entre  ^s  coordonnées  lés  deux  relations 

M*'^  ^- My«   -h'MV»  -^  P  =  o,..:  (i) 
Mj'a"+.  M'r>''+  MVa?*'  +  P  =  o. . . ,  (a) 

(  nous  ne  considérons  ici  que  les  surfaces  qui  oiit  un  centre  )<« 

Ces  équations  renfermant  trois  inconnues  x',  y^ .  Zy  ne  suffisent  pas 
poui^  les  déterminer.  Ainsi ,  par  im  point  extérieur,  on  peut  mener  unC'in- 
finité  de  plans  tangeni^à  une  surface  du  second  degré. 

En  donnant  à  x*  un«  suite  de  valeurs  arbitraires  ^  on  tirerait  des  équations 
les  valeurs  de  j^,  zf^  correspondantes  à  chacune  de  ces  valeurs,  et  l'on  ob^ 
tiendrait  ainsi  les  coordonnées  des  points  de  contact  de  tous  les  plans 
tangent;  ou  bien ^  si  l'on  éliminait  successivement  j^  et  x*y  on  parviendrait 
à  deux  nouvelles  équations  en  af  y  ^y  et  eu  /y  ^,  qui  ne  seraient  autre 
chose  que  les  équations  de  la  courbe  passant  par  tous  les  points  de  contact; 
et  cette  courbe  pourrait  être  regardée  comme  la  base  d'une  surface  conique 
dont  le  centre  serait  au  point  donné,  et  qui  envelopperait  la  surface  du  second 
degré  proposée. 

D'ailleurs ,  l'équation  (a)  étant  linéaire  en  x%  y,  z',  il  s'ensuit  que  la 
courbe  de  contact  ^t  plane;  et  puisque  cette  courbe -est  située  sur  une  sur-» 
lace  du  second  degré,  nous  pouvons  encore  conclure  (n<^493)  que  cette 
courbe  est  du  second  degré,  aussi  bien  que  la  surface  conique  dont  elle  est 
la  base. 

d04i  lïeuB  terminerons  là  théorie  dt»  snrCaoes  du  second  degré  par  hi 
démonstration  d'une  propriété  fort  curieuse  de  l'hyperboloïde  à  une  napp» 
et  du  paraboloîdè  hyperbolique.  Cette  propriété,  qui  peut  se  déduirewtrès 
simplement  de  la  considération  du'  plan  tangent^  consiste  en  ceque chaeune 
ds  ces  deux  surfaces  peut  être  engendrée  de  deux  manières' différentes' pa»  h- 
ifumvemént  d'une  hgne  droite. 


r — y,  tMift  des  équttioDS  (7),  on  troufe  pour  les  vétoHttt  d»  ces  ivib«t|f 
ttttiooSji 

(«  —  «T  (M    +  M'A*  -.  M'a»)  =3  a, 

ou  bien.  Allant  abitraeUoD  du  ftctenr  («  *«  ^)  oafTCspondaiie  an  pol»t 
^9  y^  '^y  Qu*  ^^  s«vom  d^à  se  trovver  è  la  fola  sur  les  dsiik  surfiioes  et. 
sur  la  droite  I 

M    +  AT*»  —  M'a»  rar  o, (8) 

M/-»-M'ftr'— M-'wr^cso (9) 

Telles  sont  les  relations  qui  expriment  que  la  droite  se  trouTO  tout  entlért 
sur  les  deux  surfilées. 
Qn  déduit  de  Téquation  (g), 

*=* *iV     ^'* 

d*où^  substituât  dans  l^qnatiei»  (8)  et  ovdonfiaisli 
.  .        MMy*'  d:  l/MM'M V«  (MV*  -♦•  My •  —  MV«)         ^ 

**^"'     *=*"'- ^  M'(iiv.-*iy«}' — ' *  ^ 

Qtt,  on  ayant  égard  à  la  relation  Ms'*  +  My*  -«•  MV«  -^  P  =  q. 


.  _  MMyy  ^zf\/^  MM  M%g 

"^  '"       M'  cM'V«-My«) 

1a  valeur  de  h  étant  calculée,  on  la  substituera  dans  Texpression  de  4, 
ce  4iu|  donnera  la  Tsleer  eorrespondante  de  cett»  seeende  indéterminée.     . 

Il  reste  aetuellement  à  savoir  dans  quel  cas  la  quantité  h  sera  susceptible 
d^nne  àéierminatUm  réelle.  Oty  eela  ne  peut  aTOîr  lieu  (M,  M',  M''  étant 
supposés  ici  essentiellement  positifs)  qu'hantant  que  P  est  négufif;  condition 
qui  (bû  «ABo)  correspond,  à  l'hyperhçUnde  à  urne  wtpp»^ 

Donc ,  pour  ce  genre  de  surfaces  «  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
4  àeux  droites  communes  Mf'ec  cette  surface.  En  d^autres  termes  ^  il  n'y  a  paa 
vn.  point- de  la  suriaoe  pi^r  lequel  on  ne  puisse  imaginer  deux  droites  qui 
se  trouvent  tout  entières  sur  cette  sur&ca;  <m  bien  encore^  la  surface  pet^ 
être  considérée  comme  engendrée  par  une  droite  de  deux  manières  t^ff^enfeSL 
(Toyoz  no*471). 

sois*  Cette  propriété  du  plan  tangent  à  Phyperboloide  i  une  seule  napp»» 
fligi»ine|>as  la  #éirtties»  yi»  nows  <vona  domiée  cUs  pian  tanynt  (n^  JWD)  » 
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points  commiuM  à  la  snrf«ffe  proposéô  et  au  plan  tangent.  Or  comme,  dans 
Thypothèse  où  M«  M"  sont  de  même  signe,  Féquation  (4)  ne  peut  être 
satisfaite  que  par  5  =  «%  ^=^9  il  s^ensuit  c^ue  le  paraboloïde  elliptique 
ne  peut  avoir  qu'un  point  commun  iivec  6on  plan  tangent. 

Mais  supposons  M' négatif^  et  mettons  le  signe  en  éTidence  ;  Tëquation  (4) 
devient  ^  1 

M(5  —  50»  -  M'(r  — :rO*  =  o;...  (5)  ^ 

Dû  en  déduit  y  —y  =  ifc  (a  —  5')  i/^î  -.  ■      ' 

d\)à  l'on  voit  que  l'équation  (5)  représente  un  système  de  deux  plans  per- 
pendiculaires au  plan  des>5,  et  dont  les  intersections  avec  le  plan  tangent 
sontV  en  général,  deux  lignes  droites.  Nous  sommes  donc  en  droit  de 
^c<Hielure  immédiatement  que  le  paraboloïde  hyperbolique  et  le  plan  tangent 
en  un  point  quelconque  de  cçtte  surface ,  ont  deux  droites  communes  passant 
par  ce  point. 

Mais  pour  fixer  la  position  de  ces  droites,  comme  nous  Pavons  fait  plus 
haut,  nous  combinerons  l'^quatien  (5j  et  celle  dû  plan  tangent,  qu'on 
peut  (n^  ISOl)  présenter  sous  la  forme 

w(5  -v)  -  My  (r-  y)  +  NV  -  y)  «  o,:..  (6) 

avecles  équations 

ar  —  a<  =  tf(ir  —  /),         y  -.y  =  b  {z  -^  tf) (7) 

Il  résulte  de  la  substitution   de  ces  valeurs  de  x  -—  x',  y y  dans 

les  équations  (5)  et  (6),  et  en  faisant  abstraction  dû  facteur  «  —  s', 

M  —  M'/»«  =0,        M«'  —  Why  +  Wtf  =  o. 

On  tire  de  la  première, 

d'où ,  substituant  dans  la  seconde , 

-M^'zbyi/HSP 


a  = 


N* 


ces  valeurs  de  a  et  de  fr  sont  réelles ,  dans  le  cas  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique. Donc  il  n'y  a  pas  de  point  de  cette  surface  par  lequel  on  né  puisse 
imaginer  deux  droites  situées  tout  entières  sur  la  surface. 


Sgff 
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-  *; 


M -M"      M-M"'       M: -M'' 


♦     «   V 


il  vient  pour  produit,  J-—;^;  résultat  essentiellement ;.o«ti7;  ce  q.i 

démontre  d^abord  que  Tune  de  ces  trois  quantités ,  au  moini ,-  <5»t  positÎTe. 
mais  je  dis  que  si  la  première,  par  exemple ,  est  positive,  1er  deux  autres 
sont  négatives. 

En  effet ,  pour  que  ^^^  «oit  Positif,  il  faut  que  M"  -  M  et  M  -  tf 
soient  de  même  signe,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  en  même  temps 


r  M"  —  M 
\  »t   —M' 


—  M  >  ou  <  o, 
>  ou  <  o; 

d'où,  ajoutant  ces  deux  inégalités ,        M*  —  M'  >  ou  < >o. 

On  voit  donc  que  M'  -  M'  et  M  -  M"  sont  de  signes  contraires  j 

M"  —  M' 

Pareillement ,  M'  —  M"  et  M  -  M' sont  de  signes  contraires; 

M'  —  M* 
ainsi ,  j^_j^/  est  négatif. 

* 

On  démontrerait  de  la  môme  manière  que ,  si  la  seconde  ou  U  troUi^ 
^tait -positive  >  les  deux  autres  seraient  négatives. 
Concluons  de  là  que ,  sur  les  trois  systèmes 


cos 


8  =  0,    tang  4^  =  ±  y  j^^  ^n 

.       _L.  é  /M  '  —  M' 

sin  ^  =  o,     tang^  8  =  =fc  W j , 

cos^  =  o,    tong  Ô  =  =fc  V  snii-jï?  > 

il  y  en  a  toujours  un  réel;  mais  il  n'y  en  a  jamais  qu'un  seul. 

D'ailleurs,  puisqu'à  chaque  hypothèse,  cos  ô  =  o,  ou  sippr=o,  oe 
cos  4>  =  o ,  il  correspond  deux  valeurs  pour  la  tangente  de  l'autre  angle,  ii 
s'ensuit  qu  on  peut  toujours,  par  chaque  point  ttune  des.  suif  aces,  du  seewi 
degré  qui  ont  im  centre  ,  Jaire  passer  deux  plans  qui  coupent  cette  surfaa 
suivant  une  circonférence  de  cercle. 

S^  Toii  se  rappelle  l'acception  donnée  n^  4^3  aux  quantités  ^  et  0  >  on  I^ 
connaît  sans  peine  que  les  hypothèses  cos  d  =ï  o ,  cos  ^  =  o  ,  sin  ^  =  o- 
correspondent  à  des  plans  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  des 
trois  sections  principales. 
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ÂlQ&i  >  cos  0  =:  o,  indique  que  le  plan  feécant  «si  perpendicidi^e  àâ  plan 
des  XX  ^  cos  ^  =s  o  9  '  quUr  est  perpendiciilaice  au  plan  des  xz  ^  et  sin  ^  =:t>  ^ 
qu^il  est  perpendiculaire  an  plan  des  ^i;.  -  t 

Admettons  maintenant  que  la  surface  soit  de  révolutian  ,  c''^t-à-dire  qim 
l'on  ait  M  =  M^  ;n®*  4^1  >  4^}  f  ^^  ^^^*^  systèmes  se  réduisent  à. 

cos  6  =  09    tang  9  =  00,     ou  cqs  ^  =  o, 

sin  ^  =  o,     tang  Ô  =  rfc  ^ —  i, 

cos  ^  ==  Op    tang  0  =s  oo,    ou  cos  6  ==  o.. 

Le  second  système  est  évidemment  imagin^r^.  Quant  aux  deux  autres ,  iU 
rentrent  Pun  dans  Pautre ,  et  signifient  quHl  n'y  a  qu'un  plan  perpecfdiculaire 
à  Taxe  des  x  qui  puisse  produire  une  circonférence  de  cercle. 

49Q.  Les  conséquences  précédMAet  soofTrent  quelques  modifications  pour 
les  deux  paraboloïdes. 

Lesooeiliciens  A,  B^  Cde  Péquation  transformée  en  sçy  ont  (n»  49^)  pour 
valeurs,. 

A  s  M  sin»  0  +  Mf  cos*  0  eos.>  0,  . 
B  =  —  oM'  cot  6  sis  9  ços.f, 
C  =  M'  8in«<^f 

ce  qui  fait  voir  d'abord  que  Phypotiièse  sin^  =  o  esl  Inadmissible,  si  Po^ 
veut  que  Pintersection  soit- une  circonférence  de  cercle,  puisque  cette  sup- 
position entraînerait  C  =  o,  et  que  «  dans  10*^88  du  cercle,  ce  coefficient, 
doit  exister* 
Ainsi  les  deux  conditions  B  =:  o ,  A  =  G ,  deviennent  ici 

cos  6  cos  ^  =  o,     et    M  sin*  0  =  M'  sin>  py    • 

équations  auxquelles  on  peut  satisfttire , 

/  M 
soit  en  supposant  cos  6  =  o  ,   *d\)ù  sin  ^  =*±  %/ mîi 

soit  en  supposant  cos  9  =  o^    d'où  sin  9  =  d:  iZ-vr-- 

Ces  deux  systèmes  sont  nécessairement  imaginaires,  dans  le  cas  du  parai' 
boloîde  hyperbolique ,  puisque  M  et  M'  sont  de  signes  contraires  (résultat 
qui  s'accorde  avec  ce  qui  a.été  d;t  n^  49^)*  ^<>^^  1^  paraboloïdo  elliptique, 
le  premier  système  seul  est  admissible ,  et  le  second  inadmissible,  si  l'on  1^ 
M  <^ M';  le  contraire  a  lieu,  lorsque  M  est  >  M'. 

Soit  enfin  M  =^M'  ;  il  en  résulte 

cos  6  =s  o,    et    sin  0  =3  db  t  ,  ou  cos  ^  =  o, 
ou  bien,         cos  9  =  0,  d'où  sin  8  ==  :i:  i,  ou  cos '9  ^  q; 


M 


$g8  '    x>£8  sEcnoifft  craciruiftiâ'  •' 

dViù  Pou  voit  qua  eet  deov  systèmes  rentrant  l'un  dai»^utre|^eiilft  sigsi- 
fient  «pie  le  plan  sécant  est  perpendicplaîre  &  Taxe  des  *- 

400.  Biemar<iue.  Gomme  les  conditions  B  7-'  o^  As  C,  nedétermlncit 
qne  les  angles  (^9  4^9  et  non  les  eootdonnées  a^h,  c,  1)  s^eQ«ûiiiii9»po« 
ehaqne  snifaee  du  seeond  degré  (le  paialtololde  hyperbolique .«soq>te)tf 
existe  deux  ^T'iCémei  de  plans  en  nombre  infini,  ^ui  donnent  eu, eireot^fiéretuts 
de  cercle  ;  et  les  plans  de  chaque  ^stème  sont  parallèles  [entre  eux.  Toute- 
fois I  si  lasorfttce  est  de  rérohition ,  lesHetix  systèmes  so  réduisent  à  vn  seaL 

On  peut  disposer,  par  exomplA^  des  constantes  indétetmiaées  a,  h  »  c,  de 
manière  que  Forigine  des  coordonnées  soit  au  centre  même  de  la  section; 
ce  qui  exige  que,  dan's  réquetton  transformée  du  i|<*'^5«  M^tefineB  D,  £, 
soient  nuls.  Or,  si  Ton  pose 

aBliraln  ft-r  iBf&eosS  eos  41  «^  oW*Of»^fiii^V^f^% 

QiMf  ft  sin  #  -f  2W  a  GO8  9  r=  0  , 

on  obtient  deux  équations  linéaires  en  a,  h,e;  ce  qui  proftYe'qae,  ptm 
chaque  système  de  plans  sélians ,  lei  euntrês  d»  t^am  Èe$  oételesfoftt  ^jUmés  fv 
une  même  ligne  4roife,  En  dPcutres  termSlB,  téute  sturfiepe  du  seeomd^kgré ,  à 
Texception  du  parâboloide  hyperbolique ,  pem  être  engendrée  de  étâme  ma- 
nières par  le  mouvement  d'un  cercle  toujours  parallèle  à  h^-mâme  et  vafiahk 
de  ra^Qn, 

t>€s  Plans  tangens  aux  surfaces  du  second  degpi. 

000.  De  même  que  nous  avons  défini  (n<»  105)  la  tangente  en  an  poUt 
quelconque  d^une  courl>e|  Vêlement  de  ^tte  courbe,  prolongé  indéfinimeol, 
nous  considérerons  aussi  le  plan  tangent  en  un  point  déterminé  sFume  surfaet, 
comme  Vilement  de  cette  surface  prolongé  indéfiniment, 

U  résulte  de  eette  définition  que,  comme  Pélément  de  la  surfiiee  en  vt 
point  quelconque  ^  se  compose  de.  tous  les  élémens  des  courbes  qu'om  ob- 
tient en  coupant  la  surface  par  une  suite  de  plans  qui  passent  par  0» 
point,  et  que  ces  élémens  ne  sont  autre  chose  que  les  tangentes  sm 
courbes,  en  ce  point;  il  en.  résulte,  dis -je,  que  le  plan  tanguent  est 
encore  le  Heu  de  toutes  les  tangentes  aux  ^fféreinltes  courbes  qw^éi^  petA 
imaginer  sur  la  surface  par  le  point  donné,  et  que  Sa  positiea  est  déter- 
minée, dès  que  Ton  connaît  celles  de  deux  des  tangentes. 

CTest  cette  derqière  considération  qui  va  nous  senrir  à  trouirar  l^ftqpmtki 
du  plan  tangent. 

Soit  d'abord    Ms«  -h  M'^*  -f.  M**«  ^  F  r%  o. . .  {$% 

Péquation  générale  des  surfaces  qui  ont  »»  centre;  et  appelons  x%  jr',  tf  te 
eoQr^oqné^  du  point  por  lequel  on  Y«ut  mener  un  plan  t4qç^\_àla^  surfasci 


